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1. Предверительt{Ее сведения

Поскольку речь почти всегдо будет идти о булевых
lлгебра:, введеra несюльхо опрадслени я обоэяачзниfi,
относяIJg,tIся х булевыlr влтrебра.rr. Естественlrыfi порядок
на 61rлевой а,лгвбре: о 5] 0 .+ сП} = с. Чзреэ .Р.(,{)
обо9нrч!rl a-fi итерированньй идсал }perue.

В дальнзйчrехr ссли !i9 KoHTeKcTt ясно, о кзrсоfi
аЛrЗбРС Wцег рсчь, будех rпrсвтъ проgr,о lF,,

ОПРЕ]ШЛЕНИЕ 1. Рангох Фрепrе булсвой ллгсбрн .,|
нчrýв.€тся п€рвнfi ордднал p(,i) = о тrяоfi' что Р. = Л"+l.

ИsBecTrro, что ршlг }peruc cyTrepaTorrBofi булевоfi
влrзбрн является неrrрсдеIьнrJr. ор.Фдrало!a. Ъапоrд
супераrюхяоfi булэвой а,лr.сбры нoэцв!.стся пвра r(.,{) =
= (с*m), гле p(rl) - с* l ц m - число aтouoв в
,l/f.. Счетяая суперrтоr.н!я булева алгебрr. определяет-
ся свояц типоx с тоtaностью до и9оцорфизraL

Нs, осЕове .Dопологическиl raетодов lteToвeHorr бьлла
получена хвраJgпaриэшця тllпов изохорФизхов булевыr
алхбр Р{. 3атех Ю.Л.Ерrrrов [3l алт,ебра.rrчсоrrrхи rr.tгодr.
чи получил pe.ý/tcttato проблечь! иэоr.орФи9шr для iладсr.
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$ 96-01-0lБ2б.

поддерrкве гра.rrт} РФФИ

2t



.щrстрибутивныI рещетоЕ с относпr€льнъlriп дополнею;{я-
}.и (алт!бр Ершовв). Прlrэедем здесь епо харшстеризаIUлю
для булевнх влтвбр.

Пусть p(,t) = ?. Полпл!,ец Е" = {д С r|идеал(а)/r}, n
Пrаr/&- глrввrлfi}. Определих цд.Еrтиввую фунtýц.rю
о ; А + ,у + l, полrлап а(в) = а первыft ордlrнал такой,
что з € Eq.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2, Типоч булевоfi влтчбрн i назнвв-
ется тройкь (pr7r*l, где р - p(J)r7 = с(1) и m равно чиr:лу
&тоlдов в А| Pn, еслп р - с + 1 > ?, и trулю - в противнолd
случое.

Рассхотрих В = AlPe. Определиlr ад.щатrавную фунх-
tg,!ю 9 и9 8 в 1+ t, подаt sя g(с/Fr) = с(с).

Ю.Л,Ерчrов доЁхtr,лr что Jo g l1 ,rъг.(а и тt)лько
тогдч хогда иI тиЕъ, совЕqдают и с!пцеегвует ,втоrдор-
физr,r беsатомной булевой алтебры 9 т!J!ой, .rTo Vтgо(д) =
= ,, (9(&)).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Линсfiко упорядоченныtr ба,зисом
булевой алrrебрн J нrsнваэтся ливсllно упорядочев{ое
подl.яоrrесгво l, пороlсдающее,l.

Иэвзсттrо, что кааlд!я счетная булсва а.лrебра ихеет
линейно упорядочеЕнъrй бOsис и и9оrrорфнr ею олr€бре
полуинзервiлов. Бопее топо, хt кд!я В-ховструхтивизr.
rчlя В-+сонструхттrввой булевоfi r.лrcбрн аt{виволентно

алrтбры полуиятерва.лов н€хоторо-
ликейко упорядоченного raвorre-

ства.
ОПРЕJlЕЛЕНИЕ 4, llвоичныr. д€ревоr. наsываr,гся

ни7хняя полуреrцеткв с llиниllа.пьньllд алеxсвтоl., в xoтo_

роfi хl;rt+lй алемент иraест ровяо .ФуI наслсдlиl!ов или
rrалrвсиrrальяьrfi и ка:rq.щrй начальяrдй сaгrrент являе:гся
конечныra линейно упорядоченкыr, xяo:rcecTBorr. Дереlrо
без хrrсспrrальнцх алешентов н!:rцв8ется полнЕra.

Вудем представля.гь двоичнь!е деревья taвorкecтBа.
t и вонечнtдx' последоватсльностзfi иэ вулсй и е.Ф4яиц
(r, а, р, . . J. При aTorr r S о| еслu r - начальrrнй сегt ент

ю
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,. Через т *, обоэнlчиtд конЕ&тена.Iц,rю последов&тельtlо-
стей 7 и с.

ОПРЕДЕЛВНИЕ i. Пусть ? - ,tроrачвое дсрсво. По-
cTlroиrr оrобрлjpсевие из r в без8тоr.ную булеву алrэбру:
полаI,вем 9(0) = 1, Выбсрех для кrr(доfi d € r 9(r) Titt,
чтобн есди с*0 С 1то p(c+O)U9(cr1) = 9(с), 9(с*O)П
п9(с + 1) = 0. Вудеrд р!дсх}тривrть чодr.лrсбр;r беsатох-
Hoit влгебрн, поро:цденну ю 9(I).

Каа(,дrя В-ковструвтявная булева алrебрь прёдсть
вляется в виде булевоfi rлЕбры, поро:хденной В-консг-
рукгивнцм .ФоячяЕra дерсвоra.

Все нюбrо.qrrrые сведения о булевых алгебрr.х xoatHo
нrJtти в [lt.

Теперь введех необходиrrне поIrягил, относяIциеся к

ОПРЕДЕЛВНИЕ 8. Модель Л = (.l/; P,Ei ) яsаыв8дтся
Al -tвояgгруlrтивиэярусхой, ссдя суцlсствlrют нухсрш11tя
у: о -о М тlлая, что {(я, у)|ч(с) = у(у)} € Ai и {;| R(у(а))} е
С А|. Прп атох пl.рf (rUl, ч) наsr*вr,стsя А!--rсонструктиви_
авrисй .,9l.

ОПРЕДВЛВНИЕ 7. Двс А|-rсонструЁтиви!r.turи (rr, у")
u |М,ц| ваsЕвr,tогся А|-схвивалаrтвrлхи, Gсли суtце_
ствуют гипсрариФхст}rчссх!я
хо,эфизх 9 ltодсли ;И Ta,rcae,
А| -юяструrsтявяsирусr.rя

фунЕr}rяf:о<оиrвто.
что Vс(9(и,(о)) _ и (r(r))).

усrэйчr,rвой, сслк лрбtдс .щс сс А|-ховстрJ,IЕмвкэш$tи

2. А!-конструктивизируеiaнс булевы алrчбрш

3десь, в освовяох, р8ссхотрив8ютGя воЕросн
А!-автоус.юftчивостп Аi-юкGтрукrtвй:rируекнr буд€-
вых алrcбр. Поатоху нrчвеta с хрпа.,српJr.

ТDОРЕМА l (rqpитсрий Воота для оквиволGнтности
А|-понструrrтиви9ецrrй будевнr. }лr,ебр), лОусml {J6, rt) и

ццtнвrcтся А|-авто-

сrчс-{,{rryl) ,- А! -rоrсmруrmчакrrа 6зиааш crraбpb
сmоусm Ь!-лхохвсmео S g Дох А!| 1п.е. {(q rп)| (ч(r), r(m)) е
€ $} € Ai плазоа, чtлл0
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1) (1,1) € s,
2) (с,6) е S + (с = 0.- 6 = 0)l
з) (с,Ь) е ý + Yа l c3g < }((r,g) €
{) (с,0) е ý -+ Vy l 61а 3 с((с,у) е
ТоэЕв оmц Arl -roxcmpyrmuarrecquu

ý&(с-з,D-у)еý),
s & (с\r,D\r) € s).
aва U6 al,rarOraaL

ДОКД:lАТЕЛЬСТВО. Еслк (Jo, и} и (.,lr, иr) -А|-юяструхтлrвяы, t! онlr юяструtс!ивны с нсютoрь!-
ци орахулrraи llro и Ёr, соотвaтственно. Еели ý -А|-хножество, lгo ово рекурсивЕо относtiвaльво нехото-
рого оракуль fr*. Пустъ 1= mrц{aor crl cz}. Тогда
(Jo, tt), (Jrrц} юнструктrавrы оtгносt(пельно ДЩ и ý ре-
курсивно отrrоситсльноllr. По рслятrrвлаэовirrноuу tiри_
терию Воота [2t, для хонструкгuвиsацлй булевr,rr а..пrrебр
Еrгя конечrухтиЕtиsаtslt{ ахвивалевтнн отяосительно II,
(в стегrеня Дr), следовательно,
вп.Ф{о, l{к) и!i aквиваrенткоегп
,Ф7ёг сtпцесгэовlllяе тtаою цltоriсgгво.

СЛЕДСТВИЕ 1, Ilycrnr с - rоr.сrrrруБmчаrшf, орiчхм;
В - а-апо:rнч А| -BoxcmpyrrBua ulс1!вuч буасос васвбрв u
В/F" ._ Al -осп оусmоflчtлов. Тозlв В А! -ссmоусmоЕччэс.

УТВЕР?li.ДЕНИЕ l. Дуспвr Е - А! -:оrавр узttttохч бу-
лееа мвсбрв u с - roracrnpyвnuoxrr8 o2iurccr. Taria V1 !
l а{r|r(п) € &} € Ai.

ДОМ3АТВЛЬСТВО. Действительно, вегру,Фtо похr.
saтb, tlтo ?уго П!-rсноассrъо (rю T,eopcuc гь.qr [0D. с дру-
т,оf, стороюr, raor(Ho поегроrдгь хояеDрухтивЕую булеву
алr.ебру Вб u uQt) € ý равяосильно с!пцествовrяtiю иrо-
r.орфпSха. хс'(щr (и(t)) и (}) яля неt!оторого 8.r?, l 9начит,
это Е|-чно:кэство.

Вернехся х докl9втельегв}r следегвия. Пуеrъ (Е, чg),
(4и) - .@е рlsлrrrные А!"хонструктявяэа:9rr 8. Рас-
схотриra хндуIцlроваЕп{е ЕонqгруктивиаltЕIи, aквивl-
лентвые по усдовtlю: {а/РлrРо п UI ), гi(п) =

so, УДОВЛе-
творяющGе условияa l-,l Брtiтерия BooTr [2l. Рассхоцlих
5 = {(о,у)|(а = 0 <,о у = О) & (а е .F. - (9 € F. & т(с) =
- ,(у))) & ({з) е Л" .. ({у) е Л], & r(dc)) = r({y)))) &
tz (е|Fq,g|F") е .ýо}. Очевrл.пrо, что S - А|-мнокество,

. очс-
сле_

= ч;(t)/Р6. Тогда сущсствlrет
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тшоке удовлетворяющ€е всец условпяr, Бритерия
Воотв.

СЛЕДСТВИЕ 2. Сасiyюtцuв уmосрхёсхtг елочем.rпr.0.,
1) сучlссmоуап А!-rоrсmруrrпча uзлzltycr,a, rл,еаоrrлоуспоСчь

оu буlвов аlэсбрс1
2) суцсmъеусm А} -rомпруrmча !а.Il!Gцч нсвеrrлоусrпоЕчч-

оu бслаmоtrч буаооа oal61a е o*lelonxlя,lr шiсиоr (В,I);
3) сgщссmоgсttt А| -rовсmруrmча u.ц|ус|u хасrmоусmойчч-

оu бусов aaoclpo А |.хв Qрвцс p(J) = r.
ДОКАЗЛТЕЛЬСТВО,
3 { 1, Очеslл.Фrо.
1 < 2. Пусть суЕtееrвlrет А|-вонструrстивп!rируGraая,

булсво rлrэбрь Тогдо ова Dttвив!.
левтвl алr.ебре, пороэцдевной А!-кокстррстиввtдra лlшеfi-
Bbara порядюrr. Пусть tо ц Ц - l]тrЕ
неfirше поря.щс,r, соответgDвtlюtцдс ее нсэt(вявалсIfгяых

([l, l') - a.Torr aci),ce (0t1)}i sd U{(s,
4-1цч{(J+q)|зr
y)l((a с Дt& !=I+ct

& с <; I)v(
tz а = \ +fi & (rо <l 

't 
v(lo

яо Iюхlrать, что это А|

с = I1q & !, е Д & I <; y)V

'l&qolo
(а
))))}). Неслоr<_

lo t{o &

-хонструктявнr,rfi линейнъй по-
ря,цох. Рrrсхотриr: ьлrебру Вс,.

l
с вндел€яных идеlлох

'i, 
ПоРо:tденнЫЧ Ш + ло,l + gr), гдэ

С поrrоlцьrо rсри-{0 s qt. Ясtюi что она
т*рия Воотt для иsоуорфяs.а. булевнr алr.ебр [lt дохаэlл-
ваjтся, что (ЕдоrJg} Ц(8дrrl1). Если !ум хонсгрукгйвя9!.
ц}lи эквивалеЕтны, то DквлtвалФlтнн и соотв€тегвlrюцl,!е
rюнегруlзтивиэltрrи фаtrтор-sлгзбр. А они веэхвtавалснт-
НН ПО УGЛОВИЮ.

2 ..r 3. Пустъ с}пцссгвует нс!вl,tоустэf,чивrя беsr,тоrrхая
булсва влгсбрв с вндеденннll идсsлоra. Воsьхец .Фе
ес нсэквивалснтннс ковстрl,хтпви:rаl$lи и поегроиl, по
ниu соотвстствуюпц.rе А|-вонсцlуtýгивнъдс пороrкдвюц,!rс
дсревья Тgrrl.

По инддrкrцоr постро!ar. отобрчrrсния: f; : i| < ?, где
Т -- полное дсраэоl 8 j С {0, 1} :
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l) л(0) = 0,
2) если , (I;, то fi(a t j)=fi(c)*j+0,
3) если а € 16, то fi(c * j) = i(") . j.

Полалrэlr 2i = {r|tc € Ц(r = fi(c) V (с ( \ & т С
€ trl(d) + 0,fi(c) + 01, /6(о) r tt}))}. Ясво, что полученtJ
Аi-дсрсвья. Поро.qrrr полуq€нныr.и дэревьяrrи булевы
влr.сбрч. онп будrт ихеть р!дrг Фрсше рrвныfi 1 ц olи-
Hartoвtte r,арцtтGристиt{ri Ерrпова-Iýетоясна, Повтоху они
изоrrорфrrьr, Если их хопструхтиви9tцtли aхвивtле:rгны,
то 9хвяв!.л€lrгЕы и соответствуюllý{е констрlБтивк:rЕ.ции
фшsтор-олrэбр с выделенннх деrлох (Tarc хвrt безатс,м-
ннс алсшентц обрrsуют A}-:rrBo;ccTBo).

ЗАМВЧАНИЕ. В ра.6отс Эша [бl укоl,шl пример ре-
курстrэной булевоfi Dлr.ебрн, ячеющей по крайнсfi мере
.Фе ЕояструtстивиgоIрlи не Аr-эr<вяввлентЕýе для любо-
m о ( rofl, r. знtчlrг и не А|-ьхвиэалеЕ,гные. Укrзаtп*аrr
пrr алrзбрв еФ 8.fкх(r+t). Аввлогtлчнцuи рассуrкденкя-
raи хоrкно покцrатьr что ýлосс Bcer А!-rсояструБтиви$а-
rцrfi атой алгебры ве леэхит в А|.

УТВЕРrКДВНИЕ ?. f,lосс ассз Ь!-зохсmруrmчачзсцчdl
araaf,prr 8,скrlо*1) вс Jarcum, Al.

доМЗАТЕЛЬСТВО, Пусrъ R - хльсс всех А|-хов-
структивпзаrцй алrвбрн 8.р*r1"+ц. Предtолоэкиrд, чtто

он вцчt слих. PaccrroTpчrr шяоrпебпво форхул 9" =
= (В - е-етохяая булсва алгебра) и ф = ((J, иа) не 9хви-
валентtll нlr о,lцrоfi А|-+tояструrrтrвrаsацжи из 1?} Г =
= U te"}U tФ}. Рвссrrотриrr J : Ord -- ý полалая

0<c<r.lfx
/(0) = Ф; l(r) = р,. Очсви,цrо, l - Е-фунtвg.lя, аГ-
E-rrHoarccтBo на IlrP.. Пусть Гб ý Г - IlYР.-хояечно, Тог-
да (по принlцдпу Е-{граяичсяносял) cyulccTBycT В < olicБ
т!дsоеt что Го ý {l(c)|c < Р}. Поэтоху 9, & ф Ь Го и, следФ.
ватсльно, lrt F Го. По тсорсхс rсоrlяаJlтноGпя BapBaJtca

[6l сущестъует r.;ff-rточнtя А!-конструктлавная булева lл-
r,,ебра (l, и1) не А!-аквивалевтнrя ни о.Фrой алr,ебре из R.
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Лс,гко заметить, что p(l) s (.,1СК (налrриrrер, сослЕвшись ЕЕ,

теOреrду Гаrr,црl [6t). ПоатОху .Д ý B.fKx(T+r).
СЛВДСТВИЕ 3. Существует А!-конструктивизируе-

rдая неавтоустоfiчивая бупева алrвбра раrrга. Фреlrrе, рав-
НОГ9 е.Ц,lнице.

Автор вьтрaэкадт благодtрность своеlду яаlrчноrду ру-
ководителю С.С.Гончарову э& постановку sадачи и по-
lдощь в работе.
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