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Е.И, Латruн

Введеяие

Основная идея рsботн - абстраr(тflая raeps алгорrrтхпческой
cJro:xнocти - восхqдrт к клаaсаrt tО С 80 С ... А.Гlкеюрчяка
[4], исчсрпываюциlf кл&сс lrриuиT ,иrrнорекурсrrrнцх функцrfi 

'l.Каllдцf, K.llacc t" .x,Jtep,.(r,|, (xlel(lrlulbнo опрqделrехую в [] 9унк_
rturo |, (л, у), которая зма.]г ею |'сложность', и заlrкн}т относrr.
TeJrbHo опl]рЕrции ограничекной принrrтlrвной рскурсrп:

I h(0, л1,. .., а") = 96(э1,...,r,),

{ h(у + 1, rr,. . ., а" ) = 91(h(y, э), у, зr,. . . , з.),

[ }r(y,s1,.,., а") S /(у,gr,...,а").

Злесь функцlя А(у, э1 , . . . , э" ) опрqдепяется прх поr.оцв опе-
paт(}pв прпraитпвноf, рскурспи из функцrfi ,о,91 € €", но воsхоlх-
но h I En, если h(у,л1,...rоа) ).f(у,зlr...rзо) прr насоторнх
5ll...r8ar у € N, Пнцrrи cJIoBaIB, опервmр огрsllпченвоfi Pet(yP
сии не опрелслёя лля 1"rrrx ,о,9l, прп коmрчх lr не ха:хорхруется
некотороf, функцией t ее"

lработа внполнена.
J$ 99-01_00485.

при полдержке гранта РффИ

84



Мн раsвивасrr подобную идею, однаt(о прlt этох огранtчива.
err яекоторук) шepy спожlкх:,гlr ltJl|rrprl,ua |Il(л1,. . ., л")| вrесто
car.of, функц]rlr А(л1 , . . . , а" ), вцчпсJtrсцоf, "мгоритхоtlП /t.

Слсlвсr "а.лгорптшО здесь нвпtlсаrrо в кавЕчкдх потоуу, что, во_
обще rrоворя, не с!пцествует aJrюpлTraa' ассоцпироваtного с функ.
цисй i в paccxoтpeнHora выЕе прrцере с клsсслatl Гхеrtрчl-
ха. Вшесm pЁlulllllцx aJImpпTшoB, raн раaсшsтрпвOara бстракт-
нук, алгеtiраr.ческую схстсху (l; R, М, о,...), спгнатура которой
солерJt(r,r, сrхЁоJlы tlрrrrrиr,ивноЛ peKypcliяt rroHoTorHof, хнв€рсхи
(оltре.llе.rrяеrый нtlхе варrlадiт оперетора raянl.lхпэщr.rr ), а TaKlKe
суперпоэI{цlll. и лругl.х опсраторов l45 сrгнетуры клонq оппсан-
ных ниже (сu. таlt:*е [1]). 3втех, хш рsссхатрrва€r, проrsвоJIь
ный tчмtrн<;рфшэм к l А -+ F а.пгебры "{ в хлон .F функчrЛ над
натурsJrьннraи чиспаши. Э;rехенты lr С r{ rrrл считаех абстраr<rr
нымв а{апогахи'iа.пюритшов'.

Ввrду тоm, что пqдрвsуr.евrёхыi гоraочорфsу п ,: А -+ t
будет о,lевиден, хы tlacтo будеrr опуо<ать сl.txвол ,с и п}сать
h(з1,..., с,.) Br.ccтo правпльяоf, заrrисп (K(Il)) (о1,...,с").

В квчестве функчшонмв сложности raы испоJtьзуем прояз-
вольное оmбрахенlе /r е ,4 ,+ |Л| е Я, удовJlетворяlопцее опре-
делённоку спяску аксиоta, привqдёяннх нихrе. Основная,з sтих
а.r<сиоra трсбует, чтобы сjохность суперпоsraцrх двух фувкций
/ о g r.ожно бнло оцеяи],l, (:верху чер€9 оrохносгь аJlrcрrтr.ов /
цg|

|./(g(ar,..., с"), yr,,-, у-)| lc
<с l.f l (r(зr,..., д"), Yl,..., У-) Ф |g(Er,.-,g")l.

Символ Ф оsнача€т "суuшарное врuя внчпс:rенпй", или
*хаксимаlтьнсrе колиltестЕо rспольsованноfi пOtlятиi'i такхе это
может быть любал бикарнм опсрац]tя, удовJIетворяюцая спе-

циаJlьlrLaм aкqltolfax. Спхвол la оSяача€т сравнение с Пточ-

ностью до кJIассв С'', Hatlprxep с точностью до класса функчrfi,
pacr 5rчдиа lrrrttcйEo, плк поJIпнохиаJIьно. Ни)aке прrводrтся спrсок
N<свох дтя класса С.

Тмм rонстр5rкцrя хожет пока9аться громоsдкой по сраэ-
l|еtlиl() (: иеl)it[)хией Гжсltцlчика, которая получется как чsст-
нцй случай sбстраJсгных шtэрrтхов, есJIи псutохrть А = t п
л = l.| = idд. Олвпr<о абстраtfiflая хера cJroir<нocти позвоJtяет
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уМно оцсвrвЕть сrюхносгь аJтюрrтraов в стпле фуккцпонаJIь-
НОЮ ЦiВJtll9Ц ДОСТаТОЧНО ВНСТРОИТЬ ПОСПQДОВаТеJIЬНОСТЬ НеР8.
веяств lfr(rlt.,-lэn)l lc ... lср(зr,...|за) с пQдходяtц€f, хажорвн-
тоЙ p(ar,...,g") иэ лIнсfiноm, lлrt, н8IIрпмср, полпноr.паJtьного
кJIасса.

Пуrохенпе в 9тtй .'.тетьс слелуеjг от общею к чаaтному.
Мн нвчинаэrr с опрQдёtснrй абстрмlявх понятriЛ алr€брн

"вltmритtlов'и херъa сrюжностtl. 3втех, в наr,rболее обцей постs.
новке| дffiаsЕвадтtя основная ,l,er)pclв 

- о неввто5lстойчивости
бео(он€чнIпх "эt|х|rехтrrпllо KotrcTlrlrxlчBHHx' ходе:rей. Наr<онец,
rв покаsвва€rr, что обсуrцаflrЕе здесь объекты дейсlвительяо
с.!mIсствуют.

l. Алrcбрв абстрsкгll ых sJrrэритчов

3,пссь Mr,l опрелеJяеlr понятие "класс аJrгорчтхов' Kat( аЬ
страктную а.пг€бру, снабжённую специфпчеФ(хra юмочорфи!шом
в алгебру фунхцrf, яiд lfнoxecтBolf HaцrpaJtbньrx чrсе:r N. Но
ске!tала ны опрqделнх, кахпе м8ссы ф}.нкцrrf, уы будеr, рассмат-
рпвать.

Пусть заттпсь "Х ,- У" означа€т опредепение чере:. trpиcBat{-
ванис: "Х опрелсляется каrt Y". Няже хн будеra испопьзовать
векторную Sап1{сь Е вхесто ,1r...r ra, когда спецпфкческое коли-
чес,t,во эJвнентов п в сгпсr(е 

' 
не ваrкно.

ОПРВЦВПЕНПЕ 1. Полагасм Я := [J й, сде Fп l=
п€N

,,= 1l l t : N" -+ N} - Mlloi(cc.l,uo цсlOлу rrltрqделённых
rl lr.l;rrl,rt i|lуrrкlций. Чrц:,rичttке опереmрн о, ?, {, А, т, R rr М на,д
мхожеством Я определяются как:

1) / og : (аD ф /fu(a),y) - суперпоsllция по первоцу
аргунентуi

а) 7(/) : (л, fr) *l .f(й д) - ротаlrя аргуr.ентов Функцхиi
З) €(/) , (о,у,7) н l(ч,в,4 - переставовка первых двух

аргууентовi
4) А(/) : (а, Р) н /(с,э,}) - диалонаJlп9цlrяi
Ь) т(/) : (э,У) .+ /(У) - до68вка незначsщею аргументвi
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0) п = RU,g) - прпul.tтlrвная рекурспя| опрgцеляехая каr(:

п(O|о =/F),
n(y + 1,4 = 9(Ir(у,r),у,Е);

7) g = м(.f) - монотоннос обреIценпе, опрелелясr.ое хsк:
g(z,7) = inf{y| .f(y,9 2 z}.

Сlчволн опервтор.lв {о, 7, f, А, r} обрвsуют сrгнатуру клонв
П l. Иltr,rми <lхllrвми, мн ro)xeu рассхатряв8тъ .F как x;roH
операurй, обогвпдiiнннй опервтораrrr R r М. HBrr также прrrлётся
пбогатпть 9ту сигнотуру констл{твнми сIlfволв.lfи определяе-
lllix цlrхе фуuкцlй (сu. сrrr;rчк.ленlе 2) иs K.lIBccB.F.

опРцIIЕпЕнпЕ 2. 
'lля 

пqдrrно)хествs Д g .F rrы пrшеrr
/ ý .F, еслl * эвrrхнуто oTHoctlт'eJlbнo опервторов о, r7, f, А, г r
содерж!lт с'Iqдующпе фунхцки;

l) zcro l= 0 KotlcтaнTq т.е. zafo е Fоi
2) зчсс(л) :_ , + li
3) id(a) ;= с;
4) саза(а, g, z) := "ес:lи э = 0l тo и иначе z'1
Ь) 

"q(",y) 
:= (еслtf g = у, m 01 инач€ ll'i

6) lt(a,y) := "ес:lи, < у, т! 0, rкече 1"1

7) lпd(а, у) :- l'Gсли , t 0 Л у = 0, то 0, rначе l'i
8) поt(а) ;= "еслш з f 0, то 0, иначс 1'.
Зщaетим, чm sдн:ь 0 osHa'taaт (пстина't а l оsначаст "ло:хь|'.
Инече юворя, Х f F еелl Х 9Fп Д ямяется полаrrrеброй

мтtбрн .Г в сrrгн8туре ý := {о, 1, f, А, r, zзrq aчGq id, Galq Gq, ltt
rnd, not}.

Прелполохкr, чm ,{ - проп9в(мьная мrЕбр8 сtiгнатурн
ý U {R, М}, рассrrатрнваеиая вмест€ с н€к]оторкlr rэношорфиэrrом
пlА+Fэтоhсигнатурн.

Будеш каsывать элеraентЕ MнoliecтBaril "абстрвr<тяr*rп a:rm-

ри,r,мrtхrr", яли просто "аllюрятхаlrr', Пorroxиrr ,{" := к-l[Яо].
llля / е ,{о мв булек как прrдкло пrrсать /(at,,..,oa) вrлесто
(л/ )(а1, .,,, ао ), отоlкдествляя алrэрятrr / с внчисJtясиоf, пr, функ-
цпей,

Hattpиrrep, l M..trKcr, бuтr, мtt<.lжЕсT,чсrч чцчtfсJIптеJtьнцх lra.
,rlиrl опредслёнвоm рода, опредсляечою нихе. Фтобрахенr.rеrr ;
sдесь сJlу)rfiт ест€ственная иНТ€рпРеТ lПЯ, КОГДП (Л/)(а1,..,,С")
оSн8чает р€3ультат приuенения хаIдины / к аргументах 8t,,..,8,r.

87



С лруrой сторонн, rц lroxex полохпть А z= F g fi := idя.
Тадим <lкххбом uoйllо llрослqдrть анапогпю мех(д)r опрqделяе-
ul{xr.l ниlке "нас:rqдственно ффектявныки"к;rассаlrtl ll кJтаaсахи
Гжегорчlха.

ОtlРЦЦВПF}НИЕ 3. Пусть В ý ,tl. Буяех пвсать 8 ý .Д я на.
5ывать шнохество 8 raocr:rrrr а.rr r tlr)и,|,ш(лt, e(2l, В яtшlgg119 пqд3д1-

г€6'роЛ мгебрн j в сигнатур ý. (Класс не обяsан быть saмrснyт
отвоситеJtьно операrий прииитивной рскурсяr.t R я монотоtlного
обрапекrя М.)

Во вссfi статъс, Sa псшюченисu спсциальной сехции llПрr-
Mcpr,l...', raн раtiотrrч с абстраt(тнЕх }rниBepcyxor. аJIгюрптuов
к l А + F, не раскрЕвая ею конкретную прпроду. fш<ии обра.
Soral вс€ обсJпкда€lrне чleсb пQжлщсы aJrюprTKoB в ,{ ямяются
абстрsi(тнЕr.r.

2, Абстралстяая хера аrrюритrrяческой с:rоlхности

В этох пвралрафс мн опrсыва€ч класс С ý t "хоропlих"
фупr(llrf, lr alicтpsKтfiyto "rrepy слоlхностиD |.| ;,{ -+ .F, С их по,
шоЕlью опредепяется класс Д:= {.f с "{l |.f| с С} "эфrDектr.rвных"
!шюритаaов| я нrr(€ вводптс, еrt боJI€е слохно опрQдеJтяеtaцЯ под-
клаrс ?{ "наслqдсгвснно ффсt(тхвных' алгоритшов.

Способ спеIцфrкацшtl 9тих объектoв Taxofi !хе| кц( дл.r KJTacca
l. Мы просто перечисJIяеra список ц(сt4оx| сопроводпв аксrоr.ы
некотoрнхп llpo(;I,ьIraп прrraсраJlп и пояснснпяlrl{, покаlываJощи-
ми иr it}::,i,{rч,l,{!l1.llocTb. Звтеy ц51 говорпrr: "Зафиксируех яеко-
т!рцП кпасс С и отобракение |.|, удовлетворяюпrе 9тrх аксrrо-
xa,tl.'

llиrхс псречисленlrн 4 группн аксrои дtя KJtaccB С r отобрв.
жения |.|. Удобно иr.еть ввпду слsдующпfi прrraер, деr.онстрирую-
цIlrй их coBxecTTtocTb;

А) ,tl есть хяожество мадIпн Тьюркнгв;
В) С - чноlкество воех Функцвf, r(э1, ..., со ), капкдая яs копФ

Irlr.x ОГРаНПЧеНа peкollpЦlf ПОЛI|НОШОХ ОТ 
'l,...rrniС) пля вс,ех t е А п €1,.,.1а1 с N,чера |/(с1,...,о")| =

= |/| (а1,..., а.) совпцда.т со врсиснсх въ.числ€ния .f(al,..., а" h
D) бrHBptralr оп€рвцrя xED, упоrrяяаехая в аJспомах, совпа.

да€? с оtiьrчныr, слоlкениеr,r "*";
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Е) упоминасrrая нr:пе функчия р(а) ;= (э + 2)2.
Ахсиоха 1. Существует таrсая бrнарнал функция Ф С С, что:
1) ,o(coz) = (о Фу) Фzi
2) аФу=уФа;
3) , <,Фgi
4) cl S c,l Дуr Sи + glФуI ЗаzФуz.
AKclorrB 2. IIайдётся таrсая функцrя р € С, что;
1) э< у + р(о) <р(у);
2) с < р(с);
3) (V/ €С) 3* (Va1,,..,la") /(аl,...,я") Sрr(д, Ф_.Фг");
а)афлlр(с).
3десь и дапее шы полага€ш pr1"; ,= рФ(...р(э)...)) =
} р.ý

(о) еоlr } > 0,xl(r) :=8еелкЁ=0,о... о
llar{ по}t s,добятся сJIедующпе опрqделенкя.
ОПРЕДЕПВНИЕ 4. Пусть Lc е F" u С Е F. Опрелеллм

отнопIенlrяlи<схак:
t) / l с {+ :lco (Vrtl...ла ) а9) /(э1,...з,) S g(:гr,...о");

2)/l,:c ё (:ln€ С) / < sФft, где (g Ф rl)(r) :=g(r)Фh(ф.
ОПРЕДЕЛЕНПЕ 5. lttункцпя ./ , N"+t -+ N наsнвается

1-4oromo,.xolr, еслл Е (Yу', у") ly' З l' + /(У,Е) < t!',rЛ.
Функrця .l , N"+t -+ N ltа.чlrвш+,lт:я сmроео l-хонотwноfi,

еслr.r \Е (Vy',g/') l! < у" + t!,q < t(!',7i11.
Однохесяrм функчия /: N J N нsýывастlя (сmроео) лоло-

r.or.rottr €glr, она (строго) 1 хонотонн8.
ПРЕЛЛОЖЕНИЕ l, omxoulcxttg З lr Зс mраwцmuвrlь. |!

pcýlercvllbl, ч в t Зс uеdуеm t <с g.

Это прqдлоlхеняе очевидно.

Ахсиохл 3. Лля кладса С спрsвqдлпвц спедующие ишпляха.
ции:

1) еслrr / €С и g(y,E) =/(0,аФ...Ф/(у,D,,гоg eCi
2)еслu t еСlиg3 /, Tog сС.
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Дкýд9ц!ЦL Мера слохностI |.| : ,'l + f такова, что:

1) |/ ogl <с (|/| og) Ф loli
2) еслu | = R(g, Ь), то

I l/l(o,T) lc lcl(a,(

I l/lfu+t,T1 la Itl| (/(у,г),у,f)оl/l(у,r);

3) еслr / = М(9), то

lUF)
l/fu,э)l Jc Ф b(z,r)l Ф.f(у,r);

,=о

l) |zcro|, |зчсс| ,|id|,|cq| ,|lt| , |rпd| , |поt|, |сазэ| сС;
q') lTU)l lc т (l/l) ,

l€(/)l lc f (l/l),
lд(/)l Jc д (l/l),
|"(/)l lc " 

(l.f l) ;

ý) (зр'€,{) [rФ') =р к lp'l € c]i
0) 

"(/) lc l/l.
Дкспочв 4.1 9десь осяовн8ll. Онв требует, чтобы Sатратц

нв вцчriсление 0 " sXErO не превшшми sатрат на внч1.1сJIе-

ние /(zrS) в точке z = g(9) "плюс' sатраты на выlllrоlенпе 9(Р).
HeK<rt,<4rt re l l ttк Jtilrlll li|(l рlц:хqдн внчllспитепьнЕх ресурсов Hr со-
стцковку двух аJlюритr.ов учrтывыотся полиндексоll С в оцен-
ке Jс,

Мы нс трсбусх, чтобы а.лrtбрв l бнла' свободноfi. Воsrrожно,
один и тот же аJIгоритх lr € ,tl rrolKeT бцть получен при поrlопIи
друпэй суперпозицlап h = t' о g', В этом с.rrучае, долкнн внпоJI-
llя,lIп:я об8соо.гноIпенпя |h| la 11/| о9)Фlя| и lЦ lc (l.f'| ос')Фl9'|.

Аксrаомы 4.4 и 4.4' утверrкда,lот трявrаJIьную сJIохность кон.
стант zero, зчсq id, cq, lt, !пd, not, casc я простейшнх опера'торов

4, €, А, , мrcбрш l.
Дксхоrrа 4.5 позволяет обогатить сигнатуру ý новыrr кон.

стантным сrмвоJюм р! соответствуюцим аrтгорrтиу р' € ;|. Мн
имссм lс(р) = р и |р| е С. M}t не будех специапьЕо рц}личать сиll-
вол р, шюритм р' и фуякuию р| поскоJIьку сооl.нопIение кФrсду
НИХИ DЧСВИДНО.
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дхсиоuы 4.2 u 4.3 хоlлх бн следоватъ и9 ar(cl.toшц 4.1, еоrп
иl/|с,l1l llltr;ty lll)ям(rе lпtчи(.JIение фуякчяи /. Прелположrн, что
R(grA) вы,Ilоrяется при поrrоlqrr рсr(урсивннх пqдстщtовокr а
М(9) - пооlеловатеrьннx перебороrr. Тоглв мера cJtoxнocти
|М(9)| очеяпваеrr:я череý сумuарную споlкность вычпспенпя всех
перебпра€rrых варпц{товl плюс 9атратý нп п._ддсрlкпнпс счётчи-
ха итерачпll.

В качестве трrrвrlапьноm следствll, иs ахсlочы 4.2, хохно
испольSовать подобную оценку х для прихliтивt{ой рекурсип.

3АМЕЧАНИЕ l. F.слu t = R(9, h), то для вса g > 0

y-l
l/(y,dl lc lc(ol Ф Ф lц (/( z,E), z,d),

Обратrrrся к raаlдrнrrr Тьtорингq чтобы обосяоввть аксио-
ху 4.6.

Тс,лl,rсс, лля тою, чтобн напсчатать ре]ультат ьЕчпёrснхП,
скшfiеу чпсrtо ,, ша.Еине ну)*но не хенее, чеl. + 1 шал u , + l
,ч(-lijк па}arти (лсвтн). Следоввтельно, ни вреченнЁя <:ltoriнocтb,
нп сrюr(ность по па.хятIl не чожет бнть ueнbEe, чеra внчrlсляе_
хнй шаlцино реsульт8т.

Прсдполоlкиш, что зафикспрованн некоторцй rulасс С к хера
сJtожtlостlr |.|. Тогда будет естественЕо опредеJiпть raпохество 8
l'эффсктивннх' аJrгаритr.ов Karc {/ е ll l/l е С}. Опреле-лиrr
,r,rrк]Kc множсство ?l "наслqдств€нно зффектrвных" alalroprl,Moв.

ОПРЕДЕПЕНИЕ 6. MнorrecтBo "нас:lедственно 9ффеt(тпв-
нкх' lultt)pиL,цtlB есть напrrеньIпrfi класс ?{ f /, содержаrций
аJIгорптм р п за,хкн)rгшf, oтHocxтeJlbнo огранrченннх операторов
прихктивноЛ рекурс]tи R{r и хонотонноm обраJценп, М0, опрqде-
лrеlrЕх кlшс

t) &,(g,n) := R(9,А), eс.llt аJIюритш / = R(9, ь) определён r
эффектхчен, т.е, сс,lи (9,1) е dom(R) u | е 8. В противноrr
сJrучаЁ, знвчение Rqfu, n) не определеноi

2) вналогично, M6(g) := М(9) опрепелено, е{л|i и ToJrbKo еспи

/ = M(s) опрелеленои/€f,.
Это оsначает, что класс ?{ не обя9sн содерrхать фунхцию

R(g, lr) иrl* M(g), е,.Фп она не эФфектrвнq даriе есллl 9, h € 1{.
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MHorcecTBo ?l яыtяется классом пФ опрсделснпю. Пока:кем,
что t то:ке кJIасс.

ПРЕ,lШОЖЕНШЕ 2. ifrошс есm в о эфф еrmuвн;ы, аlвор uпшо в
Е лвмеmсg tцоссоu, m,е, ё Е,Д,

докдздтвпьство. Достатоrrно покаэатьr,lто € sа,мкнуто
по суперпоэиrцв. Пусть .f,9 С €, т.е. l/l ,lsl € С. Поrсшхем| что

l/ ocl еС. Поло:киu hz= t о9; по аксиоме4.1, |fi| l" (l/lо.q)Фlсl.
llo аrtсиоrдс 4.6, л(g) lc lgl. Но lcl € С; следовательно, по &ксио-
rre 3.2, K(g) е С. Поскtшtьку MHoJt(el:гBo С яв;tяе,rч:я KJlaccoм по
определених), оно замкнуто относитепьно суперпозиции функчпй.
Напомttим, что Ф € С. Значит, иs |h| lc (l/lo д(g))6 |g| слепует

|r}| с с. r
3. Теореиа о неавтoустойчивости

Здесь rrы доказыва€м основную Teoper.y данной работы,
у?вер}IцаJощую, что не с}rществует бесконечных 8-автоустойчи-
вых кон(7t,[)ук,|,ивнцх модслсй. Понятия 8-авmустойчивоgги и
8 ксlнетруктивt ýlrруешосги опрqдеJIяются естественным образом
исходя иs некоторогокJIассa апrгоритшов 8.

Прч{rtсrrl<rжииt ч,l,о rlBM зцдан абстрактllнfi кладс еJItýрит}rов
8 Е "4, 

вшеgIЕ с некоmрыrrи l-uестныши вJlюритlrаlrи Q С А u
RеВт8кпr.иrчто:

1) (V/ € 8) [апгоритм (z1, ...,z,) н Ql(Rz1,...,fiz") попада€т
в шrасс 8J1

2) (v/ е 8r) / зQ - т.е. Зr(Yу 2 а) /(у) S Q(y);
S) aoQ = idг.ll u QoR J а шlя неrкот.орой монотонной фуккцип

с€8;
4) функчпя, внчисJтяемая .B является rдонотонноfi.
В следующих двух параграфж мы докalкен, что кJIассы

€ эффеr<тивнrrтх и ?[ нпг.rrелственно эффективных аJItýритмов
удовлетворяют вышеперечисJIенншм усJIовияrл 1-4, есrrи радсмат_
риrrtr.,ь их rrмecтt? с некоторнми построенннlrи ниже функцпямн
Q п R. llоэтоку, сJIе,дующая даJтее теорема о неавтоустойчивости
применимв кклаrсам ё u?l,

ОПРЕДЕПDIIИЕ 7. Пусть А - проиsвольная счётная модель
некоторой сигнатурн о. Нумераrrпя с : N -+ .,{ носителя модели
А наsывает ся В- хо rсmруБlпuакrсt|чеr| если;
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l ) отпбраlrсеняе а сюрьектпвно, т.е. (Vo € a)(:Irl € N)
о = а(п )i

2) для кажлоtо функцrrон&ltьною свнволв Р € d сущест-
uyer r акr.й eJlt..lpиTx Р € 8, что: А Р Р(сэ1,...,ас") _
= cР(cr,...,с");

3) лля каlсдого преJlикirтllого сцмItс,ла Р е а наrlдётся тахой
lulгорятм Р € В, что: АРР(ст1,...,аао) еслп t. Tortbкo если
Р(о1,...,r")=о;

{) (]; € 8) [са:су ++ Е{с,у) =0] - т.е. равенство
8 - pBspeurиrro.

3ахетиra, tlтo llo 9таму опреJtелеrrиlо свrd(/) = фi rr сrгнату-
ра , такх(е raor(eT бr,rть бесrrонечной.

ОПРЕ.ЦЕПЕНИЕ Е. Дllr lrроrзвоJтьной пары с, о' 8-кон-
стрlrктивизачиfi rrqдели Л опрGделиra отноrцения 8-свqдихости и
8-авmэrоивалентности:

Мы пицlем |'Q' L5 ci' и ювориrl, что "с' В- сооdчmся r Q|| |

ес_ли ttа.йдутся такие мгоритх i € 8 и автоrrорr!иэм 9 € Aut(A),
что9осr'=еоh,

Б;;lrlM пислть "а' =g cln и юворить, что 'с' B-corroarauac-
4свmlо с", еслп а' lg с lt в то же врсrrя с Zз с'.

(lчётна, модель А наэнвастся В,ааmоусrпоtrчuооt\ есjи она
8-.конструктивrэпруема и любне лве сё 8--конr:груктивлrэации
8-пвтээквивалентнн.

Тахая В-автrсустойчlвость ка.жется естествснныrr обобщеяи-
er, оьычноf, автоустnЙчивости канструкTT.rввых мод€jеf, [2]. Tex
не уенее, следуюц.ая т€.]реraа ,lоказцвв/еll,, ч,го JT ,O ttоttя,r,ие бц,ttо
бы бессодержетельным.

ТЕОРЕМА (о неавтоустtйчr.rвости). Пgсmь В ! А - леrоmо-
pbl'I- абаrfuрc.кmхьL:f- rclасе аlэорuftвов, уdовlеmворztоцrrd уеаовч-
!l4 1-4| перечvсае.лlLь.t ., ,.ач.rlе ilrlb<lec, лвраерсфв, flапрusер,
В = Е,,atlя В =7|. Тмiв, dл lюбоб бесхохечNо O-rcolctnpyx-
mrrввой зоdе.rч (Ai с| сgщесmвуеm dруеаl В- хоlсmрувmLоuзццu,
а' лоdеlц Ь mахм, чmо а' Lб а, lrо а {в с'.

:}Аi!il.;ЧАllИ}) 2. Из теоремы сJIеду€т, что для каlкдоЙ 6€с-

конечной 8-конструктивной uоделп найдёlтя бесконечная цепоч-
ка . . .(v" lg а' lз п не В-авmэквиваJlентllцх r{оlIс,r,р)жтиви9а.

цкй. Следовательно, любая счётнм uолелr, А лr€Ь не 8-коq-
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с,l,рукT lrвиsйрусхq Jllбо rrraegt, бесконечную В-конструктивную
lrаluepнocтb, Во ьсяхох сJIучr€} не суrqествует бе.<:конечнцх

В-авmустоf, чrвнх коделей.
ДОКАЗАrЕПЬСТВО теорехн.
Пlrсть о : N -} Л -- некоторsя 8-хоястрlrктивrrsацrя ходеJIlf

А, и Q, fl - aJlr.opи,r,шъr, удовJtетворяюIцriе усJIовияч 1-4, при-
ведённцra в нач&пе параграDs-

Полохuм, с' := а о Л и покахец, что о' является
8-конструкт:.lвпsыrиеЛ шодели А.

1. с' сюрьо<тпвна-
Поосолыry RoQ = idN, по усJrовию 3, то отобраr(енrе Л

сюрьеIсtlвно. 3начIт, с' = а о .В такхе сюрьектllвна
2. Ры:сrrотриu яо<оторн[ функчионвльный сиraвол Л С ,.
Пусть Л € В - тш<ой аJIгорrту| что F(ас1,...,аз") =

= cР(rll...,rD). Пtлкrхим F{(zlr...,z") := QP(лz1,.. ., л:").
Провсрпм усJювrе 2, что F(с'z1,. . ,, c'zo ) = a'F(zr,. . ., zo ):

P(d zl,,. .,a'bl = F(a(flzr ),,:,, с(пz")) = . . .

... = aЛ(Лzr,.:., Rz") = qоRQ q рца:r,..., аа) =...
.,. = a'QP(Rzr,..., fiz") = а'Р(fi:rl..., ffь)

(xlr lrrx:lKl,ttl.vлtaltи<:r, <:rкlй<:гвоlt ЯQ = idп). Твхих обраюч,
ф}ццt(rя f € с нцд А является 8-вычrrс.rrпхоf, в нуrrерацип с'.

3 п 4. Покаяrеu 8-раsрешrхостъ лtобого прешtкsта Р € с п
отвоrпсния рrэaнстла 9лехснтов rrэ А.

Пмоlrruц Р(zl,...,ъ) := Р(ftzl,...,ffz"), п d(у,з) :=
:= Е.(flу, ffz).

_Тоглq I F Р(е'z1,...,,а'ц) * F(Rл,...,пь)
= P(z1,. .., z") = 0.

По опре;рлскrю, с' l; с. ПoKarr<eм, что с {6 с'.
Прсдполохкк протrвнос, что наf,дёrЕя тахой алпэритrr lr € 8

п тrt(ая пер€ст {о9ха 9 € S(l{) HHortecTBa А, что 9 о а =
= d о h. Пtх:.l.арtиlм<:r llолучптъ противоречие с усrrовиеш 2,
утверцдаюцrrп, что (Vu с В) ч 3 Q, (Мно:кество 3(Д) всех
псрсстаковок мно:tсствв z{ заведоrrо шире группы sвmхорфuзrrов
Aut(A).)

3аra€тиt{} что усJювпе 2 эквпвэJrентно строюuу Hepru.eнcтBy
(Vч С 8) ЗаРу ) r) u(y) < Q(y), пrг,rольку Vy и(у) < ul(y), гле
и'(у) := ч(у) + 1, и ч'€ Е есJrи [. € В.
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Trutrrrr обраэоrr, доствточно пока9ать, что Yз(3у 2 д) Q0) S
J u(y) шя некоторою ч € 8. Посахен sто.

.Ilля проrsвольных *,а'€ N полоrшll d(з) := iпf{у|ду = оr1
и d(/) :- inf{/la'y' = dz'l. Обоsначич Tar<xe Х := {с с N| а =
= d(з)} п с1 := q|f, - cyxeHrre с на Х,

Постольr<у с1 з Х + А бr€ктивно, на.*дётся тш(ая переста.
новка фд б S(X), что 9 о ах = ах о lPx. Обознвчиrr ф := ф7g о di
тоглаdоф=ф.

llшееш с(фz) = o.r Ф(а) = сдфд(dэ) = gcд(da) = 9а(r) =
= сl(fiЕ).

По опрсделеняю c'иlleetl: ау = a'rl + dy S ЦdУ),
rltl(кольху иs dy > .B(dy') слсдует c(dy) # а(п(d lD, и ,нач!lт
a(dy) = ау # а'ч' = а' (d{l = a(Л(d,/)).

Tar<rx обраsоrr, d(Фr) S i(d(Йо)).
Itспользуя это неравенство п вспоxинвя, что do ф = ф,

поJlучrшl

Q(фд) = Q(d(фэ)) l QЛ(d о }(л)) J a(d о h(T)) < r о i(с).
3десь ; € Е - твr<вя r.оногонпrя функция, что Q о 8 S( с; сё сучrзсr,чоtJ rве <zleJýre,r,пs усrрвrя 2 дrrя функшrrfi Q rr

В, и иl lrrttr lhr!.Kl,a, чlэ Е является I<:Irссоц, п, сщдовательно,
,СВ+r+фпrt€8. Звrrстrrч TBrcxc, что функчrя Q монотонна'
поскольку Л монотоннв и EoQ=id1.

llоло:rlи u ;- r о /r п 9аlrетrrr, чаю u € В.
Mr,r lкчtучиля бн нухное против(rречllе Vэ(Зу ) а) Qfu) S

l а(Фу) < и(у), еглrr бli смоглlr покssатъ, чm Vs(Зу 2
2 э)[у € Х Л Фх(у) ) у]. Но ую пряr.о вытекает х! слеJtr}tь

щсй ьиr(е Jlсflцц и из rrsrrr<rрфязша линеЛных поряrпкoв (Х, S) э:
.с (N, <). .

ЛВММЛ. Пуа.лпь 0 С S(N) - ве;оmорся перссmаNосrс r;ьo-
*есmов xъlnyport,.br, ччсе.. ТоеdаYа(lу ) :а) 

'у 
2 у.

ЛОКАЗЛТВПЬСТВО.
llpчlrrot<rжяtl, что 3с(Vу 2 r) 0у < g, rr попытаэrся прrйтtr

к протпворечию.
Обоsнвчlч ао := inf{gl Ру 2 ,) 

'у 
< у}.

llосколысу шно:r<ество Хо := {0, ...r rо} - к(п,ечllо, с)rцесгвует
дrl j- suг,[or| л ( я9}. Покаlксм, что (Va ! gr) dg S rr,
Рассrrотрии Het(oтopoc t s ,r, Еслrа а s ,0, то dэ l r1 по
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опредеJtению ,l. Если r > ,о| ,r1) 0z < z tto ollрел.лtенrrо эоr и
,,:l;r,.rиr 9с ( О1.

'Гаким Dýpaзqy, 9граниченпе 01 = 0|Х 1отобраt(аsт,rt в c8rrc,
себr, гдс Х1 := [0,...,cr). llocKorrbKy, 01 : Х1 1xt лшъектив-
но и lrнo)xecтBo xl конечноl тс, 

'l 
бrектrвно. Gпедовательно,

(Vл > од) 0с > gr. Поло:rсlх t2 := ,l * 1; Torxa da2 ) с2.
Пor<axerr, что зt : ,о. Если 5r < ,ol то (Y,T ý со) 0а ! а1 1

< ,о, Это 5нa!lит1 что dq := dlXq явJIястся влохенrеl, Mнor(ecт}la
Х0 в Х6\{з9}. Но это невоэuоlхноl поскольку Х0 - коtlечяое
мнохество,

Тжим обраэом, иы имеaн: 0s2 < т2, ввлцу нсраяенства
аа > а., ц оIIреJtеJlсllия со. Но мы видеJIи, что: 0а2 ) а2. Э:,о
протипоречис rаперrцаст дока5атfJrьство. a

4. Алmритмы ограяиченной сJIо)хности

В :,r,,M rTapBгparle rrы построиu такrе мгоритмы Q С .А u
Il € t, что:

l) (Y/ С ý) [аrrmритм Qt (Пz1,..,, Rzл| принцдлежпт классу
ёli

z) (V/e€)/lQ;
3) л о Q = idц и Q о fl l а д;rя некоторой хонотонной, с ti
4) функция Il uонотонна
[IMorrHиx, что € = i.f c ,{l l.f l С С) --- K.llacc "эффхтtlвкых"

йстрактяых аJImрлтмов.
ОпрчIеlrrм q(;r) ;=р'(0) и г(у):= inf{al q(s) f у}, и п<rложин

Q(v) ;= p,{u)lu; я R(z) := inf{y| Q(y) ) z}.
ПРЕДJllОЖЕНИВ 3. Преlmоаоэrcvа, чtпо ! : Na+l -+

-+ - нdЁarrпорбя сmроео l, лохоmо.кюве, ч u : N"*t -+

-+ N - ,l-докоmонлая фуlrцчu, прччё*:

l t Ф,r) < и(о, т),

I ltv + t,4 s ч(/(v,0,4.
Toeda, t е dom(M), п.е. обраwая фуtlкцч g := М(/)

асюdу опреdелеха, а t ееm слеdуюцuс сао сmос:
l)9 1-rоrоmовво;
2) 9(/(у,а),Т) = g;

З) /fu(z,a),a) S u(z,E);
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q gV + 1,rr-) S 9(z,E) + 1;

5)g(z,Э) S z.
докАзАтапьство.
Посrсольку /(у,Т) строty, 1 McrHclTollHв, то у S .f(у,Э), "

функltия s(z,E) = inf{yl /(у,Т) } z} опрепеrrенв, дJIя всех z € N.
Очевилrr<r, фуrrкция g 1-rrotro,1,crrrнa-

Покаlкеrд своfi ства 2-5.
2. Пус,ь z= J(уri)пу' :=s(z,:r). Есаrиу < у', To.f(y,E) ( 

".FЬли у ) у', то /(у,Е) > /(у',Ф 2 z, Значит, 9 = 9'.
3. tlсlлсl;хим у z- g(zrЕ) и пока]кеri, что /(у,Е) ý u(.z,E).

Если у = 0r то /(.v,E) = /(0,Т) s u(o,T) S u(z,E). ЕсlIи lсе
у ) 0, tlрqдll(rJlожиlr, чl,о у = у' { 1 и опредаппv з' l= /(у'rТ). IIо
докаsанному внше своfiству 2, { = c(z, Е). Следовате.пьно, z' 3 z,
поскольку g l-rroHoToHHB.

Таrtим образом,

/(у,r) =.f (у'+ 1,r) S u(/(y',r),T) : u(z',E) S u(z,T).

4, ПусT,ь у :- g(зri); имеем tfurТ) 2 ", Постсольцу /
строю l-uоноmнна, то /(у + trr) 2 z * 1. Следовате.rrьно,
g(z а l,E) ý у+ t S g(z,T) + 1.

Гl, }lз выrпеиsложенною вытЕка€т, что g(zrT) ( z, посtсольку
g(O,a) = q.

ТВОРЕМА l, Ааеорutтtlш Q ч Е попсdсlоm о ивсс А, Дмее,
RoQ = idд u Qoft Sp1, u фу*кцur, оычur.r^хе.вм (мворuлллло;r

R, *оrоtъохrо.
ДОКА3АТЕПЬСТВО. YKa,lKeM аJIrýрптм иs ,.{, кото-

;ll;й rrtлчисляет функцию g(a). Полоrхим g := R(id,{(TФ'))),
гдс р' € "4 - алrrоритlr, выrlисJтяющий функцию р, Ьи существую-
щий по аr<сиоме 4.5. Тогда s в А u 9(аrу) = р'(с). Пrдееrr

с = €k)ozclor и sначит с € J.
{а,пее, най7lё,rч;я ,l,ак<lй ?цtl,()[rи,r,м в кJIассе л4, который вы-

чисJтяет функчию r(у). Деfiствитеrrьно: по ахсшоме 2.2, имеем

р(у) > g. Слсдоватсльно, функция q(з) = р'(0) строгý моно-
тонна; по предложению 3, аJIюритм г = M(q) определён, т.е.
r € А, Заме,гим, ч,r,о функция) вI*чисJIяемаrI r, монотонна и
r(у+1)<r(у)+t.

Очевидно Q С А, поскольку Q = А(9 о r).
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Применим прчrrtох(нис 3 н мmритму Q. Фуккчкя Q(g)
i:,l рог() M()l(),|,()|lHE поскоJIьку lfз у' < у" следует Q(у') =
= p,tl')ir,1 s p,(y")(t/') < n,(y")(,l") = Q(y''). Лалее, Q удовлет-
воряет yсlroвrrм прелJтоr(енt.lя 3, еслr полохсить u(y) := р2(у)

Q(0) =р,(о)(0) =р0(0) =id(o) = 0 S р2(0),

Q(r + t1 = p't'+')1y+ r; <p,{r)+,(v+ t; s
s р,(у)+1Фу) = рrQ(у),

(мы испоrtьэова.пи монот.жность г(g) r нерввенство р(у) > у),
По предrrо:кекию 3,J?oQ = idц и QоЛ ( р2, и функчия fi(z)

псl(йу опрелелсllа и мопотоllна_
ll чмтнпсти, Q € dom(M) и lr = M(Q) с I. В
Тюрехой 1 ус-тыtовленн своfiства 3 rr 4 функциfi Q rr Л,

п(,ск(rльку pl € € по aKcиorre 4.5. Устаrrовиu теперь свойст-
во 2.

Рассмотltим некоторый аlrrоритм / € €, т.е. тахой / € .{, что
|.fl еС. По aкcxorre 4.6, (]g €С) / < |/lФ9; ",педоветельно, 

по ак-
crrcrиe 3.2, ш(/) е С. 3начпт, по ахспоче 2.3, 3&\Е /(r1,..., с") 5
Sрr(лrе...ед,).

Полохих с:= q(t), тоглв (Vy 2 а) 
"(у) 2 }.

Тогла, (Vy1,...,y, 2 r) /(r) <р'O!Ф",ФУ")(уlФ...Фу") =
= Q(yl Ф... Ф с"), и эm означает, что .f l Q.

Нвиболее трудное своЛство 1 чн сфорuулируем ниже в виде
1?()[,cr.lJ 2. Её доrrезот!льство потрсбуст следующих даJrее двух
лсцц и qдного т€хническоm предJIоженвя.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. CnpcaedruBbb уmверэrcdенtя:
t) рО(у) Ф pl (у) Ф. , . Ф р'(у) Sp,+'(yh
2) у е... е у S р"(у) (n clceoerlbla);

з) ,Ф(у)) = r(y) + 1;

l)QФfu)) =p'Q(y).
лок,\зАтвпьство.
1. Пнлукurlей по r:
еслц = 0, то po(g) = 9 < р(у) = рr+l(у), по аксиоrrе 2.4l
е(;Jlи lrfqдп.Jложить, что утвсрrкдение 1 верно для некоторого

а, то рО(у) Фrl (v) о. . . ер, (у) ep'+t 1u1 < p,+l (у) Фрt+l (у) ввиду

аrсоциЕlтЕвности и мокотонкостr операци!t Ф.
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Дапеq р"+'(у) ер"+'(у) S р Ф'*'(у)) , по аrссиоме 2.4.
n plв 2' prg

2. }IMeeM, у О... Ф уSуФ... Ф у, посхольутr 1! 2П.

Легко пока9атъ яндукцпей по n, tITo fiГ]Б}S р"(у), по-
скольку р"(у) е r"(v) S р Ф"(у)).

3. Пусть r:= г(у) = inf{d| q(d) } у}.
fогда g(c + 1) = p"+t(O) = рq(дв) ) р(у), и значЕт rФ(у)) S

S r(с(с+ t)) =а+ l. llo прсдлФжснию 3, q(r(у)) Sp(y).
lIoKaxKeM, что а(r(у)) < р(у).
Rсли прелполоrсить, что g(r(у)) = р(у), то 8 = "(у) > 0,

поскольку,r(0) = pn(0) = 0 < р(0) S р(у). Рассмотрим такое r',
что 5 = д'+ 1. }lrдееrд: р(р''(0)) = р'(0) 

= 
с(л) = с(г(у)) = р(у).

'Гаlt капс р строго MOHoToHHвr то q(d) = р"'(0) : Ur п sначит g' >

l "(у) = 8 = д' + 1. Таrсиrr образом, поскольку с(r) < р(у), то
,(р(у)) > о. Следоват€льно, rФ(у)) = с * 1.

4. аФу) = р,Фч)рu1 = дl,(r)+t611 = ozo,0)1y) =
=p2Q(y). tr

лЕммА L, flлееа:
l ) l,rl Jc ph о q 0м некоmороео & € N,
э) |r| е с.
докА3Атапьство. Рассrrотрим аJIrоритк S(g', У) := р'(у);

покахем, что lgl <, t о9 дrIя некоторою Ic е П,[.

Мul аrlрч{еrlцlru g = R(gorgr) через прлtмптивную рекурсию

" 
go(y) - ! u !]l (z,д,у) =F(s), т,е. gu : id и gr = тг2(р).

По aKcnorrarr 4.1, 4.4 и 4.5, |g9|,lsrl е С. Оцениrr |g|(c,y), ис-
польsуя ar<cIaorry 4.2: lg(",y)l lc lsg(у)lФlrrl (с1O,у1,0,у)Ф. . .

. . . Ф lgll (с(, - 1, y)l r - 1, у) (rrожно ппсать |ш(Т)| вместо lrl (а),
если 8ргуrrснта,ши являются ковстантЕ или свободные перёrrен.
ные, но не функчии). По artcnoмe 2.3, (ЗI с N) |gl(z,o,9)l (
< р'lzФаФv), п по п.2 предложения 4, zФдФ9 S p3(ma:c{zrOry}).
3a,rreTrrrr, rtтo s(*ry) = р"(у) Z mа.т{а,у}, и значит
rпв:с{g(з, у),,,9} = g(g, у).

Рассмотриrr оценку:

lg(д,у)l <с |gn(y)| Фрr+39(0,у) Ф... Фр'+3g(э - 1,у) =
= lgo(y)l ор'+'(у) Ф... Фр('+3)+(д-1)(у) S

< lco(y)l ерО(у) Ф,,, Фр(l+з)+(,-l) (у)
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(вторая строчка оцснки содсржпт , + 1 глогадмое, третья -l+a+4 с,пагаешнх).
опра.(елим Ё := J +3. Шспользуя п.1 предлохевия 4, получим:

lg,(",y)l l,, lgn(y)iФPO(y) Ф. ..Флr+1-11о' s lсо(у)lФрД+'(v).
Так Kalc |99(у)| € С, то |9(r,у)| lс р*+"(у) = prg(r,c).
Теперь uы готовы похдrать, что |q| <с pt о q. Поскольку

q(з) = g(T,0), то q = f(9) о zclo. Значят:

|q| <с (|€(r)l о zcfо) Ф |zc;o| <с |(fu\| о zcro <а {(|g|) о zc.o.

Но rrы эяаем, ,lTo |g| la pl og, с,лqдоввтtльно,

€(l.cl) lc {Фд . с) = pr о €(g).
Ilrrяtзнецl l,Jl Jс €(lcl) о zcro :ig р* о f(9) о zcro = pr о q.

Оцених теперь слохностъ ьqюритuа r = M(g).
По аксвохе 4.3,

|,(y)l l" l,r(0)l Ф...Ф|сl(rу) ег(у) lc
<а рДq(0) Ф... Фр}q(гу) е г(у) S
< рlq(ro) Ф... Фрtq(гу) Ф r(у) <

S р}+r(о) е... epr+'(y) Ф у
(trrrrllпя t:,r,lrtlчка содерхит r(9) + 2 слагаеrrнхi третья -, у + 2
слагаемых).

3дссь мы кспr;льэаваJIи нера.венство r(у) S у. Заметиrr таr<же,

чта функцtlя г ск)рьёк.t,ивнаr llocкOJlbкy r o q = idN. Н (онец

вспомним, что по прqдJIохсняю 3, q о r ! р.
По аr<сяоне 3.1 функцпя у ,+ pr+'(o) Ф Pr+'(l) Ф ...

.., opr+'(y) lll)инадлеJiит классу С. Таr<же, по аrссиоrrе 2.2,

r, < р(у), и зrtачит| по цrссиоrrе 3,2, idп € С.
Следоватtльно, по аксхоче 3.2, |r| е С. r
ЛЕММД $, Дхалоеччtло tе4де 2, Iлее!:
1) |Ql l" рh oQ с mеа а,се coJ.bll поrсзсmсrеr Ь € N,
2) |jq € С.
ДОКАЗЛТВПЬСТВО.
1. ВоспоJrьэусraс, тех )*е алгорптraох 9(сrу), что и в леу-

ме 2i

lQ(c)l lc |gl (r(с),у) е lгfu)l lc
jc |cl (r(у), у) lc р}с(г(у), у) = prQ(y).
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2. Ана.погично лемме 2;

lП(")l <с |а(0)| Ф... Ф |аl(Лz) Ф B(z) lc
<с ,r}Q(о) Ф. .. Ф prQ(ar) Ф П(r) s
s рДQ(rao) Ф... ФPrQ(}tz) Ф /r(z) <
<р}+2(0)Ф...Фрr+2(z)Фz - еС

(вторм ,:Tlro,tKa содср)*ит R(z) + 2 сJIагаеныхi третья -z + 2
слагаехых).

Следрввтелько, |ff| € С. r
ТЕОРЕМЛ 2, Пусmь t е Е, положul l"(z1,...,z") :=

з= Qt(Rz1,...,Rbr. Тоеdв F ее,
ДОКЛЗАТЕПЬСТВО.
По aKcиolre 4.r, хц чокех оценить:

lr"(z,,,.,,а,)l 44 |Q|/(Лzl,..., Лz") ф |/| (izl,...,nz,) Ф
Ф|П(,t)| Ф... Ф |R(z,,)|.

По лецrrе 3, |n(z;)| € Ci значrт
lР(zr,...,a)l <g |Q| t (nzl,..., Rz.) Фl.fl (Лzr,...,Еz").

По втtсиохе 4.6, Л Jc lfrl, 9начлт, по еr<сиохе 3.2, Л € С.
Тв.киrr обраsох, |.f|(rlzl,...,Лz") € С} поскольку |"f| е С, по

ус,ловliяl, те.оремн о неустоfiчrвоgги.
(]ледов8тельно| |P(zr,...,z")| Jc lQ|/(fizl,..,, Еr"). По лем-

ме 3, |Q| lc л} о 9, тсгдв |F(z1, ..., zo )| lc p&Q/(irl , ..,, frr" ).
l!осяольку t 3с ltl Q С, l<l t б С, и, t:ледоввтельно, (3t €
е N) /(у,,...,у") S l(yl Ф... Фу").

'l'нлим обрп"ч<lм, и(:l(,,llь5уя неравенство Qфа) =p2q(a), полу_
чlrч:

lr(Dl lc рLQр|(пл Ф ... Ф az") S p}+'Q(nz, Ф... Ф лr").
Обозначих z := rnax{zlr...,zo}. }tсrользуя п,2 предлохе-

ния 4, получпra:

lt,(z)| зс PL+zlQ itzФ...Фffz < Pr+2rQPn (R2) =
_ рr+2,+2пQЛ(z).

l}споrrнич, что Q о В ý р2. СлQrцовательно,

lP(z)l <с pi*"'*'"+2 (mж{z1,..., z"}) !
< P*+2,+2,+2(zl Ф ", Ф z") € С,

Ta,r<иrr обраsом, lPl е С. r
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5. Наслqдствснно огрл{иченная сложность

в прсльтдlrrцех пврагрsфе rrы построхлr.l некотороне аJrюрит-
мв Q С ;l и .la С f,| удаьrrстворrющие усповиям 1-4 для классе
е,

Теперь rrH покыlех, что В попцдает да,же в более узкий класс
?{ надледственво 5ффaхтиппtJх мmритuов, п чm .R удовлетворя-
ст бопее трудннrr усJIовпяxl

1') (v/ € н) Qt (Пц,..., Rь) с Н.
Соотвеllt:rlrукrrllие t:ll<йстгвв2'-У для хлlссв }J очевидны, есЛИ

пспоlr!lит!, rrcpBBcHcTBo Q о fl ý р2.
'l'вкпм trбрчдсм, опрqделения 8-ковстрlжтявизач1.1иy,

8-свtцrrх<rсr,и llрпменrчы к массу ?l.
Нвпомним, ,tTo ?{ есть ншraеньЕrпй &лаarс, содержа.щхй аJI-

тýрuтш р и зчrrкнутый относятсJtьно огр8Ilичснных операторов
llllимr,l ивной рекурсии R9 и uolroTorHorB обрлцения Мо:

/ = Ro(/o,/r) есJIп и только если / = R(/r,/1) и |/l ес,
с = Мо(со) еспи к тольхо еслх 0 = м(со) r.r |g| е с.
JIIJMMA 4 (о суперпоэпuии). IIусmь В С_ А t tf'',acc В

зсIrхуm ornrlocBrnP.4ltt.o oflelп1,I'rop.| R6. ?озdо чз

h(z) = /(9r(z), д(?),...,s't(z)),
.f = R(.fo,.f,),
l l- аохоmо'/,хо|

.fo,.fr,9or9rr...,9o € 8,
lrl| € С

слеdуеm h е В,
ДОКАЗАТВПЬqГВО. По ус:rовlях леххы,

/(0|о = /о(r),
lfu + t,4 = fi (/(у,Е),у,Е),

где .fo,.fi с а, r.r h(z) = r[co(a, cl(a,.. .,g"(z)), причёч |[| с С.
Опредешх HoByKr функцrrкl 9(у,Е):

9(0,Z) = 96(Z),
ч(ч + t,4 = 91(9(у, Z), g, Э),t

где rpo(7) := /9(91(7), . . .,g"(Z)), и

".tu,y,n),= { {:':,;;*f?;;;*1I]]: 
еош У S96(7),
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По построенttю, 9ol91 е 8, " (Ч S со(Z)) ,pQ,4 =
= /(u,f(Z)). Сlte;цлrа,ге.trьно, 9Ьо(Z),Z) = h(Z), п (Vg S
< oo(Z)) p(y,Z) l i(7). Поскольку go}gtt...,9n g 8 по уоrови-
яx лемхн| достаточно пока9ать, что |9| е С.

По cBoficTBa,rr херн слохности |.|:

lrp|(0,z) lc |ро| (z),

lpl (у + t,4 jc lpll (р(у, 
'), 

у,4 е le| (У, Z).

П<l t:lкrйt:,rllа-м KltatK:a С: (ЗФ, С С)[фr 1-монотэннв и |р1| J
S фr]. l{xeerr:

l,pl(y + 1,r) <с Фr(р(у,7),у,Z) е lpl (у,7) S
S Фl(р(gо(r),О,у,7) Ф lp|(y,7) =

= фl (h(7), у,7) ф |9| (у,7)

Сrrеловательно |9l (y,Z) lc Q(g,Z|, сде

0(у,,) :=|9о| (r) ФФI(П(r),0,z) Ф... Ф Фr(lr(т),у,z).
По аr<спохе 3.1, б с Ci sнвчит |р| с С. r
JllrMMA 5 (о прелеле). Пусmъ В|А u tuacc В звлtвя;gm по

Ro, foedc rдr

to, h еВ,
.f = R(.fo, .f, ),
t l - лолоmоlха

слеOуеп

@9сЕ) t
я!g(z,у,Е) ё ,s/(y,r),
g 1 - аовоmоххс.

ДОКЛЗАТЕПЬСТВО.
}lxeex;

обоsнвчurr;

/(0,о = /о(Ф,
/(v + t,9 = /r (.f (у, а), у, Е).

цчlr) = go\r|a )|
z, у * 1, Е) = с, (c(z, у, Е), g, y,E)i{;l
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рдс:

!!n\z| ' ) 
,= /с(Е), если ./о (r) S ,,

z * 1, ч rrро,r,ичнож сJI)rчаg

/(у,Е) еоlи lfu,,T) S r,
, + 1r liн8че.

gr(u,z,y,E) ,= 
{ '*:;?;"ff"Xu'S 

zrИ /r.(u'v'Т) S z'

По определенrrю, go|9l € 8,l.r

g(z, у, Е) =

Знаtrrт, g l uонотoнна' u z ! g(z,у,i| есrIи ll только ecJlli
,StQ,4.

Поскольку клвсс В эа.rrкнут oTHoclrTeJIbHo оператора Ro} до-
ст&точно пока:lать, что |g| е С, Пrreerr:

lgl (r,у + 1,r) <с |91|(с(z,у,а),z,у,э) е |9|(я,v,э) <
< il(z + 1, z, у, э) Ф |g| (z, у, r)

где !1 та.r<ая l-rrоноmнная Функцяя из С, что |g1| < il.
Инлукчrей по у отсюда полуllr.rrr, чтý |gl е С. r
ЗЛМF)ЧДНИЕ 3. В усJовиях лемrdы б:

t) /(у,а) = g(/(y,a),y,:E), п
Z) lfu,a) = lim,--9(z,y,E).
ДакsJкем 9ахечание.
Пtuкr:r<им : l: /(у,Е) п рsссчотрпм некоторое ! > z, Тоr-

lъ z ! g(z,y,t) S g(l,y,il ( z', посlюльку z' t !Q,i),
поск.Jльку / > з выбраrrо проиэвоJIьно| отсюда сJqдует ' =
= g(z, у,Е) = g(z', у,Е). r

3axeTnrr так)х€ очсвиднос сJIqдсгвие из ленrн 5.
СJIЦЦС'Jrr}l!J. Цреdполоlсчl, ч]f.о о ycroBvr, ,c4J.ы б

rl.всс В mсrсrсе зщахуm во Мо, U ]ърч элпоJl Щz, а) =
= iпf{у| zSlfu,T)}ulbl сс. ТоеdаhеВ.

В ltlrt..i(l uliy,rtc,M параграфс мн устаповвли сJIедующtе оценки;
1) |r| с С,
2)|асс,
3) |Р| сС, ссли Г(zr,...,z,.) =Q(/(Л4|...|]tzi)) п |/| €С.
Пспользух эти вкJIюченшяt дсках€ra сJrедуюцIую :€operay.
ТВОРЕМА 3. Спрввеdluвьl вlцючеlrlл:
1) л€fl,
2) I? €Н, cclu t e?l.
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ДОКАЗАТВПЬСУТВО.
Сtlачаlта докa)l(сr., что r € ?(. По опрепе.rтению, р € ?{.

Слеловательно, g(з) = р'(О) удовJIетворяет усповияr. леrrмн 5
(если /0 l: р l t = g). llo слмствrrю r.r9 лехмн s, r = M(q)
прпнадлежl.tт ?{.

Докажеч т€перь, что В е Н. По леrrхе 5, существует
некоторнй мmритм g € ?{ такой, что z Ss(z,э,y) ё zSp'(y).
Следоввтельно fl(z) = inf{у| z S !/(z, г(у), у)}, и :rttн.чи,г Il € ?{.

Наlсонец поквжеш| что Л € ?{. PaccrroTpuк прсдстадление
лР(z) = u(90(z),9r(z)), где u(a,9) ;= р'(у), r.l сO(r) := r(91(Z)), и

9r (а) :=.f(Ezr,...,Itz"). По лсиме 4, u(9g(Z),g1(3)) с ?a. в

6. Основнне приuеры клаaсов аJlгtэритllов

В эrок ltараr,рафе raн опрqдепяеш пprrrrep "влгоритхическоm
унпверсуuа" .il, r несколr.ко приraеров пqдOIЕссов 9ффективных
и нr.,лелстваtfно эффехттвнr.rх аJIюрl|тмов ч фуккций в KJta{:cEx

А у f . Клкс l <юстовят так нцrнва€мне "програ.rrшrруеrrне
uвпlчHr*". Автор затрулняется назвать первоисточнllк этоItо по-
нятия. Нео<олько модrФицировалв, мы п.Jлlерпнули ею в работе
[3], Kcлr,crpм саха ссылается на [6].

Основннми клat4..]амя слФжности будут лrяеПннfi !r поли-
нохимьный, хоторые с(ютветствуют к:rассвл А.Гжегорчика €l и
f,2 с..rответствеяно. Двrrее, мц рассrrатрива€м л{шоги кJIассов
ё", п = 1,2,..., ясlrtлlьзу! сlrсцrtцrLllо опредепяецые функцпи
.r; Ф" у, I4,(л) и класс С".

Для вс.ех п } 2 опрелелиrr:

'Фпу:=с+у,pn(a) := /"19,r'- 1tэ + 1),
С' := {[| (],, с Е") h l с},

где /"(э, у) - функция Гr(егорчикаr описнва€rrая ниже.

flляслучаевп=1и п=2 по определению вы олняетf,я:

зФr у |= mохtr,у}, а$2у=с}у,
рl(r);= 2. (rl r), ла(з) = (а+ 2)',
Cl := линейtrнйi С2 = полинохиа.rrьный.

l05



Рассмотриu трх функционала cJlo)xнocтll:

|J@)|o := /(Т) -значение фувкцяи,
|/(Е)|, := объём rrспольsовмной паuяти,

|/(а)|a := количество пIагов вычиоrптепя.

lIонятия "память" и "пвги внчис;lпте:lя' относятся к про-
грaшмируеrrцх ушцr{нам, опрqпеляемнх следующдж обраsом.

ПРОГРДММИВУВМЫЕ МЛШИНЫ

Прrrr,рчrrхируехщ rrапtrна / сэстоит и9!
1) li(л,ti'l,tonc спискs, регllстров ГOr Гlr...,Гпl га+rr...,гп+йr

споffбttlпх запомиIlать п8тур&пьнЕе чпсJIаr l'
2) пооtеповательноети инструкциfi cl,..., cKl т.е. програ.rr.

xы.
Маrппна / вычrоIяет значснис /(а1, , . , , о2) слелующим обрь

5оaa:

[) rr 1жr,иr:,1,1l1,1 гll.,.rгlr ltitl,[rу)fiill(rl,(:я:tl|Еч€ния apl.yraeн-
топ функцrя, а значенrя остаJIьннх регrстров полагаются рая-
ныrrи 0,

2) выполняется прогL1аlкма Cll...rCKr H8lrиHaя с инструк-
ЦИП cl ,

3) хогда прогрirмиа оlтаltопитcяl рсзул!,тат выч].rсJIения

.f(дl,...,з") счптыва€тся tls регистра. г0.
Ка.хдая rrs инструкчи cI является одноfi иS сJед}поцвх:
1) r; *- 0 - очпстпть регястр ri,
2) гi ь r; + l - увел}чпть 9начение регпстра ra,
3) 

"; 
r- ,; - 1 - ученьпIrть г;, еслrr гi > 0, или ocTB.BliTb

r;=0,
4) 1 -+ l - перейти к rrнструкцпli q, ecJrп гi = 0,
5) -+ I - бе9условный переход к q.
Подиrцскс i в г6, и qдрес переходв J всегда являетсrl констш-

ТОй. ЕС.ЛЯ J = 0 или | > К, то эта икегр}tхцllя "goto" траlстуетtя
как коy8нда конца вычясленхfi lrclr.

Заме,l,им, что пнструкцлtю (ц F Off лсIхо лlxитироватъ
при lIохолц простейпrеm цrкJIа, ит€рир},ющеtр инструкцпю
"r; +- г; - 1" пока r; > 0.
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ДItалогtlчяыra обраsом, llожно н Iпсать програrrну| перехе-
щЕ[юцую садсржиllое из некотарого регистр8 ri в другой р€гrtстр
rii

*) clear r;,
&+1)r;-+i+s,
&+2) л+-гi-l,
&+3)rrF,rj+l,
Ь+4) +&+1.
Мы rrolreM встапить оту посJIqдоватоIьность кошаItд

c*l...rc}+r в качестве подпрограмшы нскоторой програхrrи-
руеш<rй мапчкны. Удобно обознгtить эт!r шодпрограмr.у пrrен€r.

'mочеП. Таким обра5охl l|ы Mo)lсем испольSоЕать псевдокохан_
ду, жак бы за}Iишаюпlую олl{у строчк}, в заIтисlr програмrrц, не

рмкрывая её внутрсннюю структуру:
I) move г1 +- п,
a+1)...
Мы ухе сделалrr подобную подстан(,вч/, вставив псевдохошы{-

ду с1 =l'сlеаr r1|| в пqдпрограмrrу "move".
Очевhлноl мы r.оr(eм оllреrlелпть та.кже псевдокоraаlду

"t:opy r, {- r,", коппруюцую содерхихое регистрs, которал ис-
поJIьsует некоторыfi доIrолнrтоlьный регистр г' в качестве врФ
мснной памяти. ((lнвчмв псремсща€м 9н&чение гi одноврехевно
в r' и в r1; а sатек, переtlеща€x 5начени€ г' в г; чтобы воссть
новитъ его.) Доl 1л,оримся резервироввть одuн допоllнrтелыrнй
регшстр г' в ка:хдоf, прогрsдrr.ируеraой хашпне, ра€снатрива€rrой
ниrхс| чтпбн мо]хво бнло испольsовать псевдокоuанду "сору".

В обцеи сJIучЁе| мЕ моr(ем ltсяЁно вкJlючпть код целой
urfu llr.rllll g(!rr!.,., у-), опредеjяя некоторую другую хаIпхну
.f (ar r. . . , лп), ýallricau llс€вдокохаtlдуi

/с) r; е 9(r;, ,. . . г;_ ).
3дсь прqдполrгштсr, чт! Енутрсннис рсгистры ашины g

вt(лючены в спис{lк рсгистров машЕны /, и эm подшно:кестзо ре_
гиегров tlc и(тольsуегся другиrrи комаttдаl, хаrливн .;l. Наlче
соглаlпенве о "выsове подпрограllшы" не требует, чтобы велr-
чинl,t, tаписаlllпJ. п к!l.{a.етпе аргухеlrтов в регистрн гirr...гj_
сохревялисъ послс ост:чlовки выqислсняя g(r;, , . . . r;_ ).
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Тшtм псйстоновка фактическr оsкача€,r, сухерпозицию про-
гра,хt{lrруекьх Mal ltиll, и ()чевиrllкr ttсr;lобныш обрвзоu ножно опре-
лелить остальные операторн кrюна ?, С, А, т на trнolr(ecтBe про-
градaмирусмых малrин "{. 'fa.Kxe нетрудно определить оператoр
манотонноm обраIценuя М.

l{струлно провсрrrть спрrtвелливость жсхок 1-4 для этих
опервторов и rдя фунхций Фп t.r рп, для класс,ов С^,, п | 2, u

для функцлrоваrrов с,похности |.lol l.|z.
Рассмо,грим осоСю сJrучай примtrтивной рекурсии R.

OпрGдс-rrим слслук,тпу|о прогрrlrму лля ф)rнкции / = R(.lo, /r ),
вычl.lсJlяюulую .f (у, gr, . . . , д") итерацхяlп rrа,пины fi:

Мшrrина: z е /(у,л1,...,л")
Регисгрн: а(= r9), у, о1,. ..,.lra,,, r,,i,..., rrl, r', r', rl реГИ-

стры l.tз /п, /1
1) сору /r i- cli ...i сору с| r- а,,
2) z ь /o(cr,...,с"),
3) я+-0,
а) у -l 0 -- uес.ли 

у = 0, то bcJt",
5) move г l- z1 сору r' е r,
6) спру в +- dr; ...; сору эо ь а|,
7) z е fi (г, r, о1,,. ., а"),
E)copyr+-r';rcr+1,
9)уеу-1,
l0) +4.
Очевплtlо, аксиома ,1.2 пt,Iп.r.пtlястся длrт опрqделённого та.кии

обрssоч опер8тора R, функций Фп, рп, классов С", n ) 2, И

ф5rикчlонвtlов 1.1o п 1,1r.

Также нетрудно провсрить ш(clloмЬI l -4 для опервторов клонв
о, 1, (, А п т| lл дла рскурсивннх операторов R и М по отноше-
нriю к Функциях Фt и р!, линеЙночу классу Cr, tt функuuонв.llу
"потребляечой паuяти" |.Ir.

Кллссы гr(Егорчикд

А,Гrтеmрчrк [4] опреяелил класс €", п € N, как нмх€ньший
поrп(ла(,I: f, за,мнrlу,r,l.rй (г1,1l(r(:и,lt,J|1,1lo опервтора огракиченной
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llрпми,r,ивнаЙ рl.курсl.rиl и содержащпЙ особую функц!1ю /"(r|у):

.fo(c, у) := у + l

.fr (э, у) :=зlу
/z(э, у) ;= (э + t) . (у + t)
/,,+з(0, у) := /n+2(y + 1,у + r)
.f"+з(э + 1, u) ;= /"аз (э, /"1з(л, у))

В [4] покаsано,что д.rrя всех п ) 2:

uэ t е ё" и 9(!r,а) = /(0,Е) +... +.f(у,r) слqдует g € €",
п (Vg е 9i)Зtvл 9(э) < /"11(t, r).

3о,мстим, что |.1,1l, л) = р]'(т) лля п ) 21 поскольку.r,(т) =
= fia1(0, а).

ClIeдtrBa,t,e.ltbHo, tlксиамн 1-4 выrlолняlотся дJIя функццй Фо и

|4r1 Kltar:<:trBC', п > 2| и функцлояала |.|о. Так)r<е, легко проверить
справо/Iливость aкcroш lf для п = 1.

клsссоч надЕедственно эффективных функцrrfi , опре,дlелённнrr д,ля
соответfгвуюцеrý n u 1.

3вклк,чение
Il4l,t in lrсми а,бстраt(тяую технику, объеленяюrцую воqдпно

два и5вестных подхqда, к иссJtедованпю алгоритt rческой слоlкн<>
сти.

l. Полс,tёт,tисла 9атраченных tдalroв вычисJtIrтельной маrди-
вн| или и9мсренпе объёчв испоrrьsовЕнной ею пахяти.

2. Рассrrотрспие мг(,ритraхческих кJIассов} sалхкнутцх от-
НОС,1ТСЛЬНО СУПеРПОSИЦИrt, а ТМ)l(С -- ПФДХ,lДЯЩltХ РС}:УРСИВНЫХ
otlcpaul,opoB, пороr(дsюIцхх мг€бру "наajедствсвно х<rрtш.rих" ал-
горитжов.

Ряссrrотренная вшпrе иерархия Cr с С2 С . .. прпеraлеrrых ско-
ростей роста функций порохдаст в€рархию наaJIqдственяо эффек_
тивных клllr.с,ов Н| ЕН2 С,., в раrrквх абстрвrrтного аJIгорит-
МИЧеСКОго уяив€рФrl.;r.ril. Оt:rкrrlrкlй ttриисrр иерархии гжегорчика
ё:" = Hn ,,} > 1, пQдсха-9ываэт, что объqдиненве абстрактннх н&
следственно эффективяых клsссов Р := Ф ?{" долrхно обла,дать

n>r
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схоrO4мп своf, ствами с классои прииптивнорекурсхвннх функциfi
R.= Ф е",

n>l
litiпо бt,,l интересно исследовать иерврхию классов низкой Btl-

чrсJIl4тепьной слl)кности ?tr ý fl2 Е . . ., особенно - соотноIцение
xetЦy ?{" и ?!o+l , и схолсT ,во r.r ра.lutичliя хеlхлу Р п R.,

Uдея, Karc построить фуrlкции Q и Дl дл" Krlrr<rKrB Гlкеtэрчика
€", z ) l, бшrа раэпtlта anтoyxlм п lgEб и ocтaва.rrвcb неопуб
л}tкаванной до 1990, когда выпtла, сгатья [б}. Рапtl целостностl.t
иr,лФ]fiения, в [5l 0нл опубликован упрощённнй вариант прqtlста8-
ленноЙ 9десь техники'tабстракпlою функциоваJIа сло)хности'|.
Эr,ч уrrрощёнвая мq,l,олrrка всполl,зуст обы,lную функцию суrrvи-
lхлlЕ|tия t+у Bxecтo ,Фу, и поSволяет иссJIqдоввть тмько Nласt:lrt
полшноxаJtьной, 9кспопеlпрtаJIьной, или более высокоf, сJIо,lкяости.
Но конечно, она не похрцвiет ливейную сложность, поmму что
аксиоrа lJ.t н4руrла€,rсll лJlll линейноm клшсь Cr х х проФ€йшей
сумxы из у .llиllсйвнх сJtsла€raнх, +... + с.

Вuесте с тех, в пооlеJlпее вречя инт€рес х линейныtt, по-
Jl и l ()м и?чl l ll l 1,1 м, и к Jlругпra подобныrr классs.ra аJIгоритмпческой
r"ложl1.1стя ка.)l(€тсл ьоrрокдс€тся. Поэтоху, автюр реIлял опублп-
коввть полllую версию своей абстраr<тноfl техноJIогr.tи, которал
по9воляет единообра:зно исследоввть рвsлкчнн€ классн
(,.]к)ж ll(l(:,|,и.

Л Rт.ф гцц поблЕгодерпть профессора. С.С.Гончврова, кото-

рый яницr.провал на.Iало этой работы в 1986, и побудхл автора к
её опублlrкованию теперь, в конце 1999.
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