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В сьое врrrя поrвJIенtе форrrаrьно логt сr бцло ЕаIэх
Bпepqrl в борьбе с неопрqдеJIенноегью, расплЕвчЕтýстыо прqдстпв.
ления чеповеческrх rннlrfi. Логrrса бъчrапрпsванв IскJrючхть llФ
сгрогость п неqдно$|аrlносгь иs рrсqуl:клснrfi. Теперь rе воsник-
ла я8.:уцвая н€обхqдrrость соsданля I\eopraBl поgвоrtяlо!цеI фор
uально оппсЕвать не(:,гро1,Iе, нечеткllе понятllя п обеgrечпваю-
тпей воSrlо)afiосlъ прQдвпнуться в поSнадиr процGссоэ р!ссуцде.
хпf,, содержадrrх т!апе понятrr. KpyrпrHrr шаrэх в уtоц нцIраэ"
левш явJlяе,ttя ltодхqд, основаннцI Ев пспоJrьзов8няI tюнятtlя
кбчетt(оtэ цно!!есгва J1.3сде [Ц. Эrкrт поrlхоrl llоsволяет двть
с.тргое raвтехотичесхое опIс!нхё в д€f, cTBnT€JtbHocTli расппцвча.
тцх утверцденrf,, реепхsуя Tar ra обраsоu попцтку пр€qдоле.тъ
лпнгвхстяч€(rклЛ барьср rrсжду чотояaхоIr су!l(дснпя ri оцФц tФ-
торою явrtrlогся прrФtrхснЕцIп п псчетклшtlrп raцttrвшrяl ко-
тор!{a r.огlrг ы{полrlrгь топько четхле явстрlБцхи,

Пзучеяlе Пвечстхос,tтф на lJIтrсбрвлч€скхх ctteпeuшl rюшет
весгrсь в Tpcfi tlаliлllчнцх lспа(таr(:

l. Рассцотрпваю1,-л нечёткпе отнФения, яо четtсие olre-

рц$iи. Это нвправлсвrе aJ(тrBBo раsрr6aтgва€rся на !апцде

ffuzzy') [2]. Мноксство ,{ r!да€тся вшест! с функоrсП приорrт.-
l.lt лl, опрqдел€нной н8 9тora raнolccтBc к прrнrrаюцеl 9нач€нrя
на отрезке [0,1l. Taltoc шнолсство прllнят9 нцtцrать ,.cr.crrtr,i.ab
т.е. отноЕсние црхшцlцe)(llостI объ€кr9в данноrqr raнохеегву
1lечеl,кое. Вцполненrе хе оп€рцtпf, нqд н€чaтrихи объс!стахп
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(.t(:t,аЁ,l!я обЕчное - 'четlrос', Ес:rr paccrrBTprBвTb вехторнне
прострвнства с нсll€I,кямrt обl,ектаllп, то поJIучаются нечеткriе
векторнне простраяств8 [8]. Еоlп в аrrтэбрах лвlrsнвчноfi lюги-
кll поня.гпя 'llcтtнHo" t| 'лоlно' Salleнttтb sпаченпrшra фунхчlл
прrор]iтата л то поrцваaтся, :l,ц( яцtцваёl.аrl нсчсткая Jюгr-
ка р].

2. Нвоборт, в расоrsтрива€raоП сrсгеraе все отвовенпя чет_
хu€, е опереIцп -- oplstHTHe', т.е. реsультатqa вцпмненlя
операцхх явлrепся целое l.нох€сгво, нв хоFороra 9цданв Iар8х-
терисгlка прqдпочтитеJIьности. В эсоч спуча€ ьоsнжa€f, rнoю
нюаtlсов, сэrSц{ннх с веýетхостъю внполненпя опсрачrr. Наrrрп-
rcp: что понrraагь пqд rошпоэпцrеf, нечсжпt опершlяfl? Так, вн-
lrоJlня, пGрвую оllсрацхю !кrхпоltцllп, uн llоrlучl€х кноl!есгвоt
поуюuJ, выllоJlкrя вторую оперцlпlо, хц ввнуrсценц yIHo)IaTb
эJtcшcHT н8 xноr€ство. Не хеяееrlнтерGсеп вolrрос о эrrеtlент€
HcfiTparrbHou oTHocrTglbHo этой оперцшя. Kart rrH увидrrr нl:rе,
HcJTperrbHHl элеuснтов в тlхоf, сrстсIс xоrgг охлrатьс,l несхоль.
хо. А rs этою вцтеrоет, что qдпнсгвснносгь обратltооо элсхента
в Tarof, массхчцхо,ll члrlбре кш( группа такаa HcJlbsя )rтBepx-
дать.

Псс.rrедоваtlя в этоц нвправJrенпп нвчатц нвтпсf, группоf,.
Parree пуФrпкшtяr по 9тоIу вопросу Halax н€ вст?ечцttlсь.

3. На спс,ttше и (угllо|lt€яl|r, п оперцlIп яtltяоrg, нечегкltlи.
}то наrrравленrе х,дет сц)едо tсо!с,цоваluя. ПуФlrхчll по этоlу
подraоду H8rax тц( же не всгречцIх:ь,

1. Опрлсленrе начеJ.коI оперцlхr.
Кохчутвтtrвнне rr ассоlцативпЕ€ опсрцlди

Рвс.сuотрrч некоторое отобрsхенrс t l А" -+ P(r{), гле
Р(Л) - мно)arcство всех подмко)хеств прп9вопьноm r.Bo-
lttл;твr .,{.

ОПРЕЦВПЕНПВ l. Оmбршrснпе / нозовсш нечеткоf,
ll-арu()П оltерЕциеfit еслrl дrIя каждоIь 5 _ /(оlr.,,rс") с
С P(zt) залчrа фунщrя llРxopl.тeтa лýt опрqдслrющая прGдпо-
чl!яt{с tlлп 'вес' квlGдотэ gJIcracKTB пз ý тахая, чтю,UIя любоrc
r € ý яuссм лs(r) е (0, 1].
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Нечеткую функчlю .l булсrr нrsнвать нечеткоSначноI, ecJtn

дtя хацдою ý = /(о1, ..., о6) С P(l) ryпrествует qдtlнственнцп
9Jlеч€нт, € ý TBrcof,, что лs(r) = 1.

Fсrш впе raноlхесгЕ8 ý фунхцпю прrорхтетs рý счптать ну-
левоIt то она фахтяqесхи 5адаaт caray олlерцшюl т.е.

р(о1, ..., а,, r) =

ct l.., I Crr = Sr r Dr *...*D- =52.

лý
0,{

,€ýt
slsl'

(с),

/(cr,._, ь) = {а l л(сr, _" ь, r) > 0} = ý.

Для бrвврноl нсчетrой оперýtlltl rroxнo tсп(мьsоввlъ ll тра.
лrlцоннуlо Jцlпсь, ввGд'l понятя€ р!вGнсгвв с даllнЕх вс(юr
ot}o. |, здq 6=p(crDrr).

По аrrrлогпп с "чсл,хIaaп' qlсрцltiячп llorf,Ho опрqдGJrхть т!.
Krc своf,ства бпнарноfi нсчетхоI операцхп, кч( коNa!цtтатflЕность
r lсG)цпатпвяостъ,

ОllРЕЦНltsltl.tЕ 2. Бянврная н€четкrя оперцltl, н8 IнФ
хестве l нё]нвается xorarayтцlтBнof,i ffi дltя любнх с16 € ,il
or6=}+o.

За,uетпч, что lдесь ра8енство прrrrзвеленrf, поничs€тся ках
р8sенство raпо)песгвl qднц(о фуяхчrх прпорптетаi опрqц€Jrеннце
нl' этпх rпоiхесгвц(, Iог)rт п не совпцдать.

Преrкде, чеч юворхть об rссоцлцгlвнос.l.в, нсобхqцпхо рас-
счотрегь тшrcе поня,гllеr хаfi пропlвlденяе хонечною чпсJlв эJIё
racнтов rэ .Д. Введеra 9то понггпеr rспоrtьsуя лндукцtю по чrсJIу
элеrснтовi входrЕlrl в проr9вqдaнпе.

ОПРЕllЕ'IЕНИЕ 3. Пусть yli. опрqдеJIено, что

Тогда под проrзвсдевво{ (cr r... t on) * (С1 *... t D-) будеt поничеть
rнохество ý, опрсдсляешое ф;rнхчпd приорtlтета

rs(c) = mэ.х { miп{rs, (а), р".1r;, *."(с)}|л, у с r},

ЗАМВЧАНlIЕ. Прп n=l r.ьr будеr. ш.с,гь проrsвqденrc ýтс-
уента на хлrlас, т.е. cl r(El r-.lc- ). В этэх оrучас булсI пол!гать,
что ý1 : {с1) и р5, (с1) - r.
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ЛЕММД 1. Dслч опсрсUчд '| ' ,aсчёrпrоJrсчrлчп, ,лaо dl,Е $о-
бtв с1,,.., оо, Dtr...r 6- uз ,{ сулцеспоуёп еduисmоеr.,.Dld ме!еNm
с ]ппlзоd, чmо (о1 r,... t о") * (61 *... r 6-) =1 с.

ДОКАЗАТЕПЬСТВО. Утвср:хлснхс будеr. дохаsнвать ttl-
лукцпсй по чlrслу эJrеrlен,гов, вхqдяФlх в проrsведенl.rе.

Покахсх, что прп n = 2rtъ = l лсуr.а спр!вqдJrпва По опре-
л..пенrю нсчЁ,l,кой оuерациI| сущсств)rcт qдинствaнвнй элсrснт cr
тахоf,, чIý or t о2 !эr ct. Опять йЕ ll() (rllpeJleJlcнпp нечgгt(оП ollc-
pallxl|, с!rпествуст qдrlнственннЛ элехент с тахоЛ, что cr *йr =t с.

Лопустим, что для любою /с < n + п лс.raraв докаsа}rа. Тогда
суцествуеl, crlrнc r,вснный ,rлеt{снт cr TtrKof,! что ct , ... l с,n =l cl,
t{ суцествt/етqдпнствсннцf, элеиеlt,t, с2 ,t,а.кой, что D! t...+6- =1 а2.

По опрлслснrrю нечстхоf, опсраtlхи наЛдgтся таrrой элсraент q что
с| , о2 =| ct l|IrичеI irJlcMeHT с елшuственнufi.

ОПРППЦПЕIIПЕ 4. IIечеткую бинарнуlо опсрlrilю 'tD на
tfl|оr(есгве ,{ будеra назнв8ть вссоциатявноЛ, ес;lи о + (6 l с) =
=(с+0)+с.

I'|JOPEMA l, Резуьmаmьt прrur,еr,еьuг вссоц!аmtrвноВ ове-

рацvч х нrхоrу уеоdло веryпсху ( Ctr-.,oo > сооtъвdвюm dlg
tюбыt ddух способов pпccmouoalcu сrсобоЕ.

ДОКА3АТВПЬСТВО. Будеш пользоват|ся впдlхцисf; по п,
Прrr n:3 доtаsвтвlьство очевпдно.

Пус,l,ь лвrtсс ,rеореrrа верна дlя всех lюртехе , длика r<oTopHx
меяыпе в. Дока,х,,,ш, 1.1rr она я€рва и д;rя кортехей дJIIнн n.
Раrr.мотрtrrr каr<п€-Епбудь двD способа р!сстаriоысl сtФбФt|

ý1 = (о1 *... * с1) t (сlа1 *,,. t с,.),

ý2 =(а1 +... + q) * (сlа1 *...ta,.).
Лопустич, что Ё < l. BHyTpHHr.rc скобки rroxнo расставлять

ýr!к уlолllо в сrлу прqдполо,fiенrrя t'нý/кцип, Тогда дшrнне вы-

рахсвпя чохно 9аIIпсать в спqдуюцеш вrде:

ý1 = (о1 + ... r, а1) + ((сда1 ....+о,) + (c.+r + -. + а.)),

.92 = ((с1 r... + од) r (о1.,''1 r... * а1)) * (а111 + ... * в,").

Bosbxcrr пропэволькнfi эrrcxeHT 0 С ýr. Тогда наfiдется эlrcrrент
,| llр}tнцlлеr(ацIgf, прохSвqденкю Ct l ._ t оi, таtюi, что

0 < r* ((а1..1 +... t or) * (Ф+! *... * со)).
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'lЪгдв, в силу lндlхцllонного предполо,кепия, поJtучкra
6 с (rt (о"+, i.... + о1)) * (оlа1 *... + со). А это ознвчает,
что з{lемент б принадrrсlкrт мно:кеству ý2. Получlли, чm
ý1 ( ý2, Анаrrогично хохно noKtýal,br что ý2 ý ýl. TaKnx обрь
к)ц, пraееu ýr = ýz, что и требовалось доr(а9ать.

2. Нdтрвльнне rr обратяне элеuенты

В рlассrrчеrхих алг€браtaчеФсlх спстеx&)a неfiтра.лlьннЛ эле-
uell,|, lr()riнo получпть пз проиSведения некотюроlэ эJIемента llв
}Jrешент cray обрвтный. В случас н?ýе]гхой операцпl хогда ре_
,ультатюпr пропзвед€нrя являстся цс:rнй KJracc 9лсиентов, анаJIо_
r,и,lное проllsвQденше дает H&ц возraохность гoворить о цнохестве
неПтральнЕх элешентов.

OIIPЦIIBПEHI|E 5. Элецент с € 2|, будех нвэнвать нсйт-
раJIьнъaм, ecJl.t для любоm а С А на.f,дут,ся TaIfla чиелв
с, В е (0,1l, что е . с =о а lt а|е=rс.

HelTparrbHHf, 9лешент l € /4 бу/ри lirsнBaтb единrцеЛ, еслli
длялюбоrOс€.i l*o=ro п c.l=l о.

ЛЕММА 2, Eclu оltсрвtlttл '+' лечепхоэttочri;вr, mо в ,rло-
жссmое Д сушсспсуеп rс болсе olxoll cdurugcr.

ЛОКА3АТВПЬСТВО непосрелственно внтекаег rs опредеJIе-
ния нечетхоf, операцхIf х опрqдеrенtaя qдlнtaцц.

Очевпдно, чm проlsьеJ{еиие ltcyx неПтраJтьвцх 9лемёвтов et
п ,з с неко.,гороf, .гочностъю дает кахдцй пS этllх 9леуентов! т.е,
cl * ф =о е, u q t ez =р ezl при нехоmрыI а,Р С (0,1].
llo в реsультаTе вlJ,lqrrнеllял нече,лхою уraнохенrя er , аз мн
с яеtФт!рой всроятностъю ножсш получ}|ть 9лсшент нс равннй
нч el, нп с2. Впоrпrс естествнно вцглядоIо бн, ес;lи этот
9лсxент так}хе бl,ш бн неЛтрrrlьяцlr. Воsнпхает вопрос, прх
к!.кпх усповхrх это воэltожно? Ввqдеч слеп;поlцее

ОПРЕЦЕПЕНПЕ 6. Нечеткую оперлtпю ir.' н89овеu хом-
rraxтHrrfi, ccJrl дlя rrюбнх с,D,с,d € ./l внполняетýя lrcJroвle
с+6=о с+ ((с*Ь) *a=c+d Д d+(c*6) =d+c).

ТЕОРЕМА 2. Dс:ч хсgеrпrrr, операччi вссоцvсmчоrс u,со4.
паrmьа, mо проtэоеOсruс 0оуа вtобt*з reltmpo.Dн}lз элелехmоо с
B,::x(lmoPoiI mочNосmью dBem roэrcdblil rсбmроrьrоlб аrе$aюm.
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ЛОКАЗАТВЛЬСТВО. Пусть Е - rrнoжecTBo Hef,TpаrlbHHx
эlrcu€tl,|,oв. IrBrr нlrхпо докаrать' что для лrобЕх еье2 е Е
al*a2=Д.

Пусть .f С D, тoгда ez q t -а с2, прrr Hat(oтopor. с G (0| t].
Твкхе хшеех фхt =р, l пвzr t =р, /. Получпх

t eqr. t =Bl i(e2|.f) =el te2.

Пусть теперь / С ц*92. Тогдв д;rя лlобоm о € Д пr.е€r.

/*с= (с1 tc2) +с=q*(е2*с)Эс,

т.е. суцествует тахое f е (0, 1l, что t t в =р а,
Bclt лечеmквl олсрвцr, дёсаlauсmчбrс ч

Ео...по,сm,.с,mо fuг rрбшд ёоув леаrпршt*lл аaелеыпоо е| u е2
ллс]оm sссmо uеOуоцttс plrcexcmca: al е| = ell о ч с a er =
= Bl ez.

ДОКД3Аl't}rЬСI'ВО, В сшлу хоxпахтносгч опсрацIrlt '*'
вr.ееш о r et = (er , о) r с1. ,llалес, пряraевя, своrство ассоцпs.
тивносгн, получtir (е1 r о) l et = et | (с + et ). Пs чсю, опгть кЁ в
сrлу cBtfrcTBB KorrпrrKтltocltii сrIGý/ет G! r (с . ar) = et + .

Аншrогrчнцхtt расс}rхдснхяraх поJтучпra

c+el =o,r(cr re2) = (cre1)*q =о+е2.

Пs вrлпе .Фкrsшrною сJIqдуетi чm длi лtобою а € Е r.поrl}
сT,вво,}r п о r Е сошадают.

Мнопсство orE будэr. обоsнsчать череs [о], Пусть с е [с]П[С].
Тогдв получlr

[ct = g +6 = g;(6* е) = е+с= er (}+е) = Brб = [t].

Tar<Brr обраsоrr, ва Iноrсстъс л rо:rпо опрqдеJrrть отнФЕснпе
9хl|rвалевтност'l о 

= 
},t+ Ye!lc (о + с =. 6).

ЛЕММА 3. Дл rpбbв оr 6, с, d € zl свроаайчсчr сl'еdуошuе
сво сrпво:

1) (o16=,c Д d=0) + lP с (0,1]c*d=p с,

2) (c*D*,c Д d=c) + 3Р€ (0,1]d*D=p с,

3)gdecti+c=d.
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JlоклзлlЕпьсгво.
t. (d=6) + (6te=.d) + ( о * d = о t (6 r е) = (о + 6) + е =

=cte)C).
2, Докаsаrззtы:rво сtlrrraегрпчно прqдцдуцсraу.

3. (а+е=4, с Д cie =or d) + Y/(c*J-(o*6)*/=
=d+/) + (c*a=d+a) + c=d,.

Ol lРЦllЕПЕНИЕ 7. 9леrевт } € zt будеr на9нввтъ нечетко
oбpaTHtrrr lr эr:ешеrrту с €.tl отвооlт:.льно HdTparrbHom 9JIGIентв
а t обознцlвть о-', ecJtп дн неtю,гоIx)l! е € Е лsйд)tтся TвIrr.le

чrrоrь о, Р € (0, 1], чm с + 6 =. с и 0to=pe,
Dлеуент } е А булеlr нвrцвать (четrtо) обрlтявrr 9лФ.енту

с € Л х обоsнaчaть c-l, ecJtп с r 0 =1 l r 0rc=l 1.
I,!t,lrt,rльsуя леrцl 3, лежо tlбqдrться, что аслrr дJrя эJrеlaентв

о € l сущсg!,вуе!, rот, бы одхн ясчстtФ обратнцf, 9лсшснт с-',
то суцсств}rет целъй мlсс вечеtъо обрвтннх sлеrентоа [с-'].
В сr.rлу этюй хе лсrauн очGвпдноt чm дlя лlобнх псf,трмьнцх
gJl(iш(lнlýB el, ф IФaccrr [c-6l] r [o-'r] совплпают.

Jl,дя чсr,ко обратною 9rIсIсято пqМнос lrгвсрJrдGнrс буд€т
шrбочннrr, qднrfiо спраэqдпхвЁ сJrqдуюцая

ЛЕММА 4. Bclu ЁсчсmЁоrr.очr.с, опсроqu, cccotauomudrc,
mо аs вrсаоео ,aлехmа сучесmсувm не болев odxoeo чеtппо
обраmлоео.

ЛОКАЗЛТЕ,ПЬСГВО. Пусть С1, Ё2 четхо обрвтяrrе х с. В сr.t-
лу цlзсоцriа,l,ЁЁн(lс.r,я пцеоa 02 r (о + 0l) - (62 * с) * 01. Од-
нlко по опрqдсJIенI.lо lзоlечноtY) |Iроизвсденпя л едпвсгвенносги
пропэвqд.нIlr с прпорliтgтoч 1 пчееr. ф r (с + }1) =1 62 rr

(Ь r c)r i1 =1 61, П в сrrлу Jrcrл.ы 11 получrх D1 = 62.

3. Группн с вечеткrrrr оперцlяяt х

Опрqде.лшв х!ракт€рнЕе для группш с€ойствq Iн xolKcx
ttсреf,тп х опрQделенrю саrоf, группЕ с нечетfiоП опершrхеf,. Ес-ге.
ственно бцrrо бн на9нвl,ь ,|,а$!rю аJIIэбрвlчесr<ую сястеlrу 'нечет_
юr группойD, но тах хlк ylrrf,l,epraпH ylnc пспоrтьsован дJIя опре_

,lýJlснпя спсItх с нсчqгкостью пною родq то ш{ преlишаar тGр
uин 'раsчнтал группа'.
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опРцпВпЕниЕ Е, Множество л, с опрQдавнной на веж
печr,тхоf, оп€раllПеf, наsцва€тся parrr,rTOfi груrrпоfi, ec.rrп

l) опершшlя sссоцrr атrЕна,
2) опервцtlя коIпахтна,
3) в rrHolecTBe J сl,rцесr,вучг ltсццнохсслgо Е

9леl.снт{)в}

4) лля кахдоrэ 9JIeueHTa с € i с.!rпеству.т по краДнс lrepe
одrн нечетlФ обрвтнilf, 9лечент.

Пусть В подцно ество llпопестrа l. Булех mворптьr чтo
п<цхноlсстэо .B эа,Iкнуто относптельно оперrшш '*r, €оtп для
любнх 01,}2 € В 01 *ф ý 8 я нсsвrхнуто в прqt,rвноц сr)в!..
Очеьи.l1во, ;Utr 1.olor чтобц Salt(H)rпoc подlrно!]aстЕо В р!ýцýтоf,
ГРУППН .'l бrr,по раsuытоЛ полгруппоf,t нсобхqдпхо х досгатоtltlо
вýпоrrненпе пп.8 r 4 опраеленrrя 8. Причсll, в ctlJty J!дaхвутfii.и
опершlпи, всс всЛтральнr*е алсIснтц пз / буд|т сэдерrать-
сявВ.

В с.луlае нечетrоl оперцшr такхе пнпереоен случаЛ
'частпчной sBrrKH5rToc.T.r', т.е. хогдr дrrя лlобнх trrtз € В
t1 r 62 fl В l О. Тоглв неч€тхую операцt|ю '+' шoxнo огранх-
чtть на rrноrlестве В, sануляя результат вцпоJIненrrя оперцUlп на
весх 9лсldснталt не лФхащtlх в В. Оррцlхчснпе операIlrв "i' на
rrHoxccTBo В булсrr обоsпiчать |в. Мнохсство В булет s!шKяyтo
(улцосrтепьво 9mf, опервrши. JIегко понять, ч,ю Sвукнутrя сисг€-
чв ( 8rr9 > будст PrsraЕT('П группой, еслll онв сqдерIят хотя
бн одпн веЛтрмьнЕf, 9лсr.ент п дJIя каr(дою 9rrеrента б € В
нrIдстtя по краf,ней raсрё olцlt lrечеl,хо обрвтвнl шсчснт 6-'.
Еслrr операuия "*" sarrxHyTB на шножесгве 8, тo онв совпада€т
СО (:rtolu ОrРа,НllЧеЯIеI +8.

НаttIенrлttсй rлrsмо*коfi подгруппоf, будет полгруппв .Е
не!тральнвх gJIeucHTtB. Ств подгруппа лвхе является норraа.пь-
ной, в хласоlчесвоч саaцсле дцlноt\о опредсления. В csraora дaле,
l, crJly glqдсT,виi, иraееr. vc с Л (cI9 - Ео). Еслл теперь фý(-
I!рпsоввтъ рщr.цтую группу ,{ по рцlraцmП подгруппе Е, m
!aц поJrучrr четхую tрупlry..l/д с r8да|ноf, нs неП оперцшеП
аЕ. ЬЕ = (о * })Е, глс (с + 6)Е совпqдiет с Maccorr сЕ (с * } =" с).
Кчrдыf, tm.rreHT сЕ группв zl/B совпqдаgг с rfiассэr, 9хвивь
лентносгtr [о], опрслеlснннr в предьцуrrрr. параграфс. Чтэ атэ
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леf,ствrrтtltьно так} оцýrcт r! леl.l.ц 3. Групrry ,{/в в лчrь
неПшеrr булtм ltasнbaтb сltелетяо,f, шп cкeJle.rox дJrя раslaЕтof,
группн .il.

4. Гоrrоr.орФшSr.н п фш(mггруппц
Согласно одDоraу х5 rrJtа{:сuческlх опрGдс.rвнlf,, отобрrхенrе

tp группц G в группу G' паsцв,rг:гся гоraоraорФпsшоrar сслrr оно
сохрапяст оп€р8llrrlо, т.е. еслtl дJrя лtобЕх эJlеме}t,гов вrD е G
вчп(мпяется условпе 9(cr6) = 9(с)о9(0), гле череs D+' обоsначапа
оllерцlкя в гр)rппе G, в о - оп€рвtlх, в группе G'.

ll;rlнrхая 9то опрсделснrе а t(}честве баsовоmr в случаa не-
чеl.хой rшкlrьlиti булсч юворхть, что прх отобрцf,ени, 9 опер!.
цtlя сохрцtястсr, ecJx лл, любнх 6, бr с € С и дrl, лrобою с € (0, 1]

вцпоJIн яетt, усповя€

ctD =, с + llp е (0,1]я(с)о9(6) =р 9(с). (t)

}' обтцеr. случsэ, обраs юхоrrорфпsrв 9(G) rrоlrет бнть не -

sallкH)rтьrx xнoxecтBox. Однаrю, есrrи операцrю'о огрцlичпть
до оперцшr or(o)l то llнoxec"rвo 9(С) вс€пда будет SsrrKHyTo.
Тогдв lфрхулу (1) шокно sшпrсвть в впле

9(с r D) = 9(а) оrlо1 я(6). (2)

Лалс€, IчIя уМствr SцIпс , будрra полаг8тьt чтt) оперцlttя
'to' огрвulченв нв 9(G).

Ilусrъ е <rдrн иs неf,тра;rьных 9леraентов группц G. Тоrда
IИЯ лrобоm о € G, в сшу (2), отраэедшвн утверхпенпя: 9(с) е
е р(о)о9(е) и 9(о) е 9(а)о9(с).

'Гахrч обрrsох, aaц покцr!JIп, чтý юrоIорФшSк
шеЛтраrrьннс gJte.taariтrl в не*r?UrьнЕс.

Tarcxe лежо убедяться, что юнохорфt|sх сохраяяет обр8т-
rlыe эJrецФlтн. В carrolr деле, ддr лобоrэ о € G

9(е) с 9(с)о9(о-') + p(n-") = (9(о))-1

Bosbrrerr пропзвоlrьнъrе эrIeIeHTъr с, D, с иl группн G. Пrееr

9(о)о(9(0) о9(с)) = 9(а)о9(0tс) = 9(or(D*c)) =

=9((с+6) *с) = 9(с*t)ор(с) = (9(о) о 9(D)) о 9(с),

что пока:r},tlrrfг сохрш{енпе свойство аa{оцпатхвнос|1{.
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Пусть теперь о * D =. q где ctбrc € С, Тогда дtя лtобоrэ
d иs G trrrrtyчrrrr р(с) о р(Ф = 9(с* Ф = е((оr})+ф =
= 9(о * 6) о р(ф = (9(о) о 9(D)) о р(ф. Аншюгlrчно 9(ф о 9(с) =
= 9(ф о (р(о) о 9(0)).

Такru oбpasorr, raц докаsаJIи оцдующую л€raraу
ЛЕММД 6. Гололорфхьш обрвзоl раэrшmоdt epytuь G

свlлеmсп рGlJaDrmсл aруппв с опсрсqчс8 о1161.
Tart rс лсгко проверrть справаЕливость слqдуюцсfi лешraн,
Jll.)MMA 8. Гоsолорфtж лрообраэоа pcrrbrraotl аруппоl

буЕеm роэаыmаа ерупtъа.
Пусгь е' - Hcйl,partbHHй wtereHT r,руппн G' п

.В - цножсство ttpotбpшolr :rrlсчеи,гв /. Тогда д,пя лIобнх
йr , ба С В сrrравсдrrпво / € rР(Ь )оrp(62). Однако, по лсr.хс 3, любоП
;rrK,.rr<rн,t, /' = е' б5rдет прпнцдJI€хать пропsведепrю p(6r) о и(Dз).
1Ъr сахвх хн похаlаJIr| что прообраs одною Hc TparrbHom эrrc-
шента часгпчно SaшKHyT.

Пусть тепсрь В = 9-!(Е'), гле Е' . чноrссгво вс!х нсf,-
трмьнцх эJteцeHToB группц С', Внберrr tlpolllвorbнo 0rr Ьz € В.
lIслус:гпх g(Or) = Cr х 9(6з) = d. Тогдr, в сшI}, тсор.uн 2l

9(61) О 9(6r) = J, о 4 = Е'. Terr cayнr. r.ц покаsшп, чтý чнG
хсство В saraкHyтo,

ОПРШIЕrIЕНИВ 9. Прообраs Iнохесгва всех HcЛTparrbBrrx
9rlсlеЁтов группн G' нцквеra ядlюх юraоrфsra8 r будеra обG
sнвчать К€l9.

'tЕОРЕМД З. Кеr9 - ра:rмmаа вруппа,
ДОКАЗАltПЬСТВО. Пунктн 1-3 опреде;rснrя 8 pasrrHTof,

группн вцпоJtнrют€я rатоrЕтl|ч€схп. Покахсш внпоJlнпlr(rc,гь

усrювпя суц€сгвовцlшя обрвтноm grrФaент&

Пусть 0 С Кег9, т.с. наf,дсf,с, тцФa яЁЛтрадьянl 9леr.снт
/, ч,го 9(D) = /. Прелполохпш, чтo (9(6))-6 * с d 8. Тогла
9(0) о (9(0))-' о doa * Е', чm протпворсчит опрqдсленхю
обратяою элехентв.

ГочоrорФвsra с F+ [а], псрсвqдящяй раtr.цц.ю гр}rппу в
еоответствуюIцую еП сr(€летщ/ю груllllу ||&чпrеr. е.(:т€сr,всввцu.
Ялроlr тaxoTB rтlrrслrорфпrзуtслуrrт шtlor(cclгBo Hcf, тршrьпнх эле-
цerrToB Е.
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Ecltx pasrrHTHe группн G1 r G2 ecтecтBeнHъIratl юraоIорфи}
Iвrir |lереводятся в lrзоraорфкке группн, m будех поворrтьl что
Gt r G2 облапают обцrм (:к.л?тоu. Олпахо юворптъ об п9охорФ
ноегll такпх групп непьsп, тtх как rrсхду нпtaп не всегда raoxнo

усгаяовптъ вsвиaaнфдяоsначноссооT веT tlъrс. IIаrтрихер, rTycTb
G1 = {сt,с2,ез} " 

Cz _ Ur,"l}. Очсвхшо, что Сl/д, Ц- Gzlb,
ол{ако 9тl4 r,рупцн нс рвsвоuоlцнц, а ,начпт нс IoryT бЕь rsо-
rrорфнЕr.и.

В оrучае нечетхr.rх операllяf, в группах впдоr9ценястс, х
основная теоре!.в о mчошорфшraах.

ТЕОРЕМА 4, Ecr'v 9 - волоtорýwl рбrJ.Dзmоil еруппа G
x{l рсrдфmую врулпу G' е афоr К е?9 = Н r по G l н g G' l Br.

/lОКАЗЛ'l'}UlЬСТВО. Уqгановrrх отобрr;rcнrс г l

G|ц + d|в,, полагая r(cIr) = 9(с)Е'. Это действrrтеrrьно
отобрrrсние, тах х!й дtя HerкoTopom Ir С Н

вII=ЬН + c+Ir=.i + 9(о) о g(iT) =р 9(6) + 9(с) = 9(6).

Оtюбра,lхоlие т |!e.pcltor[r,|. рllчll|Jс :UleracнTъ. в раtнце, тцt хý(.tuя
векотороrо / € .Е'

9@)Е = 9Р)Е' + 9(о)ое'=" 9(D) + 6 € cL + вН =ЬН.

Дапее 7- оrcбрaхение 'н8'', чтэ очевкдно. Наtt<rнец, т <юхрвltяет
(цlераliию, TlK xrlк

r(ан.ьн) = r("я) = 9(с)d = g(а)Е',g(ь)d = r(он).r(ья),

гдсоl0=.а
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