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ВЕРХНЯЯГРЛНКШ оIцивк}l овнАру)I(Ения
в

G,А,Хвrrпдlллпп

Ввсдснпс

В рsботаа [r-3l рra.шrлрllв!ю{Ея вопросы, связц|нýе с о6-

работкоl иск8Jкеп цх qддrrтивно похаtоi квазиперпqдtlч€скпх
послеловаr\ельвосrеfr , сосrэяIцlх пз aqддIttlolo чrсrtв пqлrtоспqлё
вадельностеl, Пqд чrслово хваslперrrоддческоl послqдоьв$ёtь.
нФстью пqд)аslrчева€тся всrкая чшсrtоввя поспqдрва,1\ельяость,
с,6раэовыrнвя з пqдпослqдовsтельнос*эl, в коюроl велrrчннв
ЯНТеРВаВВ r.e)xДr raoraeнTaraИ ВРеU€НIl НВЧgrlВ 

'ts!В 
ПОСПеДОВа.

тепьных пqдлослqдовалglьlrостеl леrкит в зqдрдноra проrtФrtуrкё
В [1] прввqдрно pэtleнHe sцлвчн бпryухввя 9qдl8ною чяслв
одлнжоDых подrtосrtqдоD!Еапьпостtfr в хааsппсршqд!чсскоi пе
сJI"до!Ir.'ельвоеги, во<аэrrснноfi qддямDншu бслыrr лоуссовскяr
щухоrr с иэвссмоfi дrсrrерсяе , Прк тчl :ке, что п ь [1] усло-
вяях, в [2] $злохеrtо peltleяIc зцдrчЕ расrrоэЕrrаrr, хвi|rliп€ряо-
дrческо поспедоDазспьпости. Наttонец о [В] рассхагрrваст
с, sqдач8 GоБrjастlтоп, 8 реrлпсNf,пr. пqдпоспqдо
вадепьностс , В атпх хке работах йocHoBaltý вычиGпиtýпьнчQ

I Рвботв выполяена пря фпншrсовоl пqддержкс Р(DФИ, гросхт
lt\Oь01.0070Бл
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алгорхrrrш обнарlвrсrrял, соDrесrпою обrару:rссяяя п разлячс-
нri, l Tlкr(e распоOна,DаЁп, квцrrпсряqпlчсскпх посJIqдрDатсль-
HocTcfi, обесrrcчlrrrrоцис прt|нrтпс peпlcttlllr по Kptrтeprrro каксr-
rщьною працдрпqдобхя. lIдтяруеине рrботы папрrвл€ны на
оfuовавпс оптиrarльных апосttaрtlорных &пмритtaов tt Hrrxвk не
з!дрrп.вrrоlг вопросы точностrr обяrрlrхевлл. Ще.ль лдпной рабо-
тц oocIюIlT в опрqдсJtении Bepxucl лршruIцl ошябкr обнrруженля
лоследрвагепьсосltlfr в кваэилерrrqдrr ческоD поglqдрвrдельвоств.

1. ПосашФвк8 зqдgчп

Пусть чвслоэая посrqвоваsепьноёь Uп, п = 0!*t,*2r...,
облqдЕет cBolcTBarrп: ь =0прпп<0 х 7 >g-lп
llu,,ll < о прв в = бl]il]1 g"*"-, пqдпослqдоввтепьносtъ
rд, z = б]lЗТ, этапонноl посвqдрЕцпельностыо, 9 - €е дJIи-
но , я обраsоввrrныI нв влеgоlтзв BTor лоспqдсввsельвсспl век-
mр U = (иr..,r ч-r) -- эта:tонныч BeKToPoll. Обзн8чхх через
А = {U: U = (tл,. . ., ч-r )} чнсd(€ство (Елфвшт) втвпоннвх веr_
mроь, Полох(п!, fi = ||А||.

Пусль всктор ? - (nr,. . ,, nrr) - ,лсraallт швсrяссrвl

О = О(Ц Ъи,?iаr*, g, Jil) = {п; т = (пr,,,., вr);
0Sпr!Ъ.п-с;
0 S,lV -Ъý, lnrrSff-q;
с<ъ6<пр-rt2-1 ý filц1 п=Тft}, (l)

9авпсяцсю от нлrtр&rtьннх чпосrr ]Y, 1Ь.r, Т-ь, { t ,jИ.
PBccuoTpnrr вехтор Х = (aj, . . . , зл-l ), обраsоввrrныП пз 9л}

uентов 9таrtовяых посJrqдрваjtlльllос.теfl по пр!вхлу:

к
с" = !чr,-r,_(m), n=бfr--t,

,'D=I

(2)

где Un! = (шо(m),...,ц-r(п)) € А, п =Тfi,8tlвдексц пп,
п = |, , составляtот Dехrор ? € J}. Мноr(естrо О обьелlняет
Dоев{БхоOкные яаfuры ? raorcJlToa bpexarl, нвч8ла пqдrослqдов!.
тGльност€fr в послqдова rеJrьности коuпонепт векмра Х. Вудеu
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юDорить| что t(оt понсllтц rскюрr Х обрr5уtот к!цtrпсрtaqдя-
чсскур tюслсдрD8тспьностьr порождGнн),кr совокуmюсгью шr М
этапонных Ёектороь иr алф!,rllта А.

Из опрqделеиия taяoxecrв8 О след7сс, чю пря
ных ?-.r, ?Ь, 9 п iY дрпlrcтиrос чltсло i/ пqдrrослqдрватеrь
ностэl, образуlоIцrrх послqдрвалепьноегь коцпонеит вектора Х,
оррв}l}чено свсрху п снизи пе. i{.b S ltt 5! -if,-.r. Обозначяч
чср€э

Ол, = Q(jY, ?-;", ?"..,, cllf,), М € [if,.'ь, if,*], (8)

raн<rr(ccTвo всевозlaоriяыI паборов 7 rotJcнтoв Bperrerr, я8чь
лв поrurосJtQдоDцt\сльносltп ь посJlQдрЕr епьносм, абрвSФЕаrrно
KorrюBctlTlJ.rr lcxTopB ,t, прr )rcлоrrl, чм 9то tюGrcдоlarrаrь.
ность состаБленl пэ фяксrrроваrrпогю чпсJtа М подtоспqдр!цгaль
ностсй. Вшралtсня, дJr, -lr.tdtl rl i(цл. будrт пряlqдGЁч пrжG,

Полохиrr ur = (И,...,Ur) х оfurrвч I черGв

llr = {ш: ro € АМ, i,f € [Мn.ь, if,,o.rl}

чно!кество всевоguожшых М-церкых fi!6opoв raýrtoкtlыx ьёктФ
рв пз апфавктв А. Тогда, соглrсно ввqдекпыш обозначенилх,
вехтор Х € R' есть фунrrил X(?rul), комрвя прк фпкслрвшr.
шох А ra!пctlт от пары наборов ? € orr и u, € }У. В}.дрх счптrль
rr€завпспшыши коraпокеt{ты каJlЕдрю кз каборов т tt {r, s такrкв
сiшпнЙоры 4п ul, Пусть слlва,flпыf; вектор f =(шr...rУл-l)
€сrь cytaкa дЁух н€завпсtlrЕх a€KToPoBi

Y =х(аrд)+Е, 7€оlа, шсl7,
рдр Е = (6о}...,эr-1) - rауtсоаскпf; вектор, коrtюнGнтн кою-
POt9 НС9аВИСИ!{Ы, ОДlНаКОВО РШПРqДЁЛСНЫ П ПЧ€ЮТ НУЛСВОС Ха.
т€rаfпчсскос оЁ!ддttиG н иэасегнуlо дlспсрсffrо с2 < ф.

Злдьча соошсmлоао обюltgсlсвнче ч lлrr'чlaэхtл соеюпт в
Tolr, чrtбч rо наблrодд.r.оrу всктору Y Hafiтп mхуо пару (r7, ra)
нйоров с эqддпнцн чпсJtоц i( € [М6;д, irtбцt коIпоненt) в со_
отв€тегвrll с t(оторшuп по форr.уле (2) бнл порс*tден нея!6лtо.
дЕсчыl векмр Х(7rш). Пвра,rrетры зqддчя JV, Ъь, Ъ.п, g в с2
сч!aтаются хзЕ€сlвнцtat|} а аr!фаsrт А 9т8,tопных пqдлоспqдрэ&
пельностеl - эqддuныra. Каrt показлlо в [3], зqдлча ooBxecr.rroro
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laаýсицаJtьно прrцдgпqдобноrо обнарlr:rtсяиr я рц!лrчGнr, сБо_
д{тt, к эцддчс

t J,r- t

ýз(а ra) = Е Е iri _ * tlnl - 3g"ч2 - 7- (rz)}' 
"..frlЭ.п,,lr=t оil

е еа р€щанпе шохно запнсать как

(ii, й) = "цпе,jglз.- 
ýз(ъ u,b

прrчеr. вЕхоrкденrrе искоIЕх знвченв} i) в й аргухснтов r7 и ul
нсхет бчrъ внполнсно посrqдоаателыlо: сввчалв прв фпксярс-
валных т ицстс, эначеItЕе чr, досrrэлrющее уоlоввыl хянямух
функlчll ý5(7, ul), в sBrcrr - значенпе ?,

Прr paccrroTpeяllи задрчr рс,мзлtавмчt |2| прQдrrоrtагsется,
что ваЬр ul состопт яз М qдrrвакоаых элеrrептов U rrr эqдцfiою
аlrфавrтв А, rоrцдость хогороm r( > l, В,тох cJl!цra| rоItяо
crruTaть, что асктор Х ость фунхIця X(4rU), Трсбустся паfrм
векmр U = (tlo, . .., ч-r) rsведтно! рёtr.срностя g. В соответ_
ствяп с [2] sqдрча распознаааflпя cBqIEtTc, к злЕаче

q-l t. Л-l
ф(l,U) = Mf, 4 - rД.Е и.о - * - ое*i,[,gл.

РеIценяе ихе€т вкд

(а, ф = *s 
"€,|х,i,.л 

ýl(т, U),

пршч€ra нЕхоr(дсн е искоraыI э вченrr аргуrrентов эqдЕчrl чожет
бвть эшполнено посrедрве!епьно: сяrчвJtr пр!. хь:rсдgч фrкоr.
poEarrнorr U rrцется 9паченпе и досtавляющов усrlовнЁП ххнп-
rуч фр;кIлllr ýr(T|U), sвтеr персбороrr по ва€ri И € А нrходr.rтся
искохrя DaлIчrtltа U| а такfl<е соответсгвуtощсе eray значенrrе fi.

Согласко [1l, зqдача обхарgэlвtзtlлсвqдrrтел х на:lоiкдекrrю D,
rrat(cl|ц},..a цоrсаоfi фуtкц1|и

у ,-rý,(TlU)=EIr"*"_**o?tx. (4)
,n=l ФJ
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Пря этor прqдtтолага€теr, чю аrrфаsят Д cocтorrT яз qдrнgr!сп-
ною }TirloнЁolý аскюра U, коюрн* счктЕтсi кlвсстпыш. Рс-
tдекtlс записываетfа в вrrдt D = 9l(filU), гдр

? = вчоlg Sr(TlU),

TBKпrr обраэош, в р€ш€нпе кахдрfr из наýtвýtных зqдеч вхо-
дlт н8хожденпе вокmра ii = (iir , , . , , il ), досrааляrочрю r.жсп-
rryx (лябо rrnнзrrrylr) цддtcквноrqr функщrояалу с огрлlrченпя-
шп пs ею аргуraспты, аходlцне ь опрqделенпе (1) rrHoxemaB{ly.
Назовеrr оппбкоl обкаружекпя €- = lff- -п-|, m=ffi.

Верхпlою EpBHпtly дJtя оIлпбкп обнврухаttпя опрqцелпr как

,.m = .]mцх crr = лmвх lп--Ы , m=r.M-,M. 1S1

3qдддкхся целью наfiтп верхнюю ýршrпцу дlя оtдпбкrr об
Kapyr(eнnrr (б) квк функщю оý перsr.етрв ]Y, Т-ьr, Ъ.. rr ltf,
запачи (,t).

Фrч€6t{цr что в опрqделенrrе (i) вхqдят оýрц{хчекиf, на
обпасть посJrqдрвsделыrостеfi ь
u 

'll'а' 
fn услов!lяцяf;бQуrl€Оr.

.Щда аrrаппза этrrх оsрл.пчекп рассшотрпм аксlгрехлtьsую зад&
чу, к котороfi свqддтся эqдрча обнарух(еняя лqдк)слqдрваr!еJrьно-
<яtfi в кваэrrперкодrчсско помqдрвательпостп.

2. Анвляэ огршrчеrrrf, яs вFqrta€tlтьr вквrваrеятвоfr
экстроччrьно задвчп

В [lJ покаrапо, что 5qдача обпццrлсснrл с!одtтсtl к зqдпчс
пахожденri raакспк!ша 6-., qддlтпвпоl цслсвоfr функrцп

х
G(ц,...,уrr) = f,r(ч-) (6)

Rа r.Hox(ecвBe допусткхЕх зrrаченпп sрц7rrентов (Yrr...rYr),
опрqflgленпок сrrqлrюще леrrчо*.
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ЛЕММА l [1]. llусmо rl1 С [с,Щ, m = , - ]llaю, по-

m=

,п=

смаомпс;''ьпослпz цал'x{, ч|rc,аа| r.mO zin B S v^ - y--t S, T^u,
m=ifr; oSyr S о+, 0- ý vy !h, а+ е [с,0],0- е [о,6],
арuчsл с, с+, i-, D - црамl а fi.6,, u Q*, - tзmзрольхха
tucrc. Toadc

l) члеюrъ Mcrno ецЦrолt4uе яaр.lа6r{6mоо.,

(i - о) t (М - l)rk"l (D- - а+; < (М - l)?b.,i

чlахоо восlаdоасmсrtrо€mч у,а € [dtt],
aputBOlancBlt |r{@rrc,ееtпасл uл(L{|, образуоtцuл

,фsflgrпr!', UЁmарссaъ ,аоr r.mo

lrrr € qrm, с41 = {r.л: l* ! uл З 4|,
lrрllчata rраrlilqьa uнmсрсвлов iопусmчлуg bHвчс.я'ttt опреOсмюm-
сl по снOglоцttl форugм:

r,| =mах{с+(m- l )Zl,d., Г - (М - rп)"-.,}, (7)

y'j =miп{с++(m- 1)Т-о,0 - (М - п)r-ь}. (S)

ЛВММА 2 [1l, Пwmt цсаоаuеrcr.п& о, о+, 6-, С, Т16
v Та61 gОоааеmаорrrоm yвl,oaur* а < Ь, а+ е [с,Щ, fr- С [о,е],
Ъ., Z T-to > 0, ТооОа Оа аtоболо М е|М-,М+|, вас

М-=
{

L(0- - а+ +?ь* - 1) / ?..,l + t,
l,

z0-
с-

с+
о+

M+=L(b-o)/T,,*,l+tl
с!цфmаухrm пocacloocmeabltoCfnt! чп l l1l =ffi, уf,оаrcпаорtо-
а4|п чсаосurл ,сuлu t,

Чсрсэ [a.l о5означепа цапая часгь от 5,

Обоgначпш чсрсз

gy 
= * (с, о+, 6-, е, iЬ!o, 4,o!t|rr) = {Ф: Ф = (l,r,.. ., l,rr);
cS ц S с+, 0- S иу S6; c+,i- € [c,OIi
?'5Sy- -уlп-l За.r, m =ffi}, irе [i{-,M+l

62



r.нorкccтro !ссвоrl.ох(fiьlх значсЁп* Бскхtро! ф = (r,lr..., чу),
обраюаенных к! арsуlaснюs tlcлcDofr фуЕrцlп (0) п удоалатао-
ряtоIцях услоDпrш лсrarrы l.

Зqддчу rrшссrrrrзш4rrr целево} фунхlцr (6) с уоlовrяrя,
в лсчше t I rro:r(Ho зшясмь в впде

l.
G(l1,...,rly,)=f,я(r-)-ёE1, (9)

а €с рсщсrl].е ** fr = ".g-щ5*, G(и,..,rчм), 
л

PaccuoTprrrr вGвязку IGжд, 9IIеIептаllш BelcTopoB ф r
ф €'Dl, с. = |?- - u6|, m=ffi

Верхняя греtrпцв этоfi lввязкпi хак функrцrя от mr есь
l_

р-=дахс-|л , m= 1,i/. (10)

Выра.;кеняя (7) я (Е) зцда,lот гравпш янтерв8JIов доп!rсг!l!.шх
энвченя коuпонопт вошторов ф € 9rr, волхчхн y,n дш каждого
m = l"iJ прп фrrхсrrрова.яннх вначенIrI BaparrerpoB с, с+,6-,6,
1Ь", ?Ь., и i/ зцдЁчи (9). В лопе l велячtlньr {" я ч} опрве-
леtiн дrl, цспочllсленяьaх sначенвfi sрrуrентв ,ц прoderаrоцеrо
энвченпя от l до М,

По цrаловrя с (7) и (Е) ввqдсrr фуякlцп У(m) я иП(m), опрс.
дGленныс дt, вýФa m € Е

r'(m) = mах{с .1. (rт - 1)Т-ь, 6- - (М - п)Т-.,}, (11)

r"(m) = miп {о+ + (m - t )1l".,, Ь - (М - п)r-6,}. (1r)

Знвчеляя ввоьь олрGЕелсrrвых фуякIцfi, /(m) я и'(п), сов.
пqдаlот со ,tl}ченялхн функlцfl У- и {, cooTBeTcTocнtto дJl.l цс-
лочl!слеrrвýх знвчоrнfi арг)rraснmв m = ffi.

Согласно (11), r'(rn) яБлrстс, нспррыьпо *усочtс.
лппсfiноfl функцпеЛ относптепыФ m rl ичает точку rrзrrorrB пd,
когора, опрqдЁляеfся tGt ураэнеяся о + (rп - 1)rЬп =
= }- - (М - m)"-., п рr,вка

nd = (м'l,- - ъi" _ (с- - о)) / (ъ- - T-i,,). (1з)
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Поотоrrу (1l) шо:rспо llсрсп!|с!зь а a]|дс

,/(,т) = { ;{1i;])ftL, ::#,.
Анввошчно, (12) чоякно прqдст!эпть в в!lдЁ

(14)

(l5)ч"(m) = {
с++(m- !)Т-.,, lbltt',
D - (.iJ - m)?-,6, ut > п{,

где
m' = ((6_о+) +rь -M1l,,i,) / (r-.. -zb1. (16)

Выраlrсснrrл (1а) п (16) по rfiцrоми с (7) l (t) uожно нцiв8ть
пr:хпеfi п аерхrс* граrrпцаrп дrя у-.

Поведенrrе функцн} l Qп| п / Qп| в зaвHcнxocтl, от m flа
пнтсрааrrc [1rМ] пропллlосгрrроrапо нr p]rc. 1 дL сJIучая
М 2пl >п! 2l,

ь

а-

а

а+ -

v',v'
__-___--_-4--

I
,i'

й
t й' lg

Рпс. 1

Прн фяксчровшrных с, с+, D-, D, ?Ь, rr r!r., соопrоIпенне
rlсr<ш / в rп" опрделяемя зяаченцсu в€лвчxнý itf. Из аопо
ствБJIеЁия п! ц tп" слqлуеъ что случаfl r/ f m внполнлстсlt

l

l
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дJt, if, >. ['| rдр

i/' = ((6 - о+) + (0- - с))/(Ъ.. + Тtп!,) + 1. (lo

Посхольку tл l uл прпtпIцог цспочtaсrlснные sнDчGнпя lr
огрцlпченц сlrllзу х cвaply сооIвётстЕеrrно
то (l0) rооrло прqдg*авпlь ! вядG

/лп У!,

ь=*-Ул =llbll -l, m=ffi.

фунхtцtо

р(m) = ч'(rп) - rr'(m), пб П. (l9)

Зшачения р(и) сэвпаддlот со зяач€пtlяtatl p.n во Есех точках опр€.
деленвя поспqдясfr, m = 1, -lf,.

,Цля заrrясrr sаsrсrrостч р(m) от m прr фяхслроьаrrлшх с, с+,
0-, С, ?Ьь п 1!"." удфно рамотрсъ отлельно сп!нцl пr'>п!',
ETta М 2 М', п пl < пО (rлll if, < lJ'). В nepBolr
сrtучас, D соотвеlеsыlп с (1,1) п (1ý), rrожво

(l8)

р(m) =

н р(m), верхняя гр!llиц8 невяý(r, каr фlrнкIця от m лнвеIно

r (о+-с) + (Ъ*-IbXrn-t), п. 1 лл'П t

{ (l-") - (ia- 1)rЬй., ,п G aпl',,п!|| (Z0)
( (0-Г) + (rЬ_ -rd")(М -tп), п>tпu,

с pocrýra m прх m < rn', не эвьlrот от m па пв!ерввJIс
, m'] и фываст прн m > m'. Аltвltогпчно, дtя случая lf, < М'

(cooTacacTalrcT rn' < пr),

р(m) =

(с+-с) + (Tlarr -Т,,6,)(m-t), mld,
(М-1)1Ь - (D--б+)| ,n € [m'r m"l,
(0-6-) + (?Ь* -Т,,,д,)(И-m), m)rr1",

и р(m) как фунхцlrя от rl1 ,вJIrстся кусочнолrrнаllноf; функ-
цrе ! Еобрастаtоцр} прп m < m', пс ззвrсяцеl оf m на хятерваJIG

[nd, mt и убыввющеl дrя m>пt',
CKasaKHoc выrце по:lк)лiет офорrулrроашь слqдуюt!ýпо

лсхху.
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ЛЕММА 3. Bepxtш .1lснuча хевазrч прч фurcuроовttrrс а,
а+ , Ь- , Ь, Ъ;", Ъ.. u М, уOоамmаорwr$р gепоlý:r rcжr. l,
rcмелпеr *уочно-лultсбtсоЕ фgнrцuсt оrп m,

Ра=
(о+ -о)а(Т-.а - TrrtrrXn - t), 1!m < m",
(0-с)-(М-1)1Ь", m"Sm<m', (21)
(6 -6-) +(Ъш -?Ь,)(М- m), пl| <rпSМ,

рп

прч М )_ М' (пt )_d| ), uлч

l!п<пl,
п'<rп<п{', (2D)
п{ <ml М,

0л tr < М' (п{ >nl'),
Спрввед.лпвость утвержденвя слqдует пз опрqдрленяя фуик-

цпн p(m)t зпаченrrя
всех целочислснных

совпqдарг со значепипuп р, дпп

(с+ - с) + (Т,,*, - Т"д.)(m - l),
(lrrt-t)?"'-,-(6--c+),
(6 - 6-) + (Ъц - ?i,,i,,)(i/ - rп),

,rl =
Поьслеппс р(m) как функtчtн оЕ m пкдеrавлеко кв рlс. 2

дlя случая М > М' >_ l. С,огласно (20), (21), pl = p(t) = с+ - с,
рм = p(L{) = Ь -}-. В соответствпи с (?0), (21) йозначеннвя на
prrc. 2 велячкна р_- = mах,.{р(m)} есть (Ё - о) - (М - 1)Т"й,.

р

Prrr -

ру-
и

й

PaocroTprrrr поведенпс Лр, = mвх,"{р-} в от ir,
чхспа арI)шентов sцдвчп (9). Функrця fiy опрqлеляст верraнюю
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граrrиt{у вaвя:rк, рr. в паяхуддеra сJIучl, дrt, хlхдрrc дрпуеrr-
пою 9н8чеrrпя м,

ЛВММА 1, Шсrcuuалоr,ос ,хвчахl& ccprltcl зlвнчt4u trсcs-
ялr pol прч фurcvроваьr;lrс с, с*, }-, ё, Q;6 u То,"1, gOовrcпво-

рrхrщU, prorurr. ецль !, al tcof; oto целооо М € [M-,M+l
есmь сеrччvrlс

*={ [fl_;ilЪ:I!;-',
м- sM < м,,
ir'<.ir s jи+.

СправGдrrrвость л€r.r.ы спqдует из (2l) и (22) дlя каяtдого
в9 допуегrruь.х зпаченrrl .}f .

,Щля провелоlия более детglыrою аrlвJtивв дополнrтельяо к
Er, введеш фуякtцlо

л(,4 = { [f'-;ilЪ : Ii,*i-)'
ia,
tf,,

опред€декнlпо дlя знвчевпl арг!rr.ента М € ý Легко убе-
штьсrr r{to arr = ЦМ) яIя вс€х ц€JючI|сл€нкцх зкаченп
М € [М-rМ+]. Пprr этоrr 8(,it{) лrне но воэрасга€т с pocTor Л/
прr М ( М' r !6цв!€т прr М > М', двпьп rlxcnlf,aJrbнoю
зпачеппi прп itl = М':

Ч'fiл(м) - ((i - о)ъ- - (6- - с+)ri,п")/(1ъ- + iъ't").

Корняrrп ураsнения Е(М) = 0 яЕляlотс,

ft- =Р- -o+)/T-."*r,
.й+ = 1а - о;7зь,+ t.

KopHr связаlrы с ьеJrtчннашra М- u М+ соотношеt{пя!aп вrдЁ
м+ = 1fr+l,

Ltfr-* - r)/T-.,J+r,
1,

прuчеrr if,+ 3 rt+ п М- 2 fr-. Первое чсрlrЕаGrво очеввдlо,
,IJля дgкаsвтсльствs вюрою нерsвеяств8 выра;кенlrе lrl-T^a, =
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а ltiдЁ cтEt.s + Р,сдраllРчслыс
чuслаuO<Р<?i"_. Тогдв .if - = а * F |Тзвл. В сэоlо очсрqдь
.if-_= с + l, еслп Р > 0, rлr с, есля Р = 0. Поаmrу .iJ- )
} .itf-, прячсrr рlDсвgгьо Dыполllrстсr, еслu Р = 0. Парь
r.еты прqдепlsrlеuп, пшеют впд с = К6- - о+)Дi,-l + t,
Р = (D- - с+) mod 1i".*.

Дрошс топ,о, пеЕко покtslь| чю выполпiеlс, М- S М' S
З М+. А прrl Herot\opýx оýраяпченкfiI на с* rr }- (яrенно:
c+lЪ*<c+s6- s0-1b)

Характзр повqдсняfi П(if) в завяспrостп от М прqдсr,.вл.к
на pric. 3 ли сJrучцs 0- ! с+. Разrетка по осп tr/ сооmспстьуст
цеJIочяспек выч значснrrяrr i/.

= (е- - с+) + 1i"-.

0

п,

м- sм, зм+.

}

I
l

a

l
a
i

a
a
I

a

Il
l
a
l

a
a

tп' р

Рис. 8

3. Вернlя граrrяцв оrпйкr обяарзr:rrснпя

.Щля mю, члобн всрпl,ться к sqдзче обкару:кеlrпя (4), аос,
пользуеraс, слqдуоцхrl спqдсrвпеra пl ttop€r.ыr
а [1].

СЛЦДСГВИЕ 1 [r]. Ilpmt а g*оаrrлэ rоdсчч (9)

,-l
9(п) = f,и+.ч,

iJ

FJ



Toa\q сслч а = 0, } =.lll-1, с+ = 7-.* -q ut- =.lY-?-.,, mo:
t) 9у = Оу,,
2) GrBrr = D чф- = f; прч юrcаох цэлочttсrя..tttлоu

Jr' € [.if,-, ir+l.
Пныхи слова,uп, прп наsьадхых усповхrх зqдрчs (9) сrсшs

ся к эqдаче (,[). Слеповапельло, прхвfдрtlнýе выrrrе рсrэультагв
дд, sqдDчll (9) rr*Ho пспользоваЕь прх форrrулllроваIluн шrало
гtlчtlýх ре}ультал.ов дJl, зцдачв ({). В юш чвсле, tюл)веняце
выше верхнпе грцlпIш дIя невrзlш рп l.оrtЁо llспоrlьзовать прш
построепхu в€рIttпх гравхц ошябкш обнаружапlя. }то позволяет
форrулироввгь спqдуюtцле утверхдеяня.

аЛЦДСТВИЕ 7. Члtеао аоОаосмOоооmеаьлосmеt о посмOо-
Есmадьхосmч, фоdмmаорtюлtlрd ус;осrrяr 4 С Qrz щ (3), rаrcчm
е rrHmqвare М,о;,, < if S i1-.,, аdt оеrчччrru M-i, u М,о., опдr-
аеларmсt мr

iЦoл' = [(rV +q - l)/Ъ.,],

'r-.,=L(П-q)/?Ы+l.
СЛЦДСТВ1,1Е 3, Прч wrcOол tU,1{Щr"r,,, JU-J ,r.4rчнлlл

члхоо послiоссrпе4ьхосmв п,п, ,ъ - ТrМ, оf,рсrуюч4сЁ cc;raop
4 е ау, rъpuriвi.вrcаm urcrrLqrBalвlr п; S п- 3 п*,,п =ffi ,
,lrcrauqoa rornopDlт оцюdеааюtъся по crcOyou4vlt форuувu:

={

={

,l;

п;

(m- 1)Т-ь,
JY - (lf, - m+ l)?b.",

rT?,nry - {l llm<m",
Jv-g-(M-rn)Ъb,, mй S m S i/,

rJ = (}iý- - lV)/(Ъý - Тa'й) + 1,

mtr = (ДI - Лf,iЬ)/(1Ь- - Ъ,").

1S
v!

п1 ,
3m< М,

вOс

(23)

(24)

Gпрашд,llивос:ъ утэср:кдени слqдует вэ прхвGденвнх вшше
леrrrr l и 2 п следЕrвп, l. При этох в€лпчпнш Мвь в i,rrr..
соотвстсгвуют велt чtваш М- л М+, вевIчl|нн nfr в nf, - coor.
веrgгЕaнпо DелNчtлньч f- l у*. Наконец ry' п m', опрqделоlнне



в (Ж) к (24), аrrа:rогячны qдfiоякеrlrrыш ,rJ lr m" зцдЕчt (9), опр-
дрленныl, в (18) п (10) соогвеFеЕвснtlо.

Анаrrогпчно (18) bшpa:rceHrrc дlя всрхпеl границы ourrrбKrr
обно.чя<еяия (б) rо:кrо перепясrrь в вtlде ,,t = п| - пi,
m = 1rМ.

СЛЦДСТВI.IЕ 4. Всрая вумttца ouuбteu обнаруlсепtlл
поOtосмOоааmсаьхосmсd с юмuпr.рvоOччсsоt, посафосаmсль.
tосmч чпслп au|

( (Ь-с)+(Ъ.,-Ь)m, 1! m l rп",
,п = { (Jv-q) - (i/-l)ъй, m" зп3ml,

[ (т---с) + (ъ--т,"ьХм-m), zJ 3 m 3 ff;

dлл саучм М |М' (п{ |пu) ч

(T"M-q) + (Ъ." - Ibi,,)m, 1!пlm',
(М+1)1Ь - (]v+{), m'Smlm",
(Т-.,-с) + (Т-., -?Ь,)(М-m), m" Sttl<I$i

dл саg.rлл rlf, < М' (rп < t{|, 3ассь М" =
2(Iv - ъ*)

(Ъ-+tЬ) +t
спGдуег хз лоrу 4 я 8. Вglu-

чинц,.ri coo1,BeTclвylo! в€лпчr|наr| р-, - = l-il7, опрqд.Jrенпыu
в (l0), выра,хенве дrrя .l/' с:lедrcт нз (17).

Ввqдсн функrцю r(m), нспрерывнуlо на lнзервале [l, if,], кшr
обобщеяuе (6), Ипмрааll опрqдепени, фувхtци раsбrвавтся на
трк дrапЁюнъ на первоrr функlця лянеlно возрrrcтает, н8 втФ
pora - яе зааrсrrт от mt вё третьёу - лrrясlво фываст. Харап-
терно! особанпостью явJlяепся спIraетрхчносгь функrшrп отяо
ccтcjbнo сер.дllвý хяте.рввrtа [l,JUl. ,Ще!lrстввтельяо, лсгко 1бе
дtlтьсяt чм дli точек rп- lt m", в козорчх функlця иuе€а пзлоra,
вшrtоляrеjrcя paBelrc,TBo rl + mО = |f,f 1, таfi что €спи в tчочхе m
функrця во:}расl!gг, $о в точке tlf, * t - m она убыввеq я нвобо
роt Наконец, легко пров€р]lть что r(m) = r(i/ } l - m) (таrсже
П r- = 11,41-- ).

.Щлr раосшmрняя повqЕlrкя Л(i,f) - mаь{г(m)} кчс
Фуякцlrи от
i/",;., = (jY а

rrерсцснноfi if, е Шf-i,., i}f-.,.I, гдр
rr М-., = (N - q)/Т,пь + l, хо<но{)/1l".. - 1,
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Dновь рцtбить янтерDвrl язlfсЁ€нr, псрс!aенпой .lY на д!а дrarra.
эонь Прп пgмеttснпп М от i/",i,l до М' gta фунrlца лпнейно

9gврrстs€q от 0 лр веrrкчrrвы Р. Пpll пзlfенснпп .i/ оt id' лр
irl-., фуrкIля лrне}но убываст, от .В' др 0:

в(м) =
fr,а",зм 11t',
JV'<iil<irrtýr,

3десьз

(M+l)zb.t-(П+{),
(П-q)-(rr-t)T6",

Соотяошеlrня rrexcдl величtrпatlli Мrrь п Мыr,, if-., tt i/r"."
пtсrотьпд М..-=[й."J , й.*)М-., п

М-ь =
1ъ* +?ь., - 1

l/ыr, S ffм,ъ_)

{, Чпслеlrпое цqдслrrрованпе

Спраьqдлпвос*ь паiдрпttых оценок пJuIюсгрпрует реsультаt
чкслеЕЕою эксперпrrента по обшвр5rжениrо qдrнаковых пqдrrосле_

дrввтельностеl в кэазпперподiческоl поспqдоэательностп. Чп-
сrеltныс рсзультi,гы lюлlrчены с похоцью аIюрятrq опясаяно_
ю в [t]. }Iсходнаi ]rх,rtqдоааfепьносrь дIt|Rы jV форшпрова,
на из Jlf, qликц(овых пqдпослqдовmельностеf; дlrивы { (ца = с!
п = б]!ТТ), коrорые uохно пнтерпретпровшъ кц( пхIryпьсы
пряшоуюльвоl форrrн, и заrпуrлеяа аддпft|вншl ýаý/ссовыl tпу-
xolt с нул€выш срqдIrиrr п дrсперrе а2. 3пачения параg€троа
эадачи: ЛI = 200, g = 7, с =60, lt/ = ll,fiл1 = l0, f,arr = 'l0,
б = 1б0. На рпс. 4 пзображеныl
ватсльпоегь gn, п = б-,N - l, и

IюдJtеrквца, брабmкс поспqдо-
соьшещенпая с Hcl rс:одrая (*о

набrrюллчм) поспqдрвательносгьi оо, п = fri9ТТ; перва, - в
виде лоrаrrоЛ крввой, вторал - в вllдa прrraоугэльвых r.lraпуль
с!в выше осп у = 0, обраэуrощих этапонные пqЕюспqдрвsтель
востl, ,Щополнителыrо к Hura, в в}це пряxоуюльrrых plraox rз

7l



пупктирных лпняИl кsобраr(сЁц результаfь. обяrруlrеяпя. ?}тr
рахкп по:]вопiют sаraегпть оIttпбкп обнарухсн&i raошентэв арG-
ченп начал!, rталонкнх послqдоватепьносrtl. Опrrбки !ьЕььны
r.lяr€нсивяоИ поraехоЬ хоп)ра.rl праlстичсскrl поJrностью скрыв!€jr
пqдпослqдовательносгll.

.ъ

0

п

а

лпнкп соо}

Рlс. ,l

Нв рrс. i рс:sуль.гаlвы ?t!:ю ,ке экспсрпraекта по обн8руlжекrю
прqдставлеrrц в друюп форчс. Здесь по осп аftцпсс отлоr(ены

коta€ра оrcчеюв пскоrоlllorrepa пraпульсов m, по осп ордlнад -
посJlGдоЕотaльпосвк, пl п = 0lЛr- 1.

sегсгвуlоr; rорпзоЕталь ая - значекraь п = ЛI - q, в€рrпкаJtь-
ныс - зЕаченпrI tп = lп'| g m = lrd соотьстствсвно, 3наченrrа
велЕчrк ь, кетккных кечаrIькых Iювпцfifr эTaJroKKыI подтосле-
дрв8т€пькосltПl п Ь, их оценокl кзобраJк€кы в вttдg поспелова.
тельностзl тoчeкr дrя болыцеl кадлядноеrr соqднненныlt пукк_
тпрныraх лппплuя. Все онr лохсадся ь область лрпустtlхых зна.
ченrfi, опраlrичсннук) св€рху и сниэу соотве$Gгвснно крпвнхп zf
и пi. Крпвоl пqд Hor.ePoш l соотв€тствуьт зпачепия ь, а крх-
воП 2 - значенп, ii-. Ексrтерпшент ввполпaн пр]l тсх rr(е зllача-
нпях параraегров ЛI, g, .itl, Т-лr, ?-.r. Вслrrчхны, рассх8трпв!с-
raнc прп л{rrrпзе BapxtaG* rpлrlrrm оlпrбки обнарlrхепия, прп-
Hrrlatoт сJqдуюtцlе sнвlеннлi m' = 9.0, п' = 3.0, J!Д[' = 7.41

|f,,o,,. = б, i/,'o, = 20.
Результа*ч 9юю,(€ 9хспериra€нт8 по обнарlrхеIrвю прqл-

стазлснн r на рпс. 8, гдр взобрахсенш rрrфrat всрхясd гра!lх-
цд orдrrбxrr обнарlr:сапrл r ошпбкп обяарlr:r<еяlя кшr функlцrи
ог ноI€рв пqлпослqдрваi!ельноспa в sttsrtlalltaP)rcraofi посJtqдоьа.
тепьносгu. По ocrr абсrцсс оглохсttч HorrepB пqдtоспqдрватепь
Boct\al, по ося ордtfнаг зllачснrя оlлrrбхв обвrрухсвзя (нrr:r<вял

хриьая) п bepxHcl гранrчд оrпrrбкr обяарухенrrя (верrняя Kprr-
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ввя). Пунктtlрнsя юрtlзоятальнвя лrпи.я соотвеrствует велt чс-
Htlл f,o = (Л-q)-(M- t )Z}'i., m g [m", m'], дIя спlвая МZМ',
принпraшоlцlrra зпвчевпе 93 для выrпеназваrrных значеrrл парr.
rетров задвчя.

3аключенrrе

В рботе }lссJrелрваЕв точноегь обнарlrхепяп пqдпоеrедоваr
зельносrтfi в ква:luперtrqдrrческоfr послqдовOлеJtыrосгя д!я оптя-
rшьнýх апосперпорнь!х аJrгэрятхов, оrмсанных в [rl--[8]. При
этаar в качеетве очrибкrr обнаруlкФlи, paacraoвpeн raqý/ль рrs_
ностr rrеrfiд/ llегfiннЕх эначенпеr Iюлоя(енпя каiкдоfi подrосле-
доваоепьвосrп в посllqдрвалельностr п оптпr.апьнцu значенrсч
(orrarKo*) €ю по|lltцfiя, поJц/чённцrr с поlrощью алrэрятrrа обна.
pyr(cнl|r. Дрн шалв !срхпеf, грцrкцы ошнбкr обнарlrжениа в
за5псяaaое! oI параrrgrроЕ за,ддчп. Лнапrllтячсскп€ резульf*тш
подтвсрrкдЁitы дднныrrи чксJIеfiпою raодеппрования.
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