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Введение

[lрп опткмизацпи сетевых экономико-математических моде-
леfi чаще всего [1-5] и др. основывакrтся на аilаJIизе временных
характеристик состояниfi сетевых графиков бизнес-процессов. В
стагье преллох(еll подход, }lсключающиfi из рассмотрения анализ
временных характеристик состояниfi сеl€вых гра<}иков и

позволяюrций оптимизировать временные и стоимостные харак-
теристики бизнес-процессов с помощью спеr(иальных таблиц, т.е.
таблшчным методом. Возмоrкности подхода продемонстрированы
при решевии ряда оптимизационных [6] экономико-матемff гичес.- -

ких задач таблпчным методом: сокращение времени выlIолне-
нпя проекта на затIанное п макспмаJIьшое время при его мини-
мапьном удорожании, максималыIое снижение стоимости проек-
та при фиксированном времени его Rыполнения, вклюtlая ситуа*
цию, когда оно ограничива€т время выполнения некритических
работ. Прдrтоrкенныfi подход позво.;Iяет оптимизировать ce,I,e-

вые модели бизнес-процессов как на всем множестве возможных
работ, так и lla их подмножествах.
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1. Основные процqдуры сетевопо моделпрования
экономико-математических оптпмпзаIIдонных заддч

Сетевое моделирование - метод оптимпзацки времени и

стоимости осуществJIения бизнес-процессов, предусматриваю-
щих параJIлельно-последовательное выполнение сло}кного комп-
лекса взапмосвязанных работ различноfi продолжительности и
стоимости.

Основными этапами оптимизации бизнес-процессов в ходе их
сетевого моделирования явJIяются; построение, анализ и оптими-
заtIия сетевопо графпка выполнения работ проекта как на этапе
планирования и технико-экономического основаппя проекта, так
и в ходе его корректировки и выполненпя.

Сетевое моделирование развIлва€мых во временu t бпзнес-
процессов ((t) включает выполнение следующих процедур:

1) полготовку к сетевому моделироваппю следующих исход-
ных дапных:

а) перечня работ 1,2,...,j,...,J, выполнение которых реа-
лизует проект;

6) J перечней..Il, J2,...,Ji,...rfi работ, выполненпе кото-
рых должно предшествовать работам 1,2, ... ,j,,.. , J соответст-
BellHo;

в) значение мпншмапьною t4;,.1 и максимаJIьного t763; вре-
мени t; выIIолнения ках(доR рботы L,2,.,,, j,...,J, jе [1,J];

г) зIIачение минимаJIьноЙ стоимостц сmiп j выполнеЕия
каждоli работы j прпti = lmах j и макспмальноfi стоимост}I сбд;1
выполнениЯ ках<доЙ работЫ j при t; = fminj, j € [1, J].

.Г{ругими словами, в состав исходных данных для сетевого
моделирования входит следующее:

lIеречень работ: I,2,. .. , j,.. . ,J; (1)

перечltи рбот - предшественниц; .I1 , J2,... ,Ji,... ,J.li (2)

lmin j, tmах j, j € [1, J]; (3)

cmin jl cmaxj, j С [t, "r1; (4)

2) построенше сетевог0 графика выполнения комплекса
взаимосвязанных J работ наоснове исходныхданных (1)-(3), при
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этом фрмпруется К состояпий Дl,Д2r..,rДk,...,Дк бизuес-
процесса ý(t). через которые он прходпт в моменты времени
tlrtz,,.. ,1},... ,rк соответственно, т.е.

€(tr = 0) = ,41,{(t2| = Az,... ,€(r*) - Аk,...
...,€(lK -Ткрl=Дк, (5)

где 76р - время выполнения всего комплекса J работ; выпол-
нение одноfi или нескольких рбот j € [1 , ./] приводит к смене
состояttия процесса ((t) * времени;

3) выявление, составление перечня и анiчIи:] всех возмож-
ных rn путеfi 1, 2,. . . ,i,. . . ,fr перехода бизнес-процесса {(t) из
ИСХОДНОГО СОСТОЯНИЯ .А1 В КОНеЧНОе СОСТОЯНПе Дц В Ре3УЛЬТаТе
выIIолнения в теченпе времени TtrTzr... ,Ti,.., ,Tn, последова-
тельности работ Д1, Lz,. . . , La,,..,.L- соответственно;

4) выявленце, составJIение перечня и анаJIиза всех пкр кри-
тических путеЙ 1др,2кр,, ,. ,iKP,, . . ,пкр из множес,гва опре-

деленных прп выполпении п.3 rn путеЙ, mZпкр, имеющих мак-
СПМаJIьнУю продолжптельность Tl,Kp,TzKP,. . . ,Т;кр,. . ,

. . . ,Тпк р, РаВНУЮ Ве;IИЧИНе Тц р, Т,е.

TtKp = TzKp = .,. =Т;кр = ... = Тпкр = Ткр =

= mах (Tt,Tz,.. , ,Ti,. . . , ?Ь), (6)

где

Еj€iкгr
Еj€LK ez

Т;кр = 
' 

tj,
jELKp,

(7)

Тлкр = Е ti
jeLK го

В выражениях (7) 
'j - 

время выполнения рботы j, j e|l,Jl
Работы j, входящие в последовательности работ irKp , L2Kp,. . ,

,..,Liкр,,.,,Lпкр кр}tтПческшх пУтеfi |Kp,2Kp,...,iKp,..,

TtKp =

TzKp =

tj,

tj,
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,.. lпкр, - критшческие раfuты, составляющие множество Jдgр

работ п критических путей. Все остапьные работы j, не входящие
в п критических путеfi, т.е. i ё JKP, - некритические работы.
Время выполнения крштических работ j € JKp оlIределяет вре-

мя выполнения бизнес-проекта в целом, т.е. время Т;ар. Время
выполнения некритпческих работ j ё Jkp пе определяет время
выполнения всего комплекса J работ.

Стоимость с; работы j завпспт от времени ее выполнения

'j 
по заданному закону cj(tj), j € [1, J]. Для опреде.пённости ис-

ходIIы)( даЕных ( 1 )-(4) рассмотрим случай линеf, ноfi завшсимости
ci(ti), при котороfi стоимость ); сокращения времени выпоJIне-
ния работы j на олну едпницу времени определяется следующпм
.образом:

А; _ Сmах j - Cmin j
, . -+оmах J omln J

, j с [l,./J. (8)

Отметим, что уменьшение времени выполнения работ j на
единицу связано с увелI|ченпем количества Irспользуемых ресур
сов, а 3Ilачит и с увеличеНПем стоимости cj выполнения рабо
1ы j на величину Аr.. Для определения по формуле (8) величин
,\ = (,\1,A2,...,Aj,... ,,\.;) достаточно исходных данных (1)-(4).
В общем случа€ cj(ti), j € [1, J], могут быть проrrзвольно заJIан-
ными дискретными величинами с требуемым шаIюм дискретпза-
ции по временп fi.

Стоимость С выполнения за время rкр всего комплекса J
работ определяется по форму;rе:

J
С(Ткр) = !сr.(tз). (9)

j=1

Согласно выражениям (6),(7) и (9) стоимость проекта С (Т к р)
существенfiо определяется выбранными временами t.1. выполне-
ния работ j, i € [1, J]. Наличие в исходных ланных (3) лиапазо-
на возможflых изменений времени l; € [t,n;r,;,t-.r;], j € [1, J], с
учетом выражепия (8) опрелеляет возможность постановки ря-
да оптим}lзационных экономико-математических задач и пх ре_
ш()пия с использованием сетевых моделей. В параграфах 3-6
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приведепо решение табличным методом оптимизационных задач
четырех типов.

3вOача I. Сократшть время выполнения проекта ?кр до ди-
ректшвнопо временц Ъир ( ?6р прп минпмаJrьном удорох(ании
проекта, т.е.

J
С(Ъир) = !c;(l;) -+ miп (10)

j=l

при условиях (1)-(а). Решением зацачп (l0) является такой на-
бор чисел - времени выполнения J работ

г'-(ri,tl,...,t;,...,ti), (11)

прп котором одновременно достигаются две цели:

J
С(Тдир) = f c;(tj) = miп, (12)

j=1

а время выполнения проекта ?кр уменьшлrтся до величпны
Тдпе, т.е. сократится на

А?дир - Ткр -Тдуrр (13)

единиц времени.
3аOача 2. Максимально сократить время выполнения

проекта Тцр {ло величины ?Kpn'i") при минима-,Iьном },дорожа-
нии проекта, т.е.

J
C(?Kp-in) = f ci(tr) -+ miп (14)

j=|

прu условшях (t)-(a). Решение задачи (14) полобно решению за-
лачи (10), определенному выраr(ениями (l1) п (12). Существен-
ное отличие этих задач в том, что величина АТ, опрделяемая
вь[ражением (13), 6 зяцоч€ (10) лшрективно зада,gтся, в задаче
(14) - одиil из результатов ее решения.
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Заметим, что если величина

АЪ"* =Ткр - Tкp-in (15)

в задаче 2 булет связана с выражением (13) соотношением

АЪ." 4 А7дип, (16)

то заJlача 1 не имеет решеЕия.
3аOача 9. Максима.пьно сократить стоимость проекта

С(Ткр) при фиксировuiном времени его выполнения, т.е.

J
С(Ткр) = f c;(ti) -+ miп, Ткр =const, (l7)

j=l

при условЕях (l)-(a). Еслrr в задачах 1-2 сокраrцение времени
выполпения проекта Тбр ос}ществляется за счет уменьшения
времени 

'j 
выполнения критпческих рбот j е Jkp, то в зада-

че 3, определенной в выраr(еЕии (17), сокращенпе стои}rости
проекта С(Ткр = сопst) достигается за счет увеличения времени
выполнения некритических работ j Ф JKp.

3аOача У. Максимально сократить стоимость проекта
С(Ткр) при фиксированном времени его выполкения [см. фор
мулу (17)] при частичном снятии ограничения (3) в откошении
tбацj .щ,.пя некрптических работ j € JKp - возможности увели-
чения временп некритическшх работ ограничены заданным вре-
менем выполнения проекта ?6р.

Сетевой график бизнес-процесса ((t) - графическое изобра-
жение совокупности J работ 1,2,... ,jr...,J tl К состояний
Аl,Дzr... ,Дkr... ,Дк, УВЯЗаННЫХ ДРУГ С ДРУГОМ В СООТВеТСТВИП
с исходными данными (1)-(3).

ПI'ИМllР 1. Пусть моделируемыft (анализируемыfi) бизнес-
прочесс ( (t ) имеет исходные данные ( 1 ) -(4), коIlкретизпрованные
в табл.1. Из тбл.1 следует, что J = 10.
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Сетевой график, соответствующиfi табл. 1, пмеет вид, при-

веленныfi на рис. 1.

l0

5

Рис. 1

2. Анализ путеfi перехода процесса ((t) от исхqлrrого ,4r
к конечному Лк состоянию, опрqделение перечня

критических путеfi и временп выполнения пIюекта

.[lл я оп релеления перечн я пз путеft перехода бизнес-п роцесса
{(t) от исходного r41 к коflечному состоянию Аб проанаJIизI{руем
ceTeBotl график по схеме, приведенной на рис. 2.

l0...1 + (10,5, 1) - L1 + i = |
(l0,9,2, L) = Lz -+ i = 2

10...4 -} (10,5,6,4) = Дз -} i = 3
(10,9,8,4)= Ls -} i = 4
(10,9,2,6,4)-tr5+i=5

7...l -l (7,2, 1) = До J i = 6
7...4+(7,8,4)=Lzli=7

(7,2,6,4)=Lg-ri=8
3-+(3)=trs-+i=9

Рис.2

Если выходить из исходfiого состояния А1 через работу 10,
то воfi,гп в конечное состояние Аб можЕо лпбо через рЙоту 1 (на
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рис. 2 -- послеJlовате,Iьностп рбот -L1 п Lz д.;'lя путеfi 1 и 2), либо
чере,з работу 4 (на рис. 2 - последовательности работ .Lз, Ls,Ls
для путеfi 3, 4 и 5). .Щ,а.пее, если выходить из исходноt0 состояния
Д1 через работу 7, то воfiти в конечное состояние ,46 можно лпfu
через работу 1 (на рис.2 - посJIедовательп(rcти рбот До для
пути 6), либо через работу 4 (на рпс. 2 - последовательности
рбот Д7 п .Lз для путеf, 7 и 8), Последниfi путь 9 очевиден:
Д9 = (3). Таким бразом, велиtIина fп дJlя сетевого графпка,
изображенного на рпс. 1, равна 4.

Определяя продолжительность?i пути i, i= Т]0, поформу-
ле:

Z,.= Drэ, i=llg, (l8)
ieL i

из табл, 1 (столбец 3) при условиrr:

ti=t-"*j, j=llT0, (19)

находлм

Ц=6+12+6:24 [сут.],
Tz = 6+ 11 + 5* 6 = 28 [сут.],
Ъ=6+12+6+6=30 [сут.],
Тs=6 + 11+ 12+ 6 = 35 [сут.],
7ь = 6+ rl +5+ 6+6 - 34 [сут.],
Т6-15+5+6-26 [сут.],
Тт=|5+12+6=33 [сут.],
2i = 15+ 5+6*6 = 32 ["уr.],
/9 = 24 [сут.].

(20)

Из спстемы равенств (20) и рпс. 2 после упорядочения 9 пу-
тей по их продолжптеJIьности получаем приоритетный рял пу-
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теЙ:

Анализ системы равенств (21) показывает, что едпнственныf,
четвертый путь (i = 4) имеет максимальЕую продолх(ительность
35 суток, следовательно, число пкр критшческих путеft при услФ,
вии (19) равноединице, т.е. пкр = 1, а время выполIlенил проек-
таТцр = 35 суток. обцая стоимость проекта С('Гкр) согласно
формуле (9) при условии (19):

cj(rj) = ci(ti- t-"*j) =cminjr j=TJO, (22)

и согласно табл. 1 (столбец cminj - столбец6) определится сле-
дующи,м образом:

10
С(Ткр)= С(35) = D c-inj = 9* 9+ 36+9+ 18 + 9+

j=1

+18+ 18+9* 9 = 144 [млн.руб.]. (23)

'Гакшм бразом, в рсзультате построенпя и анаJIиза сетевого
графика, соответствующего исходным данным табл. 1 (столбцы
1-3, 6), шолучены следующпе результаты:

trа = (10,9,8,4) )Т4= 35 [сут.],
Д5 = (10,9, 2, 6,4) + Ц = 34 [сут.],
L7 = (7 ,Е,4) -+ 7z = 33 [cyTJ,
Lg = (7,2, 6,4) -r Ъ = 32 [сут.],
Дз = (10,5,6,4) + Ъ = 30 [сут.],
Д2 = (10,9,2, 1) 1Т2 = 28 [сут.],
Lб = (7,2, 1) -+ 7о = 26 kyT.],
Д1 = (10,5, 1) -+ 7i = 24 [сут.],
Д9 = (3) -r Ъ = 24 [сут.],

а) число рбот в сетевом графпке j = 10;

6) число состояний в сетевом графике К = 6;

в) число путей перехода процесса ((t) из исходЕого
состояния .41 в конечное состояние .r45 rn = 9;

г) ,rисло критических путеfi пкр = l;

(21)

(24)

(25)

(26)

(27)
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л) критпческий путь 4 составляют
рботы (l0,9,8, 4) = La;

е) время выполненшя проекта Ткр = 35 суток;

ж) стоимость проекта С(Ткр) - |44 млн.руб,
[см. формулу (23)].

Результаты (23)-(29) получены цри условии (l9), т.е.

Т = 71 - (t.""t,tmax2,...,tm"*j,...,tmaxtO) =

= (6,5,24,6,12,6,15,12,11,6). (30)

3. CoKpallleниe времени выполнения проекта на
зя,панное число суток прп его мпнимальном удорожанЕи

В ý 1 в общем виде в выражениях (l0), (1)-(4) определена
математическая постановка рассматриваемой зlцачи, в вырах(е-

нпях (l1)-(13) - ее решение. IIроиллюстрируем поиск опти-
маJIьного решения зя,цачи рассматрива€мого класса табличным
сп<rcобом на конкретном шримере.

ПРИМЕР 2. Ддя условий примера 1 сократить время выпол-
нения проекта на 4 суток прп его мt{нимаJIьком удорожани}r.

В табл. 2 пршведены результаты расчета резерва At; сокра-
щения времеки выполнения t; ра,бот критпческого пути (i = 4)

[см. вырах<ение (28)] по формуле

Аtэ - tmax j - fmin j, j е [4,8,9, 10], (31)

и величипы Aj, j € [4,8,9,10], по формуле (8) на основе псход-
ных данных, приведенных в тбл.t (столбцы 3-6). Прочерки в
последней строке табл. 2 поворят о том, что время вl;полн€нпя
работы l0 сокращать нельзя.

(28)

(29)

|24



Таблшца 2

Номер
работы j

At;.
[cyTbi<] [*r,n.#d./"yr.l

8
4
9
10

1

1

2

1.0
2.0
2.0

Определим оптшмаJtьное решение: Т* = (ti' t|,..,,rj,...rio)
итераIшонным путем с помощью специа-пьЕой табл. 3 --таблпцы
оптимизации сетевоft моделп. .Щ,анная таблица пмеет трш части:
верхЕrя часть (строки 1-4) - дпя mображепия результаrr,ов из-
менения продоJIжительности ?i путеfi, i = 4,5,7 и 8; средняя часть
(cTpoKll 5-8) - для отображения результатов измененпя продол-
житеJlьности ti работ j критического пути (iKp = 4); нихкнлл
часть (строки 9-11) - для отображенпя рсвультатов LIзмененпя
числа критических путей ,rKP, временЕ выполнения проекта 7д;р
п еrо cTotlмocTп С(Ткр). Во втором столбце табл. 3 в верхнеfi ча-
сти перечисляются работы путеil 4,5,7 и 8 (см. prrc. 2), в среднеfi
части приведены значения велпчин Д; и Af; для работ j крити-
ческого пути) т.е. j = 8,4 и 9, взятые из табл. 2.

в первую часть таблицы попадают лпшь путrr i, имеющпе
продолжительность

Ц <(Ткр -А7диг) = 3б-4= 3l[cyTJ (32)

Во второfi части табл, 3 не oTpalKeнa работа 10 критиче-
скою путп 4, которая в сплу та,6л. 2 не подлежит ускорению.
В третьем столбце тбл. 3 приведены параметры сетевоft модели
примера 1 перед этапом оптимизации - данные выражениfi (21),
(27)_(30).

Сокраlцение времени выполненIIя проекта Тlр flа 4 дня осу-
ществляется за четыре шага.

ШАГ 1. Определяем работу j С Ls - (10,9,8,4), за счет
сокраlцения на 1 суткш которой умеЕьшится время ?6р на 1 сут-
ки. Так как сокращение времени выполнения проекта должно
выполняться при условии (10), то на данном шапе сокраща€м
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время t3, Т.€. ПоСл'I€ ВЫПолнения шага 1 с учетом тбл. l:

t[') =tg- 1= 12- l= 11[сут.], (33)

4'} = Ткр- 1=35-1=34[cyTJ, (34)

при этом:

С(4}) =С(Ткр)*)в= l44+1- 145[млн.ру6.]. (35)

[Iолученные результаты (33)-(35) заносим в столбец "Шаг l"
в клетки строк 6,10 и 11 тбл. 3 соответственно. В силу выра-
жения (33) пролол)t(итеJIьности путеfi 4 и 7 (см. строки t и 3

таб.ll. 3), включающ}tх в перечни работ Да и Д7 работу 8, сокра-
тились на одни сутки:

Z1'l = Ts-t= 35_ 1=34 [cyTJ, (36)

4'l = Тт -|= 33- 1= 32 [cyTJ, (37)

Так как

4rl _ 1's _ max(?dr),4'),/t),7(1)1 =

= mах(34,34,32,32) = 34 = Tf,?, (3S)

то после выполнения шага l число крItтических путеfi:

"9Ь = 2 (з9)

и критическими путями являются пути 4 и 5 (см. табл. 3 - в

cтpoKi}x 1 и 2 их продолжЕтельности 4') " Ц = 4') отмечены
звездочкой)

После выuолнения шага l в силу выражения (33) ресурс Аrв
сокраIцения времени выполнения работы 8:

АrУ) = AtB- 1= l - 1=0 [cyTJ. (40)

Результат (39) заносим в столбец "IIIаг l" (строка 9). Заме-
тим, tITo прп выполнении шага 1 значенпя величин 75 (строка
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2), Ъ (строка 4), ta (строка 7), t9 (строка 8) остались без из-
менеIIия. Что rr о,гражено в соответствующих клетках столбца
"ТIIдр 1" табл. 3.

ШАГ 2. За счет сокращенпя времени выполнения работы
4 на l суткш на данном шаrЕ сокращается время выпоЛНеНИЯ
проекта 4? "" 1 сутки:

tt2) =r(1)- 
' =ia- 1=6- l = 5 [сут.], (41)

At[zl = Ata-l-1-1=0[cyTJ, {42)

r,rЪ = q$}_l=з4_1=зз [cyTJ, (43)

при этом

сlтУЪ1= ct4}1 * ll = |45 + 2 = l47 [млн.руб.], (44)

Получепные рgзультаты (41), (а3) и (44) заносим в столбец
"IIIаг 2" тбл. 3 (строки 7, 10 и 11 соответственно).

Анализ результатов (а0) и (а2) показывil€т, что после выпол-
нения шагов 1-2 ресуры сокрацtения BpeMeH}I выполнения работ
8 п 4 исчерпаны.

В силу выражения (41) пролопr(итеJIьности ?l всех четырех
пУтей f = 4,5,7,8 (см. строки 1-4 табл. 3) после выполнения шага
2 сократились на сутки, что согласно выра]кениям (36) и (37)

означа€т:

Т!'\ -4'l - l = 34- 1 = 33 [сут.],

4'l = 4'l - 1 = 34 - l = 33 [cyTJ,

Т:') - Т|') -1 = 32- 1 = 31 [cyTJ,

4'l = 4'l - 1 = 32 - 1 - 31 [сут.],

(45)

(46)

(47)

(48)

Результаты (45)-(48) заносим в столбец "IIIаг 2" табл. 3
(строки 1-4 соответственно).

128



Так как согласпо выраr(ениям (а5)-(а8), (а3):

Tl'\ -z{'l=XI?I];ЗI:#},T}==nB, 
(49)

то после выполнения шага 2 число и перечень критических путеfi
сохранились, прп этом:

n||"="fb=2 (50)

и критпческшми путями, как и прп выполнениш шага 1, являются
пути4и 5 (втабл. 3 встолбце"Шаг2" встроках 1и 2пх
п родолжптел ьности Tl'| n {' ) оrлru*"ны звездоч коft ) .

Результат (50) заносим в столбец'IТIаг 2" табл, 3 (стро-
ка 9). Заметим, что при выполненши шага 2 значения величшн tg
(строка 6) и t9 (строка Е) осталпсь без изменения.

ШАГ 3. За счет сокращевил временш выполненпя рабо-
ты 9 на 1 сутки на данЕом шаге сокращается время выполЕенпя
проекта Т|")" "" 

1 сутки:

tý3) =15zl - 1= 12- 1= 11 [сут.], (51)

аtýЗl =atýz1-1=2-1- 1[сут.], (52)

4'} = тУЪ- 1=зз- 1= з2 [cyTJ, (5з)

при этом

ct{'}l = с(4;})* }s = l47 +2- 149 [млн,ру6.]. (54)

Полученные результаты (51),(53) и (5а) заноспм в столбец
"IIТз,р 3" табл. 3 (строки 8, l0 и 11 соответственно). Ана.тlшз ре-
зультата (52) показывает, что остаJIпсь одни cyTк}l, на которые
еще можно сократить время выполнения работы 9. Этой возмож-
EocTbto мы воспользуемся на шаrе 4.

В силу выраження (51) прололжительности путеfi 4 и 5 (см.
табл. 3 строки 1 и 2) умеlrьшатся па одни сутки:

Zlul=TI"' -1=33_1=32 [сут.], (55)
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4'l=Tl')-1=33-t=32 [cyTJ. (56)

Результаты (55) п (56) заносим в столбец "Шаг 3" табл. 3
(строки 1 ш 2 соответственно),

Так как согласно вырах(енпям (55), (56), (47), (а8), (53):

z{'l = 4'l = *.*(?d'),4'),d'),4')) =

= max(32,32,31,31)= 32 =фtr, (57)

то после выполнения шага 3 число и перечень критических путеfi
сохраниJlись прежнпми:

"ЯЬ= 
n|l)p=2 (5s)

п критическпми путями, как и па шаt€ 2, являются путп 4 и 5 (в
тбл. 3 в столбце "ТIIпр 1" в строках 1 и 2 их продол:кительности

4") , d') оr*ч""ны звездочкоil). Результат (58) заносим в стол-
бец "IIIад 3" тбл. 3 (строка 9). Заметим, что при выполнении
шага 3 зцачения велпчив ?z (строка 3), Тб (строка 4), 16 (строка
6) и ta (строка 7) не изменплись.

ШАГ 4. За счет сокращенил времени выполненшя работы 9

на 1 сутки время выполненпя проекта Tj.} 
"о*роrится 

на сутки
и достигнет требуемоfi ве.пичпны 35-4 = 31 [сут.]:

týа)=1ýЗl-[=l1 -1=10 [сут.], (59)

Atýll = АlýЗl - 1 = 1 - 1 = 0 [cyTJ,

4} = 4? _ 1 =з2- 1 = 31 [сут.],

(60)

(61)

при этом

c(?il?) = с(4?)* ls = l49 + 2 = 15l [млн.ру6.]. (62)

Полученные результаты (59), (61) и (62) заносим в столбец
"Шаг 4" табл. 3 (строки 8, 10 и 1,1 соответственно), Результа-
ты (40), Q2) u (60) говорят о том, что возможности сокращения
времени выполнения ра,6от критпческопо путх псчерпаны.
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В силу вырахtениfi (59), (61) продолжпте,льности путеfi 4 и 5

(см. табл. 3 строки l rt 4) уменьшатся на одни сутки и с учетом
выражениlt (5б), (56) буду,г равны:

zlПl=7j'1_1=з2-1=з1 [cyTJ, (6з)

ГJn)=d'1-1=32-t=31 [cyTJ. (64)

Результаты (63) и (64) заносrrм в столбец "IIIаг 4" табл. 3

(строкш l п 2).
Так как согласно вырах(ениям (63), (64), (47), (а8), (61):

z1.1 = 4nl = 
,]{"| 

= 4'l = 'o"*(?dn), 
Tta\,7|z),z{'') =

= max(31,31,31,31) = 31 - фЪ, (65)

то после выполненшя шага 4 чисJIо и перечень критических путей
изменltлись, при этом

"fЬ = 4 (66)

и крптическltми путями явJIяются 4rб,7 п 8 (в тбл. 3 в столбце

"IIIар 4" в строках 1-4 их продолх(ительностп TIn' ,4') ,T|n),4')
отмечены звездочкамп).

Результат (66) заносим в столбец "Шаг 4" табл. 3 (стро-
ка 9), Отметим, что при выполнении шаm 4 значения величин
Tz (строка 3), Tg (строка 4), lб (строка 6) и ta (строка 7) остапись
без изменения.

Таким образом, в результате выполнения примера 2 с
помоulью табл. 3 сокращено время выполнеЕия проекта с
Ткр = 35 суток (формула (29)) д" временп t -- 31 суток
(формула (61)), т.е. на требуемое директивное время (фор"rу-
ла (13)):

А?диг = Ткр -ТН = 35 - 31 = 4 [сут.], (67)

lIри этом стоимость проекта увеличилась с величины
С(Ткр) -_ t44 м.пн.руб. (формула (23)) ло веллIчrrны С(41,) =
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- 151 млп.руб. (формула (62)), т.е. возросJIа на минпмаJIьную
величпну]

АС = с(4?) - С(Ткр) = 151- |44=7 [млн.руб.]. (68)

Оптимальное решение tt (см. формулу (ll)), обеспечfiваIо-
щее экстрема,Iьное значенпе целевоfi функшии (l0), лля условий
примера 2 имеет следующttf, вид:

I- - (6, 5,24,5,12, 6, 15, 1 1 , 9, 6). (69)

4. МаксимаJIьное сокращение временп выполненпя
комплекса работ при мпнимальном удорожанин его

стоим(юти

В ý 1 в выра}кениях (14), (1)-(4) определена в общем виде
математическая постановка рассматриваемоfi задачи ш дано ее
сравнение с за,дачей ý 3. Проиллюстрпруем полlск оптимального
решения задачи даннопо класса табличным способом на конкрет-
ном примере.

ПРИМЕР 3. Ддя бизнес-прочесса {(l), описываемого набо-

ром псходных данных (1)-(4), конкретпзированных в табл. 4,

максимаJIьно сокрагить время выполнения Ткр комплекса ра-
бот, предусмотренных процессом ((t), при мпнпмаJIьном удорФ.
ЖаниП его стоимостп при УслоВПи, что начальная величИЕаТкр
определена при

tj=tln"*j,j=ffi, (70)

зЕаченпя ве.пичин tmжj, j - m, приведены в столбце 3 табл. 4.

Сетевой график, соответствующиfi табл. 4, приведен на

рпс. 3. Анализ сетевого графика показыва€т, что е(:ть T ри пу-
ти (rn = 3) перехода процесса {(t) от псходIопо состояния z41 к
конечному состоянию Аб :

(71)

(72)

(73)

.L1 =(1,5)-ri=l,
i2=(3,6)+i=2,

Lg= (2,4,6) -r i = 3.
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Рис.3

Опредаtяя продолжштельностп Тl,Т2п 7з путеfi 1-3 по фор
муле (18) с учетом усповия (70) п данных табл. 3 (столбец 3),
получа€м:

Ц = t.""r * f-.r, = 6 * 9 = 15 [ел.врJ,

1

ъ = t-"хз *tmaxб = 8 + 4 - 12 [ел.врj,

Ъ = fmaxz *fmaxl *tmахб = 5* 12*4 = 21 ["д.врJ

(74)

(75)

(76)
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Из выра:кений (71)-(76) после упорядочения трех путей по их
дJIптельностп, получа€м:

Lз = (2,4,6) -+ Тз = 2| €д.вр., (7i)

Д1 = (1,5) -+ 7i = 15 ед.вр., (78)

L2 = (3,6) -+ Т, = 12 ед.вр.. (79)

Анапиз выражений (77)-(79) показывz}gг, что время выполнения
комплекса работ ?6р прп условип (70), т.е. TKp(l), определяется
следующим образом:

TKp(I) = mах{Ъ, Tt,Tz| = mах(21, 15, l2) - 2t (ел.вR.), (80)

при этом стоимость С[Ткр(r)] выполнения комплекса работ с

учетом выражения (22) равна:

С[Ткр(Т)]=С(21)=I

= 150 * 200 + 650 + б20 + 300 + 100 - 1920 [лен.ел.]. (81)

Согласно выражениям (77) и (80) в ceтeBo}r графике (рис. 3)

имеется одиц крптическпй путь - путь 3, т.е.

пкр = |. (82)

Состав работ критиllеского пути 3: работы 2,4 п 6,

Таким образом, перед rtачаJIом поиска оптимального реше-
нпя примера 3 (на нулевом шаге оптимизацrrи) имеем следующие
исходные данвые:

"l!), = t, ТРtr = 2l ед.вр., С["кр](0) - 1920 [пен.ел.], (S3)

Lmln J -
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;(О) = 11(О), tto),týo), tto),1[0), tlo)) =

= (f-.* 1, tmах2,imахз, tmах4,fmа*б,tmах6) =

= (6,5,8,12,9,4), (84)

4ol = 21, TJo) _ 15,?j0) = 12 +d =

= (l5, I2,2|)= (TIo),z{o),4o)). (s5)

В тбл. 5 прпведены результаты расчета ве.ппчиш AI; (по

формуле (3t)) п .\; (по формуле (8)) на осЕове данных тбл. 4,

упорядоченных в соответствии с прпоритетным рядом (77)-(79)
и по ве-личине );.

Определим оптпмаJIьное решение:

7- - (ti,r;,r;,t;,r;,ra) (86)

примера 3 птерационным путем с помощью спецпальной
та,бл. 6 - таблицы опт}tмпзацпи сетевоf, моделш, структура ко-
торой аналогична табл. 3. В левую часть табл. б внесены дапные
выралкений (77)-(79) ш табл. 5.

В столбец do) ,"бrr. б вкесепы исходные дiшные, опрqделен-
ные в выражепиях (83)-(85). Логика выполнения проtlедур на
шагах 1-7 в табл. б аналIогична тому, как эт0 осуществлялось на
шагах 1-4 в табл. 3.

Таблица 5

l

2

6
1

5
3

1

2
3
4
3

20
25
10

30
40
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шдг l. За счет сокращенил времени выполнения работы
4 на одни сутки получа€м после выполнения процедур шага 1

(см. ý 3):

t!1) - 1[0l - 1 = 12 - 1 = 11 [ел.вр.],
lt!t1 -4-1=3[ел.вр.],
I* = (6,5,8,11,9,4) [ел.вр.],

4'l = 4ol - 1 = 21 - 1 = 20 [чд."рJ,
4? = *.х({'), {'), 4')) = max(l5, 12, 20) =

= 20 [ед,вр,],
сlтбрlТ(1)1| = C\TKp(l(0)1 + Ас -_ 1920 * 15 = 1935 [лен.ел.],
Г = (15, 12,20) [ел.вр.],
n!]} = r.

(87)

(t]8)

Полученные на шапе 1 результаты (87) заносим в столбец
"Шаг 1" табл. 6.

ШАГ 2-ШАГ 4. За счет сокращения времени выполненця
рботы 4 на сутки IIа каждом шаге 2, шаге 3 п шапэ 4, т.е. в
целом на трое суток, после выполненпя шага 4, получаем:

t!a) = rttl - 3 = ll -3 = 8 [ел.вр.],
Atlal = Atltl - 3 = 3 - 3 = 0 [ед.вр.],
I(а) = (6,5,8,8,9,4) [ел,вр.],

4'l = 4'l - 3 = 20 - 3 = 17 ["д.врJ,
Tl\ =max(T{a), 4n), Z{п)) = max(15, 12, 17) =

- 17 [ел.вр.],
C[TKp(T(n))l= C|TKp(l(+)1+ Аа * }а * )а =_ 1920 + 15 + 1б + 1б = 1980 [лен.ел.],

Т(') = (?,(О), ?jn),4n)) = (15, 12, 17) [ел.вр.],

"!|)" = l.

Промежуточные результаты и итог выполнения шаr,а 4 зано-
сим в столбцы "Шаг 2', "Шаг 3" и "IIIаг 4" тбл. 6.

[lIАГ 5. .Щ,альнеfiшее сокращение па сутки времени выпол-
нения комплекса раЬт Т[а} па данном шаге осуществим за счет
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сокращения времеЕи вь[полн9ния t2 работы 2 па одни сутки (ре-

сурс сокращения времени ta работы 4 псчерпан, т.к. At!a) - 0 в

формуле (8Е)). В результате получа€м:

tts) = 1(а) _ t = 5 - 1 = 4 [ел,вр.],
AtlЭl = at!+l - 1 = 1 - 1 = 0 [ед.врJ,
7(ь) = 11[ь), 1У',,ý'',l!Ъ:i,i:ý?,а 

[ел.вр],
z{ul = 4nl - 1 - 17 - 1 = 16 [ел.вр.],

4? = -о*{{б),rts),dВ)1 =
= mах(12,15, 16) - 16 [ел.вр.],

с[т*r(I('))] = cpkp(T(o))]* l, -
- 1980 * 20 = 2000 [лен.ел.],

T(u) = ("{u)'4u)'{lr; 
l5,16) [.д."рJ,

пцр = t.

(89)

Результаты (89) заносшм в тбл. 6 (столбеu "Шаг 5"). 3аме-
тпм, что к моменту завершенпя этапа 5 возможЕость сокращения
Тцр засчет работ 4 и 2 псчерпанаl так как At!a) = Att5) = 0 (см.

формулы (88) и (89)).
IТIАг 6. Сокращеппе времени выполвенI|я комплекса ра-

Оот Td5} на данном шале осуществим за счет сокращения на од-
нп сутки следующеfi по приорштету (см. столбец )з., строк} 7
табл. 6) работы 6. В результате получ€l.ем:
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t[6) = 15bl - 1 = 4 - 1 = 3 ["д.врJ,
At[c) = At[b) - |=2- 1- 1[ел.вр.],

I(6) = (6,4,8,8,9, 3) [ед.вр.],

{ul - 4'l - 1 = 16- 1 = 15 [ел.вр.],
qf} = -u*{T{6),du),4u)} -

= max(15,11,15) = l5 [ед.врJ,
c[7kp(i(6))] = c[rkp(i(u))J+ ,ru =

= 2000 * 25 = 2025 [лен.ел.],

Т(6) - (Tlu),4u),4u)) =
- (15,11,15) [ел.вр.],

п(})" = 2.

Результаты (90) заносим в табл. 6 (столбец "IIТх,1 6"). Под-
черкнем, что так *u* 

"t]} = 2, то посJIе этапа б в сетевом графике
два критических путп 3 и 1 (в табл. б в строках 1-2 продолх<и-

тельности этих путеfi 4') n {6) оrr"""ны звездочкой).
ШАГ 7. .Щ,ля сокращенпя времени выполнения комплекса

ра5от на одни суткш npn 
"!|| = 2 требуется на однп сутки однФ,

временно сократить продол}кптельпость как пути 3, ,.". du), r"*
и пути l, т.е. Т{6). Продол>ltительность путш 3 уменьшаем на сут-
ки за счет того, что сокраща€м на сутки вр€ма выполнения рабо-
ты 6, т.е. 

'bu). 
Но работа б входит лишь в путь 3 (см. формулу

(77)), ко не входит в путь 1. В связи с этпм помимо сокраще-
ния временш t[6) на сутки сокраща€м на эту же вепцчпну время
выполнения работы 1, т.е, t[6). В результате получztем:

t[7) =15ol - 1= 3_ l = 2 [ел.вр.], (91)

At[zl =ar[Gl- 1= 1-1=0 [ед.вр.], (92)

t|7) =1(z) - l =6- l =5 [ел.вр.], (93)

Artz) - Atto)- 1=3_ 1=2 [ед.вр.], (94)

il7) == 1tt7), tt?),1ý7), tý?),11zl' = (5,4,8,8, 9,2) [ел,вр], (95)

(90)
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4'l = 4ul _ 1 = 15 - 1 = 14 [ел.вр.],

?,(') = 4u) - 1 = l5- 1 = 14 ["д.чр.],

Т(7) - ("I'), d'),4')) = (l4, 10, t4) [ел.вг.J,

Tftr =mах(Т{7), Zjz), f7)1 =

= max(t4,10,14) = 14 = 4'l = Т{7) [ел.вр.],

пf)р = 2,

С[т"r(Т(0)1= C|TKp{l(6))J+ lo * Ar =

- 2025 + 25 + 10 = 2060 [лен.ел.].

В силу вырахtениil (88), (89) и (92):

Attal=attsl=дt[zl=o.

(97)

(96)

(98)

(99)

(l00)

(l0l)

( 102)

Результат (102) имеет фундамента-пьное значение для решае-
мого примера 3: все ресурсы по сокращению времени выполне-
ния работ критическогiо пути 3 исчерпаны - нет возможности
дальнеf, шего сокращения продолжительности d') nyr". отсюда
следует:

4'l = Ёfl{Ъ} - min{t2 *fц *fo} = tz-in *ta-in * to,nin =

=4+8 *2=|4 - min(TKp(T)) [ел.вр.]. (103)

В силу результата (103) решение (95) является оптима.lьнtлм, ,г.е.

выраженllе (86) примет следующпfi вид:

Г = Т(') = (5,4,8,8,9,2), (l04)

а результаг (101) является экстремальным зfiачением целевой
функцпп (14), т.е.

Ciin = С[ткр(7-)]= 2060 [ден.ел.] (105)

Результаты (10а) и (105) - оптимальное решен}rе примера 3.
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5. МаксимаJIьное снпжение стоямости проекта при
фпксированном времевп епо выполненпя

В ý 1 в выра:кениях (17), (1)-(4) определена в бщем виде

математическая постановка рассматриваемой оптимизаIшонной
задачи и указана методологическая особенность данной задачи
по сравнению с задачами, решенными в пршмерах 1-3. Проил-
люстрируем пошск оптимiшьною решения задачи данного класса
тбличным способом на конкретном прпмере.

ПРИМЕР 4. Ддя бпзнес-проuесса {(t), рассматривir€мого в
примере 3 и данные о котором пршведены в тбл. 4, табл. 5, в се-

тевом графике, изображенном на рис. 3, максшмально coкpaтrtтb

стоимость проекта Спр[?кр(Т(О))] no" фиксшрованfiом временш

выполнеЕия проекта Zk"(T(o)) прп услоDии, что

7(О) - 11[0), tt0), 1l0), tto), 1ý0),1[0)i =
= (f .in 1 l tmin 2l 1min зl tmin 4 l tmin 5, tmin 6),

что согласно табл. 4 (столбеш 4) равно:

7(О) - 1з,4,5,8,5,2). (106)

Из выражения (106) следуgт, что в отличие от задачп при-
мера 3 (см. формулу (70)), когда в исходЕом перед оптпмиза-

цией состоянип (Т - Т(О)) все ра,6оты сgгевого графика (рпс. 3)

имеют максима.IIьную продолжительность (см. столбец flo) 
"табп. 6, т - r(о) и стoлбец 3 в тбл.4), в рассматрпва€мом прп-

мере все работы сgгевого графrrка (рис. 3) имеют мпншмiшIьную
продоJr}ки,гельность. В этом случае стартовая стопмость проек-

та: СпрFк"(Т(О))] согласно формулам (9), (106) и табл. 4 опре-
деJIяется следующпм образом:

Спр["кр(Т(О))] = Ё cr,(t;) = Ё r;(r-*;) = f "-"*, =j=l j=l j=l
- 180 + 220 + 770 + 580 + 420 + l50 = 2320 fuен.ел.]. (107)

Из выраженпП (71)-(73), (106) продолжительностп путеfi
Т{0), 7{0), 4о) опо**яются слqдующпм бразом:

rr(О) =t[0)-.,.tEol = 3*5 =8 [ед.вр.], (108)
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4ol - t[0) -.,. ;1ol = 5 + 2 = 7 [ед.вр.], (109)

4ol =tl0) -,rlt0l+rbo) = 4+8+ 2-_L4[ед.вр.]. (110)

Таким образом,

flol - (TIo),4o),4o)) = (8,7,14). (l11)

Продопжительность выполнеЕия проекта Т*"(7(О)) наfiдем
сJIедующим бразом:

Т*"(7(О)) = mux(T{o),4o),4o)) = max(8,7,14)- 14 = 40).
(1l2)

Из выражения (1l2) следует, что прп Т = I(0) один критический
путь - путь 3, при этом

"l!} = r. (11з)

.Щ,ля поиска оптпмапьною решения I* (см. формулу (86)),
максимаJIьно сокращающего стоимость проекта Спр(?кр) при

ее начальном значенип Спр[?кр(I(О)11 = ZЗZО ден.ед. (см. фор-
мулу (107)) и постояпном времени выполнения IIроекта Ткр =
- 14 ед.вр. (см. формулу (ll1)), составим тбличу оптимизации
сетевой модели - табл. 7, полностью идентичную по структуре
и данЕым левой части табл. 6.
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Таблица 7

JY!

п/п

Перечень
работ пути i,

i = I,2r3 т

flol
пDи
_ 7(0)

Шаг [
7(t)

Шаг 2

d,l
Шаг 3

d,l
1

2
3

iз - (2,4,6)
Д1 = (1,5)
Д2 = (3,6)

14*

8
7

I4*
8
10

l4,
12

10

т4*
14*

10

4
Номер
рботы

J
.\i Ari т(0) т(1) {,l 7(З)

5
6
7
8

9

10

4
2

6
1

5
3

15
20
26
10
30
40

4
1

2

3
4
3

8
4
2

3
5

-}ь

8

4
2

3

-+
8

5

8
4
2

3 -}
9

8

8
4
2
5

9
8

1l
12
lз

пкр
'Гкр(l), [ед.вр.]

С[Ткр(7)], [лен.ел.]

1

14

2320

1

l4
2200

1

14
2080

2
14

2060

В столбец do) ,бrr. 7 занесены результаты (111), (106),
(ll3), (112) и (107).

Как уже отмечаJIось в ý 1, методология решения оптимпзаци-
онной задачи пршмера 4 состоит в следующем: сокращать стои-
мость проекта Спр[Ткр] прпТцр = сопst = 14 за счет увеличе-
ния вреМени выполнения некритических работj ё JKp. Заметим,
что ./др на шаt€ 1 включает рботы критического пути 3, т.е. ра-
боты 2,4,6. Следовательно, к некритrrческим работам на шаге 1

относrтся работы 1,3,5. Но так как мы стремимся максима,Iь-
но сократпть стоимость проекта СпрFкр], то сокращать время
выполнения некритшческих работ следует по следующему прrrо-

ритету: tз + t5 -) f1, так как согласно табл, 7, )з = 40,)5 = $Q,
Ar = 10, т.е.

lз ) дs ) Ar. (114)

В отличие от табл. 6, где дJIя сокращенuя Тgр lra единиIlу
времени отве,цен отдельныfi столбец, при поиске оптимального
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решения в табл. 7 однотппные шаги, связанные с сокрашlением
времени выполнения одrоfi и той хсе рботы j Q JKp - (2,4,6),
объедпнены в один шаг. Это упрощает анаJlиз и оптимизацию
сетевых моделей.

ШАГ 1. Сокращение стоимости проекта Спр[?кр] на ланном
шаrt осуществим 3а счет сокращения стоимости сз Выполненпя
работы 3 на 120 ден.ед. при увеличении времени ее выполнения
с týo) = 5 ед.вр. до rl1) = 3 

"д."р.,r.е. 
на Аlз = 3 ед.вр,, в связи с

чем, согласно формулам (106) и (107):

спр[fiбр(I('))] = сп"[т*r(I(О))]- Аз .A^t1) =

= 2320 - 40.3 - 2200 [дu"."д], (115)

;(t) _ p(o),rto),1týol + atto)1,tto),týo),t[0)1 =

= [3,4, (5 + 3), 8, 5,2] = (3, 4,8, 8, 5, 2). (1 16)

Согласно выражецик) (116) прололжительности 
"Il) 

n 4')
путеfi 1 и 3 не изменятся, а продоJIжительность dl) uу.и 2 за
счет увеличения временп 

'У) 
выполнения работы 3 на

Attol = 3 ед.вр. возрастет (см. формулу (109)):

4'l =4О)+Аr[0) =7*3= l0 [ел.вр.], (117)

пр1,1 этом

7(') = (4'),d'),z{')) = (8,10,14). (1ls)

Так как

4'} = -*'"':':::;I,];,= 
14 =,/.{l), (119)

то после выполнешия процелур шага 1 останется единстlrенныfi
крлtтическиfi путь 3, которыfi составJIяет работы 2,4п6, при этом:

"l}} = r. (l20)
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Выполнение шага l завершается занесеЕием результатов (115)-
(120) в столбец "IIIаг ]." Ta,6.1,I. 7. Подчеркнем: за счет выполне-

ния процедур шага 1 стоимость проекта Спр|Ткр(l(О))] ("*n. фор-
мулу (107)) сокращена на 120 ден.ед. (см. формулу (115)), при

этом ресурс Atý0) = 3 увеличения временш 
'[0) 

выпо.пненпя ра.-
бот 3 исчерпан, так как

дrý')=дtýol-з=з_з=0. (121)

ШАГ 2. Сокращепие стоимости проекта Спр[Ткр(il'))] n"
ЛаННОМ ШаГе ПРОВеДеМ За СЧеТ СОКРаЩеКИЯ СТОИМОСТИ Сб ВЫПОЛ-

нения работы 5 на 120 ден.ед. при увеличении временп ее вы-
полнен}rя с 

'[0) 
= 

'[') 
= Ь ед.вр до t[') = g ед.вр.l т.е. на Дt[ol =

= At[') = 4 ед.вр., при этом согласно формулам (115) и (116):

Спр[Ткр(Т('))] = cn"[T*"(T('))]- дь .лrý') -
- 2200 - 30 .4 = 2080 [лен.ел.], (l22)

'(2) 
- ('(l)'''"'''];tr,Ir::H:'l; 

8,8,9,2) (12з)

Согласно выражению (l22) продоrr*"r"rr"rо"тп Tl2| 
" 4')

путей 2 и 3 на шаге 2 не изменяgгся, а продолх(птельность T{z)
пути 1 возрастет за счет увел}tченпя времени t[2) вr,rолнения

работы 2 на Atý]) = 4 ед.вр. (см. формулу (108));

4') =T,(')+Arýtl * 8+4= 12[ел.вр.], (124)

при этом

7(z) - ("J'),d'),4')) = (12,10,14). (125)

Так как

TN), =nrax({2),4'),z{')) - mах(12,10,14)* 14 = d2), (126)
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то после выполненпя процедур шага 2 остане,гся едипственный
критическиft путь 3, включалошпfi работы 2,4 п 6, при этом:

"l]} = r. (12?)

Выполнение шага 2 завершается занесением резу.цьтатов
(122)-(127) в столбец 2 табл. 7. Отметим, что в результате вы-

полнения шага 2 стоимость проекта Сп"[?кр(i('))] (см.6ормулу
(115)), сокращеЕа на 120 ден.ед. (см. формулу (l22)), при этом

ресУрс Arlt) = 4 увеличения времени t[') выполнения рботы 5
исчерпан полностью, так как

atýzl=atýl)_ 4__4_4=0, (128)

ШАГ 3. Сокращение стоимости проекта Спр[7кр(Т('))] ,ru

данном шаге окажется последним из возмо)t(ных - 
за счет со-

кращеншя стоимости с1 выполнения работы l на 20 ден.ед. при
увеличенпи времени ее выполпения только на две из трех воз-
можных 1lt!2) = 3) ед.времени с t|2) = 3 ед.вр. до 

'13) 
= 5 ед.вр,,

прп этом соl,ласно форму.пам (122) и (123):

Спр[Тgр(Т('))] = с'"[т*r(Т('))] - 11 ,2 =

- 2080 - 10 . 2 - 2060 [ден.едJ, (129)

7(з) - 11(z) - 
'' '':'Ё'l 

;1,1i;;ff:'l;,8,8,9,2). (1з0)

Согласно выра)i(ению (130) пролоJ,I}(ите.пьности dЗl , 4')
путей 2 и 3 на шаге 3 не изменятся, а прололжительность Т{Зl

пути 1 возрастет за счет увеличения t!3) upeMe"" выпо.тнения

работы 1 на 2 ед. времени, что меньше резерва возможfiого уве-
личения Шlzl - 3 на одну ед. времени:

?i(З) = TI') + 2 = |2 * 2 = |4[ел.вр.],

при этом

7(') = (4'),4'),zj{')) = (l4,10,14). (1з1)
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Так как

4} = ma:c({'), 
"(З), 

т(З)1 =

= mах(14, 10, 14) = 14 = TJ3) = Т{3), (132)

то после выполненпя шага 3 пояDляется новый критпческпfi путь
1 rr с этого момента будет два критпческих пути 1 и 3, включа,ь
щих работы:

JKp = Lt* Lз = (1,2,4,5,6),

т.е, по существу все работы, за исключением рабmы 3, являются
критическимш, что, - согласно требованиям решаемоfi задачи:

Т*"(7(О)) = |4 = сопвt, (l33)

свидетельствует о том, что ресурс сокращения стопмостп проек-
та Спр(Ткр) исчерпан, так как возможности сокращения стоп-
мостп са единственноfi некритшческой работы З псчерпап в ходе
выполнения шага 1 (см. формулу (121)). При этом:

пf)е = z. (1з4)

Выполнение щага 3 завершается занесенпем результатов (129)-
(13а) в столбец "[IIg,р 3" табл. 7.

Таким образом, оптимаJIьное решенпе Т* решаемой задачи
имеет вид:

i" = Т(") = (5,4,8,8,9,2),

прш этом, соглЕ[сЕо формуле (129):

Cfip-in = Спр[Ткр(т('))] = 2060 ден.ед.

подчеркнем совпадепне оптимаJIьЕых ршений задач приме-

ров 3 ш 4: см. столбец "ТIIз,1 7" в табл.6 и столбец "IIIаг 3' в
табл. 7, при этом к этпм одшнаковым оптимаJIьным решения-
ми (см. формулы (10а) п (135), (105) и (136)) прlr шсследованпи
сетевой модели, заданноfi в табл. 4, мы пришлп при "противопо-
ложных" Есходных данных: см. столбец СО) ,u6rr. б и столбец

(135)

(136)
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7(О) .uбr. 7 - в примере 3 в шсходных условllях все рботы име-
ют макспмаJlьную продолжительность (см. формулу (70)), а в
пр}tмере 4 все работы перед этапом оптпмпзации имеют мини-
маJIьную продолжительность (см. формулу ( 106)).

6. МаксимаJIьное сокрацlенпе стоимоGти lrp<reкTa прп
фиксированном временп ею вь[поJIнения,

ограничиваюцfим время выполнения
некритических работ

Проиллюстрируем поиск оптимальново решения задач дан-
ного кJIасса табличным спосбом на конкретном примере.

ПРИМЕР 5. Решшть пример 4 при условпи. что MaKc}tMaJIb-
ная продолжштельЕость tбаx.1, некритических работ j Ф JK р оtра-

ншчева лшшь заданным временем выполЕения проекта r*r(I(О)).
.Щдя сформулированных условиf, справедливы выражения

(106)-(112). flдя поиска оптимаJIьного решения построим та-
блицу оптимпзациш рассмадрпваемоfi сетевоfi модели - табл. 8,

идентшчную по структуре тбл.7. Столбцы 7(О) u ,uбr,. 7 и 8
пдентичны. Заметим, что в строках Е-10 табл. 8 в столбце Atj
для некритическпх работ 1,5 и 3 резервы Atr, уве.пичения време-
нц выполнеппяti этих рбот, j € JKp, в исходных условиях не
определены - величI!ны Atj,Ati и Ati являются производны-

ми оптимальною решения: r' - (ti,r;,ti,rl,rl,rБ), т.е. согласно
выражению (106):

!j0)=t,,';n;, j=lД-

Ari - ti - t-in t,

Аr; = tl - |n'in s,

Аr;-li-t.iпз.

(l37)

(138)

(139)

(140)
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Таблица Е

Ji,
пlп

Перечень
работ пути i,

i = 1,2,3
flol Шаг 1

d,l
Шаг 2

C,l
1

2

3

Дз = (2,4,6)
L1 = (1,б)
Д2 = (3,6)

l4,
8

7

14*

8

l4*

14,
14*

l4*

4
Номер
работы

J
.\i At; J(0) т(1) ;(Z)

5
6
7

8

9
10

4
2

6
1

5
3

15

20
25
10

30
40

4
I

2

8
4
2
3
5

-}5

8

4
2

3
5 -+
L2

8

4

2

3
i1
|2

11

L2
lз

пкр
TKp(i), [ел.временп]
C["Kp(T)J, [д""."д.]

1

l4
2320

2
14

2024

3
L4

1860

ШАГ 1. Сокращение стоимости проекта Спр[Ткр(Т(О))] =
- 2320 ден.ед. ("r. формулу (l07)) на данном шаI€ прове-
дем за счет сокращенI4я стоимостп Сз выполненпя работы 3 на
280 ден.ед. при максшмаJIьЕо допустимом увеJIиченпи времени ее
Выполнения с 

'l0) 
= 5 ед.вр. ло t[l) = 12 ед.вр., т.е. на Дtз..* =

= I2-5 = 7 ед.вр., прп этом :

il') = (t1'), tt'), t$), rtl), r(1), t[l)1 =

= (tto),ttO), tý0) ..,. 7,1!0), tý0), 1[0); =

= (3,4,5 + 7, Е,5,2) - (3,4, 12,8,5,2). (141)

Согласно выражепию (l41) продолжительности r{1) rr d')
путей 1 и 3 не изменятся, а продол]кктельЕость ?dl) пуrп 2 вы-
рЕrcтет за счет увелпчения времепи выполнепия работы 3 на 7 ед.
времени"г.е.

z1'l = 4О) + Аlз-"" --7 +7 = ].4 ед.вр.= ?6р(I(0)), (142)
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при этом

d'l - (т{'),4'),4')) = (8,14,14). (l4з)

Из выражения (142) находим:

Аfз..'. = Аrа = Т*r(I(О)) - Zdol =

= 14-Z-7 [ел.вг.J. (144)

После увеличения времени tto) urполнения работы 3 на вели-
чину Дtз."* = 7 ед.вр., работа 3 стала кри,гt{ческой и да.пьнейцlее
сокращенпе времени выполнения tf) ланноR работы невозможно
(см.формулу примера 5).

Согласно выражению (14l) стоимость выполttения проекта

Спр["кр(I(')11 ,rо"rr" шага 1 с учgгом выражений (107), (1аа) и
табл. 8 опреr'lеляется следующим образом:

СпрFкр(Т('))] = cn"[T*"(T(o))]- lз.Аtз =

- 2320 - 40 .7 - 2040 [лен.ел.]. (l45)

Согласно выражению (143) время выполнения проекта

Т*, (Т(О)) сохраняется, т.е.

Т*'(Т(')) = -"]::;1;,: 
4-7(tl=4,), (146)

при этом имеется два крптических пути (пути 2 и 3), вк.lIючаь
щих критическпе работы:

;f} = ДЬ') + r!') = (2, 3,4, 6), (147)

"[}, = Z. (14S)

Согласно выраженпю (147) работы 1 и 5, относящиеся к пу-
ти 1, являются некритическими, а значит (по условию решаемой
залачи) время U!0) 

" 
1t0l шх выIIолнения можно увелпчивать до

тех пор, пока путь l не станет крит}tческим. Эту процедуру мы
выполнлtм на шаге 2.
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Выполrrение шага 1 завершается занесением результатов
(141)-(148) в столбец "IIIд,1 1" табл. 8.

ШАГ 2, Сокращение стопмости с5 выполIt€ния ра5оты 5 за
счет увеличения ее продолжительности на максима.,tьно допу-
стимое время Аts-.* = б ед.вр.,,.u. с týl) = 5 ед.вр. ло t[z) =
= 1.1. ед.вр., приведет к сокращению стоимости выполненшя

проекта Спр["кр(I(')11 " у,,"rом формулы (145) и табл. 8 до
величины:

СпрЕkр(Т('))] = Сп"[Т*"(I('))]- )5 .At5,n"* =

= 2040 * 30 . 6 = 1860 [ден.елJ, (149)

при этом
;(z) = 11(1),tt'),rf),rt'),tll) + Аrs."*, t[')) =

= (3,4,12,8,5+ 6,2) = (3,4,12,8, l1,2). (150)

Согласно выражению (150) прололжптельЕости Z{z) п Tt2)
путей 2 и 3 не изменятся (эти пути уже крптпческше), а путь 1

становится критическим, так как его продол)tштельносl]ь достI{г_
ла заданноfi величины:

Т|') -"l') +Ats."" = 8+6= 14ед.вр. =T*r(lo)). (151)

Из вырахсения (151) получа€м:

Аls,,,.* - Аr; =T*r(T(o))-TI') = 14-8 =6 [ед.вр.], (152)

прп э,гом

Т(') = (т{Ц,rtD,z{')) = (14,14,14) = 14 (15з)

и

Тн = mах({2),4'),4')) = mах(14,14,14) = 14. (154)

Выпо.пнение шага 2 завершается занесевI,tем результатов (149)-
(l5a) в столбец " IIIз,р 2" табл.8.
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Согласно выражениям (152)--(l53) в сетевой модели после вы-
полнеtIия шага 2 все пути критические, т.е.

"t]), = з. (l55)

На этом завершается поиск оптимаrIьного решения, так как olro

уже найлено на втором шаге (см. выражеtIия (150) и (1а9)):

i- - (ri, t;,ti,ti,r;,r;) = /2) = (3,4, 12,8,11,2), (156)

Cilp.in = Спр[?кр(;(z)11 = 1860.цеtl.е;r., (l57)

Аr;=7ед.вр., All=6e;t.Bp., (l58)

при этом время выIIолнения работы l в примере 5 не изменялось,
т.е. Ati = 0.
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