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ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

À. �. Òóìàíÿí

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ �ðåäãîëüìîâîñòü ðåãóëÿðíûõ ãèïîýë-

ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ïåðåìåííûìè êîý��èöèåí-

òàìè. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ

ñïåöèàëüíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óñòà-

íîâëåí êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ðå-

ãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ âåñî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ â R
n
.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: �ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ðåãóëÿðíûé ãèïîýë-

ëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, àïðèîðíàÿ îöåíêà, ðåãóëÿðèçàòîð, ìóëüòèàíè-

çîòðîïíûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà.

�1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

�åãóëÿðíûå ãèïîýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì ïîä-

êëàññîì ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïî Õ¼ðìàíäåðó (ñì. [1℄) è åñòå-

ñòâåííûì îáîáùåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ è êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

Òàêèå îïåðàòîðû áûëè ââåäåíû â 1960-70-ûõ ãîäàõ è èññëåäîâàíû ìíî-

ãèìè àâòîðàìè, òàêèìè êàê Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé [2℄, Â. Ï. Ìèõàéëîâ [3℄,

Äæ. Ôðèáåðã [4℄, Ë. �. Âîëåâè÷, Ñ. �. �èíäèêèí [5℄. Ñëîæíîñòü èçó÷åíèÿ

òàêèõ îïåðàòîðîâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðåãó-

ëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ íè îäíîðîäíûì, êàê â

ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå, íè îáîáùåííî-îäíîðîäíûì, êàê â ñëó÷àå êâàçèýë-

ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

Ñâîéñòâà �ðåäãîëüìîâîñòè/í¼òåðîâîñòè èçó÷åíû äëÿ íåêîòîðûõ êëàñ-

ñîâ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, íî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ îòíîñÿòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì è

êâàçèýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðàì. Ôðåäãîëüìîâîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðà-

òîðîâ â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ
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Ë. À. Áàãèðîâà [6℄, �. Á. Ëîêêàðòà, �. Ñ. Ìàêêîóíà [7, 8℄, Ý. Øðîý [9℄ è

äðóãèõ. Â ðàáîòàõ Ë. À. Áàãèðîâà [10℄ è �. À. Êàðàïåòÿíà, À. À. Äàðáèíÿíà

[11℄ äîêàçàíà �ðåäãîëüìîâîñòü äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ êâàçèýëëèïòè÷å-

ñêèõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â R
n
. Äëÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè â ðàáîòàõ �. Â. Äåìèäåíêî

[12, 13, 14℄ óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà èçîìîð�èçìà â ñïåöèàëüíûõ øêàëàõ âå-

ñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòàõ À. À. Äàðáèíÿíà, À. �. Òóìà-

íÿí [15, 16℄ ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè è êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ

êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ïåðåìåííûìè êîý��è-

öèåíòàìè íà øêàëå àíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Âîïðîñû ñòà-

áèëüíîñòè èíäåêñà êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà ñïåöèàëüíîé øêàëå

àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ èçó÷åíû â ðàáîòàõ [17, 18℄.

Ë. �îäèíî, Ï. Áîããèàòòî, Å. Áóçàíî (ñì., íàïðèìåð [20℄) èññëåäîâàíû

óñëîâèÿ �ðåäãîëüìîâîñòè è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ

ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ìóëüòèàíèçîòðîï-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïîëèíîìèàëüíîé âåñîâîé �óíêöèåé. Â ðàáîòå À. �.

Òóìàíÿí [19℄ ïîëó÷åí êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàñ-

ñà ðåãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ âå-

ñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ â R
n
.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåöè-

àëüíûìè ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâ-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (òåîðåìû 2.2 è 2.3). Ïîñòðîåí ðåãóëÿðèçàòîð è ïîëó-

÷åí êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ðåãóëÿðíûõ

ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ â R
n
(òåîðåìû 2.5 è 2.6). Êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ ðàñ-

øèðåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [15, 16, 19℄.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A, îïðåäåë¼ííûé
íà âñ¼ì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X è äåéñòâóþùèé â áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî Y , íàçîâ¼ì n�íîðìàëüíûì îïåðàòîðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

1. îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíóò

(
Im(A) = Im(A)

)
;

2. ÿäðî îïåðàòîðà A êîíå÷íîìåðíî (dimKer(A) <∞).

Îïåðàòîð A íàçîâ¼ì �ðåäãîëüìîâûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1-2 è

3. êîÿäðî îïåðàòîðà A êîíå÷íîìåðíî

(dim coker(A) = dimY/ Im(A) <∞).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Äëÿ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A, äåé-
ñòâóþùåãî èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y (A :
X → Y ), ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû R1 : Y → X è R2 : Y → X
íàçîâ¼ì, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðàìè, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: R1A = IX +T1, AR2 = IY +T2, ãäå IX , IY � åäè-
íè÷íûå îïåðàòîðû, à T1 : X → X è T2 : Y → Y � êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð R : Y → X íàçîâ¼ì ðåãóëÿðèçàòîðîì

äëÿ îïåðàòîðà A : X → Y , åñëè îí îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì, è

ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì.

Ïóñòü n ∈ N è R
n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, Zn

+, N
n
, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìíîæåñòâà n-ìåðíûõ ìóëüòèèíäåêñîâ è n-ìåðíûõ ìóëüòèèíäåê-

ñîâ ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ïóñòü N ⊂ Z
n
+ � íåêîòîðîå êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ, R = R(N ) � ìèíèìàëüíûé âûïóêëûé ìíîãî-

ãðàííèê, ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû èç N .

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîãîãðàííèê R íàçîâ¼ì âïîëíå ïðàâèëüíûì,

åñëè à) R ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîãðàííèêîì: R èìååò âåðøèíû â íà÷àëå

êîîðäèíàò è íà êàæäîé îñè êîîðäèíàò R
n
, îòëè÷íûå îò íà÷àëà êîîðäèíàò;

á) âñå êîìïîíåíòíû âíåøíèõ íîðìàëåé (n − 1)�ìåðíûõ íåêîîðäèíàòíûõ

ãðàíåé R ïîëîæèòåëüíûå.

Ïóñòü R � âïîëíå ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn−1
j ,

j = 1, . . . , In−1 (n − 1)�ìåðíûå íåêîîðäèíàòíûå ãðàíè R ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè âíåøíèìè íîðìàëÿìè µj
òàêèìè, ÷òî äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ

α ∈ Rn−1
j âûïîëíÿåòñÿ (α : µj) = α1

µ
j
1

+ · · ·+ αn

µ
j
n
= 1, ∂

′
R =

In−1⋃
j=1

Rn−1
j . Äëÿ

k > 0 îáîçíà÷èì kR := {kα = (kα1, kα2 . . . , kαn) : α ∈ R}.
�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)D
α, (1.1)

ãäå Dα = Dα1
1 . . .Dαn

n , Dj = i−1 ∂
∂xj
, x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, aα(x) ∈ C∞(Rn).

Îáîçíà÷èì

P (x, ξ) =
∑

α∈R

aα (x) ξ
α. (1.2)

Äëÿ êàæäîé (n−1)�ìåðíîé íåêîîðäèíàòíîé ãðàíè Rn−1
j , j = 1, . . . , In−1

îáîçíà÷èì

Pj (x,D) =
∑

α∈Rn−1
j

aα (x)D
α, Pj (x, ξ) =

∑

α∈Rn−1
j

aα (x) ξ
α.
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Äëÿ ξ ∈ R
n
îáîçíà÷èì

|ξ|R =
∑

α∈R

|ξα|, |ξ|∂′R =
∑

α∈∂′R

|ξα|.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð P (x,D) íàçîâ¼ì

ðåãóëÿðíûì â òî÷êå x0 ∈ R
n
, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0 òàêàÿ,

÷òî:

1 + |P (x0, ξ)| ≥ δ|ξ|R, ∀ξ ∈ R
n.

P (x,D) íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûì â R
n
, åñëè P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

â êàæäîé òî÷êå x ∈ R
n
.

P (x,D) íàçîâ¼ì ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíûì â R
n
, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòî-

ÿííàÿ δ > 0 òàêàÿ, ÷òî:

1 + |P (x, ξ)| ≥ δ|ξ|R, ∀ξ ∈ R
n, ∀x ∈ R

n.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ.

1. Ïóñòü m ∈ N è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, . . . , 0),
(m, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , m). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 1.4 ñîîòâåò-

ñòâóþò îïðåäåëåíèÿì ýëëèïòè÷íîñòè, à äè��åðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì.

2. Ïóñòü ν ∈ N
n
è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, . . . , 0),

(ν1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , νn). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 1.4 ñîîò-

âåòñòâóþò îïðåäåëåíèÿì êâàçèýëëèïòè÷íîñòè äëÿ P (x,D).

3. Ïóñòü n = 2 è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0), (8, 0), (0, 8)
è (6, 4). Òîãäà

P (x,D) = a1D
8
1 + a2D

6
1D

4
2 + a3D

8
2 + q(x),

ãäå a1, a2, a3 > 0 è q ∈ C(R2), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
2
.

4. Ïóñòü n = 3 è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, 0), (8, 0, 0),
(0, 8, 0), (6, 4, 0), (6, 0, 6), (0, 6, 6) è (0, 0, 12). Òîãäà

P (x,D) = D8
1 +D6

1D
4
2 +D8

2 +D6
1D

6
3 +D6

2D
6
3 +D12

3 + q(x),

ãäå q ∈ C(R3), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
3
.
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Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}∞i=0 ⊂ R+ òàêàÿ, ÷òî ðÿä

∑∞
i=0 ai ðàñ-

õîäèòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ai+1 < γai, ãäå γ > 0 è i = 0, 1, . . ..
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bi}∞i=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: b0 = 0, bi =
i∑

j=0

aj , i = 1, 2, . . .. �àññìîòðèì ñèñòåìó èíòåðâàëîâ

V0 =

{
r : |r − b0| <

2γ + 1

γ + 1
a0

}
,

Vi =

{
r : |r − bi| <

γ

γ + 1
ai

}
, i = 1, 2, . . . .

Ñèñòåìà {Vi}∞i=0 ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì äëÿ R+. �àññìîòðèì òàêæå ñèñòå-

ìó îòêðûòûõ îáëàñòåé Uj (j = 1, . . . , l), ïîêðûâàþùóþ åäèíè÷íóþ ñ�åðó

|x| = 1. Àíàëîãè÷íî ðàáîòå Ë. À. Áàãèðîâà [6℄ ïîñòðîèì ñèñòåìó îáëàñòåé

{Wp}∞p=1 è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ñèñòåìå ðàçáèåíèå åäèíèöû. Îïðåäåëèì

{Wp}
∞
p=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wp = V[ p−1
l ] × U

p−[ p−1
l ]l, p = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà îáëàñòåé {Wp}∞p=1 ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì äëÿ R
n

è min
x∈W p

|x| → ∞ ïðè p→ ∞.

Ïóñòü θ1, θ2 ∈ C∞(R) íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: θ1(t) = 1 ïðè |t| ≤
γ

2(γ + 1)
, θ1(t) = 0 ïðè |t| ≥

γ

γ + 1
;

θ2(t) = 1 ïðè |t| ≤
γ

γ + 3
4

, θ2(t) = 0 ïðè |t| ≥
γ

γ + 1
2

. Î÷åâèäíî, ÷òî

θ2(t)θ1(t) = θ1(t) ïðè âñåõ t ∈ R. Ââåäåì �óíêöèè:

θ10(t) = θ1

(
t

2γ+1
γ
a0

)
, θ1i (t) = θ1

(
t− bi
ai

)
, i = 1, 2, . . . ;

κ1i (t) = θ1i (t)

(
∞∑

j=0

θ1j (t)

)−1

, i = 0, 1, 2, . . . ;

κ20(t) = θ2

(
t

2γ+1
γ
a0

)
, κ2i (t) = θ2

(
t− bi
ai

)
, i = 1, 2 . . . .

Ýòè �óíêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. â êàæäîé òî÷êå t ∈ R+ îòëè÷íû îò íóëÿ îäíà èëè äâå �óíêöèè èç

ñèñòåìû �óíêöèé κ1i (t) è κ
2
i (t);
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2. supp κ1i ⊂ supp κ2i ⊂ {t : |t− bi| ≤
γ

γ+ 1
2

ai};

3. κ2i (t)κ
1
i (t) = κ1i (t) äëÿ âñåõ t ∈ R+;

4. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ∈ N ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cr > 0 òàêàÿ, ÷òî
∣∣Drκ1i (t)

∣∣ ≤ Cra
−r
i ,

∣∣Drκ2i (t)
∣∣ ≤ Cra

−r
i , i = 0, 1, 2, . . . ;

5.

∞∑
i=0

κ1i (t) ≡ 1.

�àññìîòðèì ðàçáèåíèå åäèíèöû {v1j}
l
j=1, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêðûòèþ

{Uj}lj=1:

l∑
j=1

v1j (ω) ≡ 1, ãäå ω =
x

|x|
. �àññìîòðèì òàêæå ñèñòåìó �óíêöèé

v2j (ω) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì supp v2j ⊂ Uj è v
2
j (ω)v

1
j (ω) = v1j (ω) äëÿ

j = 1, . . . , l.
Ââåäåì ñèñòåìû {ϕp}∞p=1 è {ψp}∞p=1:

ϕp(x) = κ1
[ p−1

l ]
(|x|)v1

p−[p−1
l ]l

(
x

|x|

)
,

ψp(x) = κ2[ p−1
l ](|x|)v

2
p−[ p−1

l ]l

(
x

|x|

)
, p = 1, 2, . . . .

Ýòè ñèñòåìû �óíêöèé îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. suppϕp ⊂ suppψp ⊂Wp;

2. ψp(x)ϕp(x) = ϕp(x) äëÿ âñåõ x ∈ R
n
;

3. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ Z+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cα > 0 òàêàÿ, ÷òî:

|Dαψp(x)| ≤ Cα

(
a[ p−1

l ]

)−|α|

, |Dαϕp(x)| ≤ Cα

(
a[ p−1

l ]

)−|α|

,

∀x ∈ R
n, p = 1, 2, . . . ;

4.

∞∑
p=1

ϕp(x) ≡ 1.

Îáîçíà÷èì

Q := {g ∈ C (Rn) : ∃c > 0 òàêàÿ, ÷òî g(x) ≥ c > 0, ∀x ∈ R
n} .

Äëÿ m ∈ Z+ è âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R îáîçíà÷èì ÷åðåç

Qm,R
ìíîæåñòâî âåñîâûõ �óíêöèé g ∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
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1.

1
g(x)

⇒ 0 ïðè |x| → ∞;

2. äëÿ β ∈ mR, β 6= 0 Dβg(x) ∈ C(Rn) è ñóùåñòâóåò Cβ > 0 òàêàÿ, ÷òî
|Dβg(x)|

g(x)1+(β:µj)
≤ Cβ äëÿ âñåõ x ∈ R

n, j = 1, . . . , In−1;

3. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δ = δ(ε) > 0 è p0 = p0(ε) > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ p > p0 ïðè max

j=1,...,l
diamUj < δ âûïîëíÿåòñÿ:

max
x,y∈Wp

|g(x)− g(y)|

g(y)
< ε, max

x,y∈Wp

1

g(x)
1

µmax a[ p−1
l ]

< ε,

ãäå µmax = max
1≤i≤In−1

max
1≤s≤n

{µi
s}.

Ïðèìåðû âåñîâûõ �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Qm,R
âêëþ÷àþò êàê ïîëè-

íîìèàëüíûå, òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûå âåñîâûå �óíêöèè, íàïðèìåð, (1 +
|x|R)l, exp (1 + |x|R)

r
ïðè l, r > 0.

Äëÿ k ∈ R è âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R îáîçíà÷èì

Hk,R (Rn) :=

{
u ∈ S

′

: ‖u‖k,R :=

(∫
|û (ξ)|2 (1 + |ξ|∂′

R)
2k
dξ

) 1
2

<∞

}
,

ãäå S
′
� ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ �óíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà, û � ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè u.
Äëÿ k ∈ Z+, q ∈ Q, âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R è Ω ⊂ R

n

îáîçíà÷èì

Hk,R
q (Rn) :=

{
u : ‖u‖

H
k,R
q (Rn) := ‖u‖k,R,q

:=
∑

α∈kR

∥∥∥∥D
αu · q

k−max
i
(α:µi)

∥∥∥∥
L2(Rn)

<∞

}
,

Hk,R
q (Ω) :=

{
u : ‖u‖

H
k,R
q (Ω) :=

∑

α∈kR

∥∥∥∥D
αu · q

k−max
i
(α:µi)

∥∥∥∥
L2(Ω)

<∞

}
.
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�2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü k ∈ Z+ è q ∈ Q. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

P (x,D) (ñì. (1.1)), ïðåäñòàâëÿåìûé â ñëåäóþùåì âèäå:

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)D
α =

∑

α∈R

(
a0α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
+ a1α(x)

)
Dα, (2.1)

ãäå aα(x) = a0α(x)q(x)
1−max

i
(α:µi)

+ a1α(x), D
β(a0α(x)) = O

(
q(x)

min
i

(β:µi)
)
è

Dβ(a1α(x)) = o
(
q(x)

1−max
i

(α−β:µi)
)
ïðè |x| → ∞ äëÿ âñåõ α ∈ R, β ∈ kR.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P (x,D) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Hk+1,R

q (Rn) â Hk,R
q (Rn).

Äëÿ N > 0 è x0 ∈ R
n
îáîçíà÷èì

KN (x0) := {x ∈ R
n : |x− x0| ≤ N}, KN := KN(0).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 7.1 èç ðàáîòû [22℄:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Q è P (x,D) äè��åðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð (2.1). Òîãäà îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R
q (Rn) → Hk,R

q (Rn), ÿâëÿåòñÿ
n−íîðìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå κ > 0
è N > 0 òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖k+1,R,q ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,q + ‖u‖L2(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn) .

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Qk,R
è P (x,D) äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.1), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x)−

a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R. Ïóñòü ñóùåñòâóåò κ > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖k+1,R,q ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,q + ‖u‖L2(Rn)

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn). (2.2)

Òîãäà P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
n
è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå

δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R

a0α(x)λ
1−max

i
(α:µi)

ξα

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′R), ∀ξ ∈ R
n, λ > 0, |x| > M. (2.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1 ðàáîòû [19℄ ñëåäóåò, ÷òî P (x,D) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R

n
. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.3).

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1 ⊂ R
n
òàêóþ, ÷òî |xm| → ∞

ïðè m→ ∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî xm ∈ Wm.

Ïóñòü m0 ∈ N è ϕ ∈ C∞
0 (Rn), suppϕ ⊂ R

n \

(
m0⋃
i=1

Wi

)
, ‖ϕ‖L2(Rn) = 1.

Îáîçíà÷èì ϕ̃m = ϕmϕ. Ïóñòü j ∈ {1, . . . , In−1} è ξ ∈ R
n
. �àññìîòðèì

�óíêöèþ ũj(x) = exp
(
i
(
q(xm)

1

µj ξ, x
))

ϕ̃m(x), ãäå µ
j
âíåøíÿÿ íîðìàëü

íåêîîðäèíàòíîé ãðàíè Rn−1
j òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ Rn−1

j âûïîëíÿåòñÿ

(α : µj) = 1.
Îáîçíà÷èì Rj = {α ∈ R : (α : µj) = max

1≤i≤In−1

(α : µi)}.

Òàê êàê q ∈ Qm,R
, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δ(ε) > 0 è m0(ε) > 0

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m > m0 ïðè max
j=1,...,l

diamUj < δ

|q(x)− q(y)| ≤ εq(y), ∀x, y ∈ Wm.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî r > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|q(x)r − q(xm)
r| ≤ τr(ε)q(xm)

r, ∀x ∈ Wm, (2.4)

ãäå τr(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Èç íåðàâåíñòâà (2.4) è òîãî �àêòà, ÷òî supp ũj,m ⊂ Wm ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò τ(ε) òàêîå, ÷òî τ(ε) → 0 ïðè ε → 0 è èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

‖ũj,m‖k+1,R,q ≥ (1− τ(ε)) ‖ũj,m‖k+1,R,q(xm), (2.5)

‖P ũj,m‖k,R,q ≤ (1 + τ(ε)) ‖P ũj,m‖k,R,q(xm). (2.6)

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m0 ∈ N è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà-

÷åíèè max
j=0,...,l

diamUj äëÿ m > m0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

‖ũj,m‖k+1,R,q ≥
1

2
‖ũj,m‖k+1,R,q(xm), (2.7)

‖P ũj,m‖k,R,q ≤
1

2
‖P ũj,m‖k,R,q(xm). (2.8)

Â ñèëó óñëîâèé íà âåñîâóþ �óíêöèþ q ∈ Qk,R
è �óíêöèè {ϕm}∞m=1 äëÿ

γ ∈ kR è ε > 0 ñóùåñòâóþò δ(ε) > 0 è m0(ε) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

m > m0 ïðè max
j=1,...,l

diamUj < δ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Dγϕm(x)|

q(x)(γ:µi)
=

|Dγϕm(x)|a
|γ|

[m−1
l ]

q(x)(γ:µi)−
|γ|

µmax q(x)
|γ|

µmax a
|γ|

[m−1
l ]

≤ ωγ(ε), (2.9)
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ãäå ωγ(ε) → 0 ïðè ε → 0. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî

îöåíêà

‖ũj,m‖k+1,R,q(xm) ≥
∑

β∈(k+1)Rj

|ξβ|q(xm)
k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn)

− ω1(ε)
∑

γ∈(k+1)(R\Rn−1
j )

|ξγ|q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm), (2.10)

ãäå ω1(ε) → 0 ïðè ε→ 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.4 èç ðàáîòû [19℄ ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ β ∈ k(R\Rj) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 äëÿ âñåõ m > m0

èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∥Dβ(P (x,D)ũj,m)
∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−max

i
(β:µi)

≤ ω2(ε)
∑

γ∈(k+1)(R\Rn−1
j )

|ξγ|q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm), (2.11)

ãäå ω2(ε) → 0 ïðè ε→ 0. Äëÿ β ∈ kRj èìååì

∥∥Dβ (P (x,D)ũj,m)
∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−(β:µj)

≤

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R

a0α(x)q(x)
1−(α:µj )Dαũj,m

)∥∥∥∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−(β:µj)

+

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R

a1α(x)D
αũj,m

)∥∥∥∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−(β:µj). (2.12)

Â ñèëó óñëîâèé Dβ (a1α(x)) = o
(
q(x)

1−max
i

(α−β:µi)
)
ïðè |x| → ∞ äëÿ âñåõ

α ∈ R, β ∈ kR ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ β ∈ kRj ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

m0 äëÿ m > m0 âûïîëíÿåòñÿ

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R

a1α(x)D
αũj,m

)∥∥∥∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−(β:µj)

≤ ω3(ε)
∑

γ∈(k+1)R

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm), (2.13)

ãäå ω3(ε) → 0 ïðè ε→ 0.



Àïðèîðíûå îöåíêè è êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè 230

Èç óñëîâèé (2.1), lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ α ∈ R, q ∈ Qk,R

è íåðàâåíñòâà (2.4) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ α ∈ R è β ∈ kR ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøîì m0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè max
j=1,...,l

diamUj äëÿ m > m0

âûïîëíÿåòñÿ

∣∣∣Dβ
(
a0α(x)q(x)

1−(α:µj ) − a0α(xm)q(xm)
1−(α:µj )

)∣∣∣ ≤ τα,β(ε)q(xm)
1−(α:µj )+(β:µj),

(2.14)

ãäå τα,β(ε) → 0 ïðè ε→ 0.

Èñïîëüçóÿ (2.14), àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.4 èç ðàáîòû

[19℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 äëÿ m > m0 èìååò

ìåñòî îöåíêà

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R

a0α(x)q(x)
1−(α:µj )Dαũj,m

)∥∥∥∥∥
L2(Rn)

q(xm)
k−(β:µj)

≤

∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

a0α(xm)ξ
α

∣∣∣∣∣∣
∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn)

+ ω4(ε)
∑

γ∈(k+1)(R\Rn−1
j )

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm), (2.15)

ãäå ω4(ε) → 0 ïðè ε → 0.

Èç îöåíîê (2.11)�(2.15) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 äëÿ m > m0 ïîëó-

÷èì

‖P ũj,m‖k,R,q(xm) ≤

∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

a0α(xm)ξ
α

∣∣∣∣∣∣

∑

β∈kRj

∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn)

+ ω5(ε)
∑

γ∈(k+1)R

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm), (2.16)

ãäå ω5(ε) → 0 ïðè ε → 0.
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Òîãäà èç (2.2), èñïîëüçóÿ (2.10) è (2.16), ïîëó÷èì

∑

β∈(k+1)Rj

∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn)

− ω1(ε)
∑

γ∈(k+1)(R\Rn−1
j )

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm)

≤ κ



∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

a0α(xm)ξ
α

∣∣∣∣∣∣

∑

β∈kRj

∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn)

+ω5(ε)
∑

γ∈(k+1)R

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm) + ‖ϕ̃m‖L2(Rn)


 .

Òàê êàê {a0α(x) : α ∈ Rj} � îãðàíè÷åííûå �óíêöèè è xm → ∞ ïðè

m → ∞, òî ñóùåñòâóþò ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé {a0α(xm) : α ∈ Rj}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî {a0α(xm) : α ∈ Rj} ñõîäÿòñÿ, è äëÿ êàæäîé α ∈ Rj ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ ã0α òàêàÿ, ÷òî a0α(xm) ⇒ ã0α ïðè m→ ∞. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì m0 äëÿ m > m0 ïîëó÷èì

∑

β∈(k+1)Rj

∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn) − ω6(ε)

∑

γ∈(k+1)R

|ξγ| q(xm)
k+1‖ϕ‖Hk+1,R(Wm)

≤ κ

∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

ã0αξ
α

∣∣∣∣∣∣

∑

β∈kRj

∣∣ξβ
∣∣ q(xm)k+1‖ϕ̃m‖L2(Rn),

ãäå ω6(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
�àçäåëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà q(xm)

k+1
è ïðîñóììèðóåì ïî m >

m0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü Wm ïåðåñåêàåòñÿ ñ �èêñèðîâàííûì

êîëè÷åñòâîì äðóãèõ îáëàñòåé, ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 > 0 ïîëó÷èì

îöåíêó

C1

∑

β∈(k+1)Rj

∣∣ξβ
∣∣− ω7(ε)

∑

γ∈(k+1)R

|ξγ|

≤

∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

ã0αξ
α

∣∣∣∣∣∣

∑

β∈kRj

∣∣ξβ
∣∣ ,

ãäå ω7(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Âûáðàâ ñîîòâåòâóþùèé ε è óñòðåìèâ m0 → ∞ ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòî-

ðîé ïîñòîÿííîé C2 > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
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C2

∑

α∈(k+1)Rj

|ξα| ≤

∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

ã0αξ
α

∣∣∣∣∣∣

∑

β∈kRj

∣∣ξβ
∣∣ .

Èç ïîñëåäíåãî, èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.4) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1

èç ðàáîòû [19℄, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ j ∈ {1, . . . , In−1} ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
δj > 0 òàêàÿ, ÷òî ∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

ã0αξ
α

∣∣∣∣∣∣
≥ δj(1 + |ξ|Rn−1

j
),

ãäå |ξ|Rn−1
j

=
∑

β∈Rn−1
j

∣∣ξβ
∣∣
.

Äëÿ λ > 0 çàìåíîé ξ = (ξ1, . . . , ξn) íà λ
− 1

µj ξ =

(
λ
− 1

µ
j
1 ξ1, . . . , λ

− 1

µ
j
n ξn

)

ïîëó÷èì ∣∣∣∣∣∣

∑

α∈Rj

ã0αξ
αλ1−(α:µj)

∣∣∣∣∣∣
≥ δj(λ+ |ξ|Rn−1

j
).

Àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , In−1}. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 6.1 èç
ðàáîòû [3℄, ïîëó÷èì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∣∣∣∣∣
∑

α∈R

ã0αξ
αλ

1−max
i

(α:µi)

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′R), ∀λ > 0, ∀ξ ∈ R
n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ïðåäåëü-

íûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {a0α(xm) : α ∈ R}, ãäå xm → ∞, ïîëó-

÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R

a0α(x)ξ
αλ

1−max
i

(α:µi)

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′R), ∀λ > 0, ∀ξ ∈ R
n, |x| > M.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ q ∈ Q èç òåîðåìû 2.1 ðàáîòû [19℄ ñëåäóåò, ÷òî

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè âèäà (2.2) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ðåãóëÿðíîñòü P (x,D) â R
n
. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò,

÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Hk,R
q (Rn) ñ âåñîâîé �óíêöèåé èç êëàññà Qk,R

äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè âèäà (2.2), íàðÿäó ñ ðåãóëÿðíîñòüþ P (x,D),
íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ è óñëîâèå (2.3). Òåîðåìà 2.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äàí-

íûå óñëîâèÿ íà ñèìâîë îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûìè äëÿ

âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè (2.2) â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ.



233 À. �. Òóìàíÿí

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Qk,R
è P (x,D) äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.1), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x)−

a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R. Ïóñòü P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
n
è

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî
∣∣∣∣∣
∑

α∈R

a0α(x)λ
1−max

i
(α:µi)

ξα

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′
R), ∀ξ ∈ R

n, λ > 0, |x| > M. (2.17)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå κ > 0 è N > 0 òàêèå, ÷òî

‖u‖k+1,R,q ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,q + ‖u‖L2(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn). (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòüm0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ñèëó ñâîéñòâ ñèñòå-

ìû �óíêöèé {ϕm}
∞
m=0 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖2k+1,R,q ≤ C

(
m0∑

m=0

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q +

∞∑

m=m0+1

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q

)
,

∀u ∈ Hk+1,R
q (Rn). (2.19)

Èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èç ðàáîòû [23℄,

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè C1 > 0 è N1 > 0 ïîëó÷èì îöåíêó

m0∑

m=1

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q ≤ C1

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN1

)

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn), (2.20)

ãäå N1 òàêîå, ÷òî

m0⋃
i=0

Wi ⊂ KN1 .

Îáîçíà÷èì

P0(x,D) :=
∑

α∈R

a0α(x)D
α,

L(x,D) :=
∑

α∈R

a1α(x)D
α,

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

[
ψm(x)

(
a0α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
− a0α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
)

+a0α(xm)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

]
Dα, m = 1, 2, . . . .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèñòåìû �óíêöèé {ψm}∞m=0, óñëîâèÿ äëÿ êîý��è-

öèåíòîâ lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ α ∈ R, q ∈ Qk,R
è íåðàâåíñòâî
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(2.4), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ α ∈ R è β ∈ kR ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øîì m0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì max
j=1,...,l

diamUj äëÿ m > m0 èìååò ìåñòî îöåíêà

∣∣∣Dβ
(
ψm(x)

(
a0α(x)q(x)

1−maxi(α:µi) − a0α(xm)q(xm)
1−maxi(α:µi)

))∣∣∣

≤ τα,β(ε)q(xm)
1−maxi(α−β:µj),

ãäå τα,β(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è òåîðåìû 2.2 ðàáîòû [11℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîì m0 äëÿ m > m0 îïåðàòîðû Pm(x,D) : Hk+1,R
q (Rn) →

Hk,R
q (Rn) îáëàäàþò îáðàòíûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì, èç óñëîâèÿ (2.17)

ñëåäóåò, ÷òî íîðìû ýòèõ îïåðàòîðîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà ñ íåêî-

òîðîé ïîñòîÿííîé C2 > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q ≤ C2‖P

m(ϕmu)‖
2
k,R,q, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn),

ãäå C2 íå çàâèñèò îò m.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pm(ϕmu) = P0(ϕmu) äëÿ âñåõ u ∈ Hk+1,R

q (Rn) ïðè m =
1, 2, . . . ïîëó÷èì

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q ≤ C2‖P

m(ϕmu)‖
2
k,R,q ≤ C2‖P0(ϕmu)‖

2
k,R,q, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).

Èç ñâîéñòâ �óíêöèé {ϕm}∞m=1 è îöåíêè (2.9) íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîìm0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì max
j=1,...,l

diamUj äëÿ m > m0

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè C3, C4 > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖ϕmP0u− P0(ϕmu)‖
2
k,R,q

≤ C3

∥∥∥∥∥∥

∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0α(x)D
βuDγϕmq(x)

1−max
i

(α:µi)

∥∥∥∥∥∥

2

k,R,q

≤ C4

∥∥∥∥∥∥

∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0α(x)D
βuDγϕm

1

q(x)
min
i

(γ:µi)
q(x)

1−max
i

(β:µi)

∥∥∥∥∥∥

2

k,R,q

≤ ω(ε)‖u‖2
H

k+1,R
q (Wm)

,

ãäå ω(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C5 > 0

èìååò ìåñòî îöåíêà

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q ≤ C5

(
‖ϕmP0u‖

2
k,R,q + ω(ε)‖u‖2

H
k+1,R
q (Wm)

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).
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Ñóììèðóÿ ïî âñåì m > m0 è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà {Wm}∞m=1 ïîëó÷èì,

÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C6 > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

∞∑

m=m0+1

‖ϕmu‖
2
k+1,R,q ≤ C6

(
‖P0u‖

2
k,R,q + ω(ε)‖u‖2k+1,R,q

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).

(2.21)

Èç (2.19), (2.20) è (2.21) ïîëó÷èì îöåíêó

‖u‖2k+1,R,q ≤ CC1

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN1

)

)

+CC6

(
‖P0u‖

2
k,R,q + ω(ε)‖u‖2k+1,R,q

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì max
j=1,...,l

diamUj ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî

CC6ω(ε) <
1

2
.

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C7 > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖2k+1,R,q ≤ C7

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN1

) + ‖P0u‖
2
k,R,q

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).

(2.22)

Èìååì, ÷òî P0(x,D) = P (x,D)− L(x,D). Òîãäà

‖P0u‖k,R,q ≤ ‖Pu‖k,R,q + ‖Lu‖k,R,q, ∀u ∈ Hk+1,R
q (Rn).

Â ñèëó óñëîâèé Dβ(a1α(x)) = o
(
q(x)

1−max
i

(α−β:µi)
)
ïðè |x| → ∞, α ∈

R, β ∈ kR íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî N2 > 0 èìååò ìåñòî

îöåíêà

‖Lu‖2k,R,q ≤ τ(N2)‖u‖
2
k+1,R,q + C8‖u‖

2
Hk+1,R(KN2

), ∀u ∈ Hk+1,R
q (Rn),

ãäå τ(N2) → 0 ïðè N2 → ∞ è C8 = C8(N2) > 0.
Òîãäà, èñïîëüçóþ àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èç ðà-

áîòû [23℄, àíàëîãè÷íî îöåíêå (2.20), ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C9 = C9(N2) >
0 ïîëó÷èì îöåíêó

‖Lu‖2k,R,q ≤ τ(N2)‖u‖
2
k+1,R,q + C9

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN2

)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè â (2.22), ïîëó÷èì

‖u‖2k+1,R,q ≤ C7

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN1

)

)
+ 2C7‖Pu‖

2
k,R,q

+2C7τ(N2)‖u‖
2
k+1,R,q + 2C7C9

(
‖Pu‖2k,R,q + ‖u‖2L2(KN2

)

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).
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Âîçüìåì N2 òàêèì, ÷òî C7τ(N2) < 1/4, òîãäà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

C10 > 0 è N = max(N1, N2) > 0 ïîëó÷èì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖k+1,R,q ≤ C10

(
‖Pu‖k,R,q + ‖u‖L2(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. òåîðåìà 3.14 [21℄):

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü A ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé

èç áàíàõîâà ïðîñòðàíâñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. åñëè îïåðàòîð A îáëàäàåò ëåâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì, òîãäà ÿäðî îïå-

ðàòîðà A â X êîíå÷íîìåðíî;

2. åñëè îïåðàòîð A îáëàäàåò ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì, òîãäà îáðàç îïå-

ðàòîðà A çàìêíóò è êîÿäðî êîíå÷íîìåðíî â Y ;

3. îïåðàòîð A îáëàäàåò ëåâûì è ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà A �ðåäãîëüìîâ.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Qk,R
è P (x,D) äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.1), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x)−

a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R.
Òîãäà îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R

q (Rn) → Hk,R
q (Rn) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëü-

ìîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
n
è

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R

a0α(x)λ
1−max

i
(α:µi)

ξα

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′R), ∀ξ ∈ R
n, λ > 0, |x| > M. (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé.

Ïóñòü m0 ∈ N è xm ∈ Wm, m = 1, 2 . . .. Äëÿ m ≤ m0 îáîçíà÷èì

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

(ψm(x) (aα(x)− aα(xm)) + aα(xm))D
α,

Pm,0(x,D) :=
∑

α∈∂R

(ψm(x) (aα(x)− aα(xm)) + aα(xm))D
α,

Rm,0 := F−1 |ξ|∂′
R

(1 + |ξ|∂′R)P
m,0 (xm, ξ)

F.
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Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè P (x,D) â R
n
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ äèàìåòðàõ

îáëàñòåé {Wm}
m0
m=1 èç ëåììû 3.1 ðàáîòû [19℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè m ≤ m0

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

Pm(x,D)Rm,0 = I + Tm
1 + Tm

2 , (2.24)

ãäå Tm
1 : Hk+1,R(Rn) → Hk+1+σ,R(Rn) ñ σ = σ(R) > 0 è îïåðàòîð Tm

2 :
Hk+1,R(Rn) → Hk+1,R(Rn) óäîâëåòâîðÿåò ‖Tm

2 ‖ < 1. Îáîçíà÷èì

Rm := Rm,0(I + Tm
2 )−1.

Òîãäà èìååò ìåñòî

PmRm = I + Tm, (2.25)

ãäå Tm : Hk,R(Rn) → Hk+σ,R(Rn) ñ íåêîòîðîé σ = σ(R) > 0.

Äëÿ m > m0 îáîçíà÷èì

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

[
ψm(x)

(
a0α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
− a0α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
)

+a0α(xm)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

]
Dα.

Òàê êàê q ∈ Qk,R
è lim

p→∞
max
x,y∈Wp

|a0α(x) − a0α(y)| = 0, òî ïî òåîðåìå 2.2

ðàáîòû [11℄, ìîæåì âçÿòü m0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì òàêèì, ÷òî äëÿ m > m0

îïåðàòîð Pm : Hk+1,R
q (Rn) → Hk,R

q (Rn) èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð Rm :
Hk,R

q (Rn) → Hk+1,R
q (Rn), ïðè÷¼ì, â ñèëó (2.23) íîðìû ýòèõ îïåðàòîðîâ

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

�àññìîòðèì

Rf :=
∞∑

l=0

ψlR
l(ϕlf), f ∈ Hk,R

q (Rn).

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íîðì îïåðàòîðîâ Rl
, äåéñòâóþùèõ

èç Hk,R
q (Rn) â Hk+1,R

q (Rn), ñâîéñòâ âåñîâîé �óíêöèè q è ñèñòåì �óíêöèé

{ϕm}∞m=1, {ψm}∞m=1, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðà-

íè÷åííûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç Hk,R
q (Rn) â Hk+1,R

q (Rn). Àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.6 èç ðàáîòû [19℄ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

R : Hk,R
q (Rn) → Hk+1,R

q (Rn) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì. Òîãäà

ïî òåîðåìå 2.4 ïîëó÷èì, ÷òî êîÿäðî îïåðàòîðà P (x,D) : Hk+1,R
q (Rn) →

Hk,R
q (Rn) êîíå÷íîìåðíî. Èç òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð P (x,D) :

Hk+1,R
q (Rn) → Hk,R

q (Rn) ÿâëÿåòñÿ òàêæå n�íîðìàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
�ðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà P (x,D) : Hk+1,R

q (Rn) → Hk,R
q (Rn) äîêàçàíà.
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Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Òàê êàê �ðåäãîëüìîâ îïå-

ðàòîð ÿâëÿåòñÿ n− íîðìàëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.1 âûïîëíÿ-

åòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (2.2). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2, ïîëó÷èì, ÷òî P (x,D)
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R

n
è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.23).

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Qk,R
è P (x,D) äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.1), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x)−

a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R
q (Rn) → Hk,R

q (Rn) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëüìî-

âûì;

2. ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå κ > 0 è N > 0 òàêèå, ÷òî

‖u‖k+1,R,q ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,q + ‖u‖L2(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R

q (Rn); (2.26)

3. P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R
n
è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0

è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R

a0α(x)λ
1−max

i
(α:µi)

ξα

∣∣∣∣∣ ≥ δ(λ+ |ξ|∂′R), ∀ξ ∈ R
n, λ > 0, |x| > M.

(2.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �ðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà P (x,D) : Hk+1,R
q (Rn) →

Hk,R
q (Rn) ñëåäóåò n−íîðìàëüíîñòü. Òîãäà èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò âûïîë-

íåíèå àïðèîðíîé îöåíêè (2.26). Òåì ñàìûì äîêàçàëè, ÷òî èç óñëîâèÿ 1

ñëåäóåò óñëîâèå 2. Èç âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè ïî òåîðåìå 2.2 ñëå-

äóþò ðåãóëÿðíîñòü P (x,D) â Rn
è óñëîâèå íà ñèìâîë (2.27), ò. å. èç óñëîâèÿ

2 ñëåäóåò óñëîâèå 3. Èç óñëîâèé íà ñèìâîë P (x,D) èç òåîðåìû 2.5 ñëåäó-

åò, ÷òî îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R
q (Rn) → Hk,R

q (Rn) �ðåäãîëüìîâ, ò. å. èç
óñëîâèÿ 3 ñëåäóåò óñëîâèå 1. Òåì ñàìûì äîêàçàëè, ÷òî âñå ýòè óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû.
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