
ÓÄÊ 513: 533.9.101

DOI 10.33048/mattrudy.2023.26.101

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ò�ÓÄÛ

2023, òîì 26, � 1, 3-25

Ê Õ�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ

ÑÈ�ÀËÀ

Â. Í. Áåðåñòîâñêèé

Èçëàãàþòñÿ èëè äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ õðî-

íîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé Ñèãàëà. Â òîì ÷èñëå äàíû êîðîòêèå äîêàçàòåëü-

ñòâà ðåçóëüòàòîâ î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ

êîìïëåêñíûõ (2 × 2)-ìàòðèö íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî è

íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû Ëè óíèòàðíûõ (2× 2)-ìàòðèö,
ò. å. Âñåëåííîé Ýéíøòåéíà, ïðåîáðàçîâàíèè Êýëè àëãåáð Ëè ãðóïï Ëè

óíèòàðíûõ ìàòðèö â ýòè ãðóïïû. Óñòàíîâëåíî ñòðîåíèå ìíîæåñòâà óíè-

òàðíûõ (2×2)-ìàòðèö, íå äîïóñêàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè, â ñðàâíå-
íèè ñî ñòðóêòóðîé ïðîåêòèâíîé êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ïîñòàâëåíû çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: êîí�îðìíàÿ áåñêîíå÷íîñòü, êîí�îðìíàÿ

ãðóïïà, ìàòðèöû Ïàóëè, íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ ìàòðèöà, ïðåîáðàçîâàíèå

Êýëè, ðàñøèðåííàÿ ïîäîáèÿìè ãðóïïà Ïóàíêàðå

Ââåäåíèå

Èðâèíã Ýçðà Ñèãàë (1918-1998) áîëüø�óþ ÷àñòü ñâîåé æèçíè ïîñâÿòèë

àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íàçûâàåìîé õðîíîìåòðè-

÷åñêîé êîñìîëîãèåé. Àêñèîìû � ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâ-

ñêîãî M0, åãî êîìïàêòè�èêàöèè M è óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ M̃ ïðî-

ñòðàíñòâà M, à òàêæå ãðóïï ïðè÷èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòèõ òðåõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Íà îñíîâå M̃ , êîòîðîå Ñèãàë íàçûâàë àëüòåðíàòèâíûì êîñ-

ìîñîì (ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì), îí è åãî ïîñëåäîâàòåëè ñèñòåìàòè÷åñêè

ðàçâèâàëè òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Òðóäû Ñèãàëà è åãî ñîàâòîðîâ âêëþ÷àþò åãî ìîíîãðà�èþ 1976 ãîäà

î ìàòåìàòè÷åñêîé êîñìîëîãèè è ýêñòðàãàëàêòè÷åñêîé àñòðîíîìèè [14℄ è

ñåðèþ èç ÷åòûðåõ áîëüøèõ ñòàòåé, îòêðûâàåìóþ ðàáîòîé [13℄, êîòîðîé

êàñàåòñÿ ñòàòüÿ.

Èçó÷àåìûå â [13℄ �èçè÷åñêèå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â �îðìå ñå÷åíèé ðàñ-

ñëîåíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì M̃ , ðàçäåëÿþùèì ñ M0 ïîõîæèå ñâîéñòâà ïðè-

÷èííîñòè è ñèììåòðèè. Ýòè ðàññëîåíèÿ èíäóöèðîâàíû ïðåäñòàâëåíèÿìè

P , ðàñøèðåííîé ïîäîáèÿìè ãðóïïû Ïóàíêàðå, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëíîé ãðóï-

ïîé ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðè÷èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà

M0. Îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà âðåìåíí�îé ýâîëþöèè, îñîáåííî

ñòàáèëüíîñòè (âêëþ÷àþùåé ïîëîæèòåëüíîñòü ýíåðãèè), âîëíîâûõ óðàâ-

íåíèÿõ (ñëåäñòâèÿõ êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ) è óíèòàðíîñòè.

�àññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ íà M̃ , ïàðàëëåëèçîâàííûå

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ, ïðîåêò
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è ñîãëàñîâàííûå ñ ðàññëîåíèÿìè íà M0. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ðàññëîåíèé

äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ àññîöèèðîâàííûå êîâàðèàíòíûå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ

è ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë.

Íî ìåíÿ èíòåðåñóþò çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû ðàáîòû [13℄, èìåííî,

ñâÿçàííûå ñ íåé ãåîìåòðèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè, ãðóïïû Ëè è èõ àëãåáðû

Ëè.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî M0 ðåàëèçóåòñÿ â [13℄ â âèäå âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà H ýðìèòîâûõ (2 × 2)-ìàòðèö, âåùåñòâåííûì áàçèñîì

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðè ìàòðèöû Ïàóëè σ1, σ2, σ3 è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà σ0,
�îðò âðåìåíí�îé îñè�. Ïðè ðàñïèñûâàíèè ïî ýòîìó áàçèñó, det h, h ∈ H, åñòü
ëîðåíöåâà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñèãíàòóðû (+,−,−,−) ñ îðòîãîíàëüíûì
áàçèñîì.

Ïðîñòðàíñòâî iH � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè U(2) âñåõ óíèòàðíûõ (2×2)-
ìàòðèö. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè äè��åîìîð�íî îòîáðàæàåò iH íà îòêðûòîå

è âñþäó ïëîòíîå â U(2) ïîäìíîæåñòâî N âñåõ íåèñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö

èç U(2), ò.å. ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî (îáðàòíîå) ïðåîáðàçîâàíèå

Êýëè. Åñëè íà ýòîò ðàç ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâî M0 êàê iH ñ ëîðåíöåâîé

êâàäðàòè÷íîé �îðìîé det è U(2) ñíàáäèòü ñîîòâåòñòâóþùåé ëåâîèíâà-

ðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé 〈·, ·〉, òî ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè �

ïðè÷èííîå ïðåîáðàçîâàíèå è M = U(2) � ïðè÷èííàÿ êîìïàêòè�èêàöèÿ

ïðîñòðàíñòâà M0.

Íà ñàìîì äåëå 〈·, ·〉 � áèèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà íà M = U(2)
è óíèâåðñàëüíûé êîñìîñ, óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå M̃ = Ũ(2), èçîìîð�íîå
ãðóïïå Ëè R×SU(2), ñíàáæàåòñÿ áèèíâàðèàíòíîé, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîé
ìåòðèêå 〈·, ·〉, ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé M̃ � Âñåëåí-

íàÿ Ýéíøòåéíà ñ "ïðîñòðàíñòâîì"SU(2), äè��åîìîð�íûì S3, íà êîòîðîì
ëîðåíöåâà ìåòðèêà èíäóöèðóåò ðèìàíîâó ìåòðèêó ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé

êðèâèçíû (è ðàäèóñà) 1.

�ðóïïà ËèG = SU(2, 2) äåéñòâóåò ïðè÷èííî è òðàíçèòèâíî íàM "äðîáíî-

ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè"è ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé åäèíèöû ãðóïïû

âñåõ ïðè÷èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà M [15℄; êîìïîíåíòîé ñâÿç-

íîñòè åäèíèöû è ïîäãðóïïîé èíäåêñà äâà ãðóïïû èçîòðîïèè ýòîãî äåé-

ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîð�íàÿ P̃ . �ðóïïà G̃ =

S̃U(2, 2) äåéñòâóåò ïðè÷èííî è òðàíçèòèâíî íà M̃ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè,

èçîìîð�íîé P̃ , è åñòü êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû âñåõ ïðè÷èííûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà M̃ . Âñëåäñòâèå âûäåëåííîãî êóðñèâîì ñâîéñòâà

ãðóïïû P , âñå ïðè÷èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ M è M̃ ÿâëÿþòñÿ

êîí�îðìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî èõ ëî-

ðåíöåâîé ìåòðèêè; ãðóïïû G, G̃ íàçûâàþòñÿ êîí�îðìíûìè.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ èçâåñòíû, íî èõ

äîêàçàòåëüñòâà ïîä÷àñ òðóäíî íàéòè â ëèòåðàòóðå. Ïîýòîìó ìíîãèå èç íèõ,
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èñêëþ÷àÿ óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðè÷èííîñòüþ, êîðîòêî äîêàçàíû â

ýòîé ñòàòüå.

Óñòàíîâëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ è äè��åðåíöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìíîæå-

ñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö U(2) \ N â U(2) è åãî ïðîîáðàçîâ ïðè íà-

êðûâàþùèõ ýïèìîð�èçìàõ íà ãðóïïó U(2); àíàëîãè ýòîãî ìíîæåñòâà �è-
çèêè íàçûâàþò êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.

Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ðàíåå äðóãèìè ìåòîäàìè â ñòàòüÿõ À.ßä÷èêà

[9℄ è [10℄. Äëÿ äðóãîé, õîðîøî èçâåñòíîé �èçèêàì ïðîåêòèâíîé êîìïàê-

òè�èêàöèè ïðîñòðàíñòâà M0 [5℄, êîí�îðìíàÿ áåñêîíå÷íîñòü èìååò òó æå

äè��åðåíöèàëüíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà U(2)\N îòíîñè-

òåëüíî äâóëèñòíîãî ýïèìîð�èçìà íà ãðóïïó U(2) [11℄. Äàëüíåéøèå äåòàëè
ïðèâåäåíû â Çàêëþ÷åíèè ê äàííîé ñòàòüå.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü À.Â.Ëåâè÷åâó çà ïðèâëå÷åíèå ìîåãî âíèìàíèÿ

ê âåñüìà íåòðèâèàëüíîé õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Ñèãàëà. Áëàãîäàðþ Àð-

êàäèóñà ßä÷èêà çà äèñêóññèè, åãî ñòàòüè î êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòè è

êíèãó [12℄.

�1. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GL(2,C) íà
ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî

Íàïîìíèì, ÷òî (èíâîëþòèâíàÿ) îïåðàöèÿ

∗
ïðèìåíèìà êî âñåì êîì-

ïëåêñíûì ìàòðèöàì è åñòü êîìïîçèöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíîãî

ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèö. Êîìïëåêñíàÿ (n×n)-ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ýðìèòî-

âîé (ñîîòâåòñòâ., êîñîýðìèòîâîé), åñëè A∗ = A (A∗ = −A).
Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ýðìèòîâû ìàòðèöû:

(1)

σ0 := I :=

(
1 0
0 1

)
, σ1 :=

(
0 1
1 0

)
, σ2 :=

(
0 i

−i 0

)
, σ3 :=

(
1 0
0 −1

)
.

Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå òðè èç íèõ íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè.

Ýòè ÷åòûðå ìàòðèöû ñîñòàâëÿþò âåùåñòâåííûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà H âñåõ ýðìèòîâûõ êîìïëåêñíûõ (2 × 2)-ìàòðèö è îäíîâðåìåí-

íî êîìïëåêñíûé áàçèñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðû L(2,C) âñåõ êîìïëåêñíûõ

(2×2)-ìàòðèö, à òàêæå ñòàíäàðòíî åé ñîïîñòàâëÿåìîé àëãåáðû Ëè, ÿâëÿþ-

ùåéñÿ àëãåáðîé Ëè (gl(2,C), [·, ·]) ñâÿçíîé êîìïëåêñíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû
GL(2,C) âñåõ íåâûðîæäåíííûõ êîìïëåêñíûõ (2 × 2)-ìàòðèö. Ïðè ýòîì

ìàòðèöû Ïàóëè ñîñòàâëÿþò êîìïëåêñíûé áàçèñ àëãåáðû Ëè (sl(2,C), [·, ·])
îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè SL(2,C) êîìïëåêñíûõ (2× 2)-ìàòðèö ñ îïðåäåëè-
òåëåì 1.

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà êàæäîãî ýëåìåíòà èç gl(2,C) (ñîîòâ., sl(2,C)) ëå-
æèò â ãðóïïå ËèGL(2,C) (ñîîòâ., SL(2,C)). Íî îáðàòíîå íåâåðíî: ìàòðèöû
B ∈ SL(2,C) ñ trB = −2 è îáîèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè
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−1, íå ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòàìè áåññëåäîâûõ ìàòðèö, ñòðîêè ïåðåä ðàçäå-

ëîì 2.7.9 â [12℄.

Âûïèøåì íåíóëåâûå ñêîáêè [·, ·] (ò.å. �àêòè÷åñêè ñòðóêòóðíûå êîíñòàí-
òû) àëãåáðû Ëè gl(2,C) â âåùåñòâåííîì áàçèñå {σ0, σ1, σ2, σ3, iσ0, iσ1, iσ2, iσ3}.

(2) [iσ1, iσ2] = −[σ1, σ2] = i[iσ1, σ2] = i[σ1, iσ2] = 2iσ3;

(3) [iσ2, iσ3] = −[σ2, σ3] = i[iσ2, σ3] = i[σ2, iσ3] = 2iσ1;

(4) [iσ3, iσ1] = −[σ3, σ1] = i[iσ3, σ1] = i[σ3, iσ1] = 2iσ2.s

Âñå ìàòðèöû iσ0, iσ1, iσ2, iσ3 êîñîýðìèòîâû. Ìàòðè÷íûå ýêñïîíåíòû èõ

âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñîñòàâëÿþò ñâÿçíóþ ìàêñèìàëüíóþ

êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó Ëè U(2) ⊂ GL(2,C) óíèòàðíûõ (2×2)-ìàòðèö. Íà-
ïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ (n× n)-ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè

B∗ = B−1. Ìàòðè÷íûå ýêñïîíåíòû âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

ïîñëåäíèõ òðåõ ìàòðèö ñîñòàâëÿþò îäíîñâÿçíóþ ïîäãðóïïó Ëè SU(2) ⊂
U(2) è îäíîâðåìåííî ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó SU(2) ⊂
SL(2,C) ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ (2 × 2)-ìàòðèö. Ïîýòîìó âñå óêàçàííûå

êîñîýðìèòîâû ìàòðèöû (ñîîòâ., ïîñëåäíèå òðè èç íèõ) îáðàçóþò âåùå-

ñòâåííûé áàçèñ àëãåáðû Ëè u(2) ãðóïïû Ëè U(2) (ñîîòâ., SU(2)). Ìàòðèöû

âèäà zI, ãäå z ∈ C, |z| = 1, à I � åäèíè÷íàÿ (2 × 2)-ìàòðèöà, ñîñòàâëÿþò
öåíòðàëüíóþ ïîäãðóïïó CU(2) ⊂ U(2). Ïðè ýòîì

U(2)/CU(2) ∼= SU(2)/{I,−I} ∼= SO(3).

Èç ñîîòíîøåíèé (2), (3), (4) âûòåêàåò, ÷òî

(5) gl(2,C) = H ⊕ iH, [gl(2,C), gl(2,C)] = sl(2,C) = su(2)⊕ isu(2),

(6) [iH, iH ] = [H,H ] = su(2) ⊂ u(2) = iH, [su(2), isu(2)] = isu(2).

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöû âèäà tσ0 + xiσ1 + yiσ2 + ziσ3, ãäå t, x, y, z ∈
R, îáðàçóþò äâóìåðíóþ êîìïëåêñíóþ àññîöèàòèâíóþ ìàòðè÷íóþ àëãåáðó

H ñ äâóìåðíîé âåùåñòâåííîé ïîäàëãåáðîé ìàòðèö tσ0 + yiσ2. Ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

(7) l(tσ0 + xiσ1 + yiσ2 + ziσ3) = t+ xi + yj+ zk

åñòü èçîìîð�èçì àëãåáðû H íà àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ H.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (H \ {0}, ·) íåíóëåâûõ êâàòåðíèîíîâ èçî-

ìîð�íà

1) äâóìåðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîìïëåêñíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïå H\{0};
2) óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé Ũ(2) ãðóïïû Ëè U(2);
3) ãðóïïå Ëè (R,+)× SU(2).
Ïðè ýòîì SU(2) èçîìîð�íà ãðóïïå (H1, ·) åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñòàíîâëåíèè ñîîòíîøåíèé (2), (3)

è (4).

Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïóíêò 1) òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ è èçî-

ìîð�íîñòü àëãåáð Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèõ óêàçàííûì àññîöèàòèâíûì àëãåá-

ðàì.

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (2), (3), (4), àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè H \ {0}
èçîìîð�íà àëãåáðå Ëè (iH, [·, ·]), ò.å. àëãåáðå Ëè u(2) ãðóïïû Ëè U(2) è
îäíîâðåìåííî àëãåáðå Ëè ãðóïïû Ëè (R,+) × SU(2). Èç ýòîãî, ï. 1) è

îäíîñâÿçíîñòè ãðóïïû H \ {0} (äè��åîìîð�íîé R × S3
) è ãðóïï Ũ(2) è

(R,+)× SU(2) ñëåäóåò, ÷òî âñå îíè âçàèìíî èçîìîð�íû.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî SU(2) è H1
� ìàêñè-

ìàëüíûå êîìïàêòíûå ïîäãðóïïû èçîìîð�íûõ ãðóïï Ëè (R,+) × SU(2)
è H \ {0}. �

Ñëåäñòâèå 1. �ðóïïà Ëè Ũ(2) (ñîîòâ., SU(2)) äè��åîìîð�íà R× S3

(S3
).

Ïðèìåð 1. Äëÿ èçîìîð�èçìà l−1 : H1 → SU(2) èç òåîðåìû 1,

l−1(exp(ϕj)) = l−1(cosϕ + sinϕj) = exp(ϕiσ2) = cosϕσ0 + sinϕiσ2 =

=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Óïîìÿíóòîå ïðîñòðàíñòâî H ýðìèòîâûõ ìàòðèö

(8) tσ0 + xσ1 + yσ2 + zσ3 =

(
t + z x+ yi
x− yi t− z

)
; t, x, y, z ∈ R

åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî M0 ñ

ëîðåíöåâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé

(9) 〈h, h〉 = det h = t2 − x2 − y2 − z2.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà M0 = H ðàâíî

(10) 〈h1, h2〉 =
1

2
(〈h1 + h2, h1 + h2〉 − 〈h1, h1〉 − 〈h2, h2〉).

Òåîðåìà 2. Ïðàâèëî

(11) l : g ∈ SL(2,C) → l(g) : h ∈ H → ghg∗

çàäàåò ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè SL(2,C) íà H è äâóëèñòíîå óíèâåð-

ñàëüíîå íàêðûòèå-ýïèìîð�èçì l : SL(2,C) → SO0(1, 3) ñ ÿäðîì {I,−I}
íà ñïåöèàëüíóþ îðòîõðîííóþ ãðóïïó Ëîðåíöà, ò.å. ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó

åäèíèöû ïîëíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ìèíêîâñêîãî).



Ê õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Ñèãàëà 8

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà l(g1g2)(h) = l(g1)(l(g2)(h)), òàê êàê (g1g2)
∗ =

g∗2g
∗

1; ïî òîé æå ïðè÷èíå l(g)(H) ⊂ H : (ghg∗)∗ = gh∗g∗ = ghg∗. Òàê êàê

det g = det g∗ = 1 äëÿ âñåõ g ∈ SL(2,C), òî det(ghg∗) = det g · det h ·
det g∗ = det h è âñå l(g), g ∈ SL(2,C), ñîõðàíÿþò ëîðåíöåâó êâàäðàòè÷íóþ
�îðìó 〈h, h〉 = det h. Ñëåäîâàòåëüíî, l çàäàåò ãîìîìîð�èçì ãðóïï Ëè l :
SL(2,C) → SO0(1, 3).
Êðîìå òîãî, gIg∗ = gσ0g

∗ = gg∗I äëÿ âñåõ g ∈ SL(2,C) è ñëåäîâàòåëüíî

l(g)(I) = I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gg∗ = I, ò.å. g ∈ U(2) ∩ SL(2, C) =
SU(2).
Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïà {I,−I} ⊂ ker l. Íà ñàìîì äåëå, ker l = {I,−I}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ ker l. Òîãäà l(g)(I) = I è âñëåäñòâèå ñêàçàííîãî,

g ∈ SU(2). Åùå äîëæíî áûòü gσkg
∗ = σk = gg−1σk = gg∗σk, k = 1, 2, 3; ò.å.

g∗ êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè Ïàóëè. Ëåãêî âèäíî, ÷òî òîãäà g∗ �
ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà

cI ∈ SU(2), det(cI) = c2 = 1, c = ±1, g∗ = g−1 ∈ {I,−I}, g ∈ {I,−I}.

Òàêèì îáðàçîì, l : SL(2,C) → SO0(1, 3) � ëîêàëüíûé ìîíîìîð�èçì

ãðóïï Ëè, è ïîýòîìó èõ ëîêàëüíûé èçîìîð�èçì, òàê êàê îáå ãðóïïû Ëè

èìåþò ðàçìåðíîñòü 6. Òîãäà l(SL(2,C)) � îòêðûòàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è çà-

ìêíóòàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè SO0(1, 3). Ïîýòîìó
l � ýïèìîð�èçì è äâóëèñòíîå íàêðûòèå ãðóïïû Ëè SO0(1, 3) îäíîñâÿçíîé
ãðóïïîé Ëè SL(2,C). �

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(SO0(1, 3)) èìååò ïîðÿäîê
2.

Ñëåäñòâèå 3. Àëãåáðû Ëè sl(2,C) è so(1, 3) èçîìîð�íû.

Ïî àíàëîãèè ñ óíèâåðñàëüíûìè äâóëèñòíûìè íàêðûòèÿìè-ýïèìîð�èç-

ìàìè ln : Spin(n) → SO(n), n ≥ 3, ðàññìîòðåííîå äâóëèñòíîå óíèâåðñàëü-
íîå íàêðûòèå-ýïèìîð�èçì l óìåñòíî íàçâàòü ñïèíîðíûì.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà â [4℄, íî ñ ìíîãèìè ëèøíèìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

SO0(1, 3)⋌ (H,+) = SL(2,C)/{I,−I}⋌ (H,+)

èçâåñòíî êàê ãðóïïà Ïóàíêàðå. Äëÿ âòîðîé èíòåðïðåòàöèè,

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, g1h2g
∗

1 + h1),

sl(2,C)⋌H = {(A, h)}, [(A1, h1), (A2, h2)] = ([A1, A2], A1h1 + h1A
∗

1).

Çàìå÷àíèå 1. Íàêðûòèå l èíäóöèðóåò (óíèâåðñàëüíîå) ñïèíîðíîå íà-
êðûòèå l : Spin(3) = SU(2) → SO(3) ⊂ SO0(1, 3) ïîäãðóïïîé Ëè SU(2) ⊂
SL(2,C).

Ïðàâèëî (11) ïðèìåíèìî è ê ëåâîìó äåéñòâèþ l âñåé ãðóïïû GL(2,C).
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Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ñòà-

áèëèçàòîðîì ìàòðèöû I = σ0 (êàê è âñåõ òî÷åê âðåìåíí�îé îñè tI, t ∈ R)

äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíàÿ ïîäãðóïïà U(2) ⊂ GL(2,C).
Ïîñêîëüêó äåéñòâèå l èçó÷åíî äëÿ ïîäãðóïïû SL(2,C) ⊂ GL(2,C), îñòà-

åòñÿ âûÿñíèòü, êàê äåéñòâóåò íàH öåíòð C = C(GL(2,C)) ãðóïïû GL(2,C).
ßñíî, ÷òî îí ðàâåí {zI, z ∈ C\0}, ò.å. ãðóïïå íåíóëåâûõ ñêàëÿðíûõ (2×2)-
ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

Çàìå÷àíèå 2. �ðóïïà Ëè GL(2,C) íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

ïîäãðóïï C è SL(2,C), òàê êàê C ∩ SL(2,C) = {I,−I}.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. ßäðî ker l ëåâîãî äåéñòâèÿ l äëÿ ãðóïïû GL(2,C)
íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî (H, 〈·, ·〉) � ãðóïïà U(1)I,

(12) C/U(1)I ∼= (R+, ·) ∼= (R,+), l(βI)(h) = β2h, β ∈ R+, h ∈ H.

Çàìå÷àíèå 3.

GL(2,C)/U(1)I ∼= GL+(2,C)/{I,−I},

GL+(2,C) = {B ∈ GL(2,C) : detB ∈ R+}.

�ðóïïà Ëè P := (GL(2,C)/U(1)I)⋌ (H,+) íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ïî-

äîáèÿìè ãðóïïîé Ïóàíêàðå [13℄. Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè GL(2,C)/U(1)I
èçîìîð�íà sl(2,C)⊕RI. Ïîýòîìó àëãåáðà Ëè ðàñøèðåííîé ãðóïïû Ïóàí-

êàðå åñòü

(sl(2,C)⊕RI)⋌H, [(A1, r1I, h1), (A2, r2I, h2)] = ([A1, A2], 0, A1h2+h2A
∗

1+2r1h2).

Ìîæíî èíà÷å ðåàëèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî, èìåííî,

êàê àëãåáðó Ëè iH óíèòàðíîé ãðóïïû Ëè U(2) ñî ñêîáêàìè Ëè (2), (3),

(4), ñ ëîðåíöåâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé 〈f, f〉 = det f äëÿ f ∈ iH è ñîîò-

âåòñòâóþùèì áèëèíåéíûì ëîðåíöåâûì ïñåâäîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈·, ·〉, îïðåäåëåííûì àíàëîãè÷íî �îðìóëå (10).

Òåîðåìà 3. Ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

äî áèèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêè íà ãðóïïå Ëè U(2). Ïðè ýòîì íà

îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè Ũ(2) = (R,+) × SU(2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

áèèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà 〈·, ·〉 òàêàÿ, ÷òî íàêðûâàþùèé ýïèìîð-
�èçì σ : (R,+)× SU(2) → U(2), îïðåäåëåííûé �îðìóëîé

(13) σ(t,W ) = eitW, t ∈ R, W ∈ SU(2),

ñîõðàíÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó. Òî÷íåå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ Ũ(2),
äè��åðåíöèàë dσg : (TgŨ(2), 〈·, ·〉) → (Tσ(g)U(2), 〈·, ·〉) � èçîìåòðèÿ êàñà-

òåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ g ∈ U(2) ⊂ GL(2, C),
h ∈ H, ïî îïðåäåëåíèþ l(g)(h) = ghg∗ = ghg−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

det(l(g)(h)) = det(ghg−1) = det g · det h · det g−1 = det h,

ò.å. l(g) ñîõðàíÿåò ëîðåíöåâó êâàäðàòè÷íóþ �îðìó 〈h, h〉 = det h è ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ëîðåíöåâó áèëèíåéíóþ �îðìó 〈·, ·〉 íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
Ìèíêîâñêîãî (H, 〈·, ·〉). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ëîðåíöåâîé ìåòðèêè 〈·, ·〉 íà
iH = TIU(2) ñëåäóåò, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå AdU(2)

ãðóïïû Ëè U(2) íà iH ñîõðàíÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó 〈·, ·〉. Ïîýòîìó ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ìåòðèêè 〈·, ·〉 äî ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêè íà

U(2) áóäåò áèèíâàðèàíòíûì.
Òåïåðü íåòðóäíî äîêàçàòü îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. �

Òåîðåìà 4. Ëîðåíöåâà ìåòðèêà 〈·, ·〉 íà Ũ(2) = (R,+) × SU(2) èç
òåîðåìû 3 äàåò Âñåëåííóþ (ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ) Ýéíøòåéíà òàêóþ, ÷òî

〈·, ·〉 èíäóöèðóåò íà ñ�åðå S3 = SU(2) áèèíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó

ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, (SU(2), 〈·, ·〉) èçî-
ìåòðè÷íî òðåõìåðíîé ñ�åðå ðàäèóñà R = 1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

R4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñêàçàííîãî ðàíåå âûòåêàåò, ÷òî èçâåñòíàÿ ìàòðè-

öà �ðàìà (Gramkj) = (〈iσk, iσj〉), j, k = 0, 1, 2, 3, äèàãîíàëüíà è

1 = −Gram00 = Gram11 = Gram22 = Gram33.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. À îíî åñòü

ñëåäñòâèå óêàçàííîãî âèäà ìàòðèöû �ðàìà, ñîîòíîøåíèé (2), (3), (4) è

èçâåñòíîãî â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè óòâåðæäåíèÿ [8℄, ÷òî äëÿ äâóõ âçàèìíî

îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà

ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå Ëè G ñ áèèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (·, ·),
ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â íàïðàâëåíèè 2-ïëîñêîñòè ñ áàçèñîì {X, Y } ðàâíà

K(X, Y ) =
1

4
([X, Y ], [X, Y ]).

�

�2. J-óíèòàðíûå ãðóïïû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè èõ

àëãåáð Ëè

Âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ (n×n)-ìàòðèöà A, ãäå n ≥ 2, íàçûâàåòñÿ
íåèñêëþ÷èòåëüíîé, åñëè det(I + A) 6= 0. Äëÿ òàêîé ìàòðèöû îïðåäåëåíî

ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè A# = (I −A)(I + A)−1
[6℄.

Ëåììà 1. Åñëè ìàòðèöà A íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ, òî è ìàòðèöà B = A#

íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ. Ïðè ýòîì (A#)# = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

E +B = E + (E −A)(E +A)−1 = (E +A+E −A)(E +A)−1 = 2(E +A)−1

� íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ ìàòðèöà. Äàëåå

B# = (E−B)(E+B)−1 =
1

2
(E−(I−A)(I+A)−1)(I+A) =

1

2
(I+A−I+A) = A.

�

Êîìïëåêñíàÿ (n × n)-ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé èëè ñèììåòðè-

÷åñêîé (ñîîòâåòñòâåííî, êîñîýðìèòîâîé), åñëè A∗ = A (ñîîòâåòñòâåííî

A∗ = −A).

Òåîðåìà 5. Âñå ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà A âñåõ êîñîýðìèòîâûõ (n×n)-
ìàòðèö íåèñêëþ÷èòåëüíû. Ìíîæåñòâî N íåèñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö èç

U(n) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â U(n). Ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè íà A è N �

âçàèìíî îáðàòíûå äè��åîìîð�èçìû A è N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû

A (ñîîòâåòñòâåííî, êàæäîé óíèòàðíîé ìàòðèöû B) ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ
ìàòðèöà D òàêàÿ, ÷òî DAD−1

(DBD−1
) �äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà [3℄. Ïðè

ýòîì DAD−1
� âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà.

Âñëåäñòâèå ñêàçàííîãî,

(14) (DBD−1)∗ = DB∗D−1 = (DBD−1)−1 = DB−1D−1.

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ êîñîýðìèòîâà ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå iA, ãäå
A � ýðìèòîâà ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, DiAD−1

� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ñ ÷èñòî ìíèìûìè èëè íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Ïîýòîìó

det(I + iA) = det(D(I + iA)D−1) = det(I + iDAD−1) 6= 0.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî N îòêðûòî â U(n). Ïóñòü B � èñêëþ÷èòåëüíàÿ

óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, ò.å. det(I +B) = 0. Òîãäà âñëåäñòâèå (14),

0 = det(I +B) = det(D(I +B)D−1) = det(I +DBD−1),

ò.å. íåêîòîðûå ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé óíèòàðíîé ìàòðèöû DBD−1
ðàâíû

−1. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà óíèòàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæ-

äûé åå äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò z ∈ U(1). Ñêîëü óãîäíî ìàëîé çàìåíîé âñåõ
ýëåìåíòîâ âèäà −1 â DBD−1

íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ 6= −1 èç U(1), ïîëó-
÷èì óíèòàðíóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó B′

, òàêóþ, ÷òî det(I + B′) 6= 0 è

óíèòàðíóþ ìàòðèöó D−1B′D, ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê B, òàêóþ, ÷òî

det(I +D−1B′D) = det(D−1(I +B′)D) = det(I +B′) 6= 0.

Âñëåäñòâèå ëåììû 1, îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî

(A)# ⊂ U(n) è N# ⊂ A.

Áîëåå îáùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â ëåììàõ 3 è 4 íèæå. �
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Ñëåäñòâèå 4. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè äè��åîìîð�íî îòîáðàæàåò A =
iH íà îòêðûòîå è âñþäó ïëîòíîå â U(2) ìíîæåñòâî N âñåõ íåèñêëþ÷è-

òåëüíûõ ìàòðèö èç U(2).

Îïðåäåëåíèå 1. [6℄ Âåùåñòâåííàÿ (ñîîòâ., êîìïëåêñíàÿ) (n × n)-
ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ J-îðòîãîíàëüíîé (J-óíèòàðíîé) äëÿ íåâûðîæäåí-
íîé (n × n)-ìàòðèöû J , åñëè BTJB = J (B∗JB = J), ò.å. B−1 = J−1BTJ
(B−1 = J−1B∗J).

ßñíî, ÷òî J-óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ J-îðòîãîíàëüíîé, åñëè ìàòðè-
öû A, J âåùåñòâåííû. J-îðòîãîíàëüíûå (J-óíèòàðíûå) ìàòðèöû ñîñòàâëÿ-

þò ãðóïïó. Åñëè J2 = I, òî J−1 = J . Åñëè J = I, òî J-îðòîãîíàëüíàÿ
(J-óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà).

Ëåììà 2. Åñëè A � íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ (êâàäðàòíàÿ)

ìàòðèöà, òî A∗
� íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ ìàòðèöà è ((I +A)−1)∗ = (I +A∗)−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, (I + A)(I + A)−1 = I. Òîãäà

I = I∗ = ((I + A)−1)∗(I + A∗), ((I + A)−1)∗ = (I + A∗)−1.

�

Ëåììà 3. Ïóñòü A � íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ (êâàäðàòíàÿ)

ìàòðèöà è J−1A∗J = −A. Òîãäà B = A#
� J-óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = (I − A)(I + A)−1
. Òîãäà ïî ëåììå 2,

J−1B∗J = J−1(I + A∗)−1(I − A∗)J =

(J−1(I + A∗)−1J)(J−1(I − A∗)J) = (I −A)−1(I + A) = B−1.

�

Ëåììà 4. Ïóñòü B � íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ J-óíèòàðíàÿ ìàòðèöà è A =
B#

. Òîãäà J−1A∗J = −A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (I − B)(I +B)−1
. Òîãäà ïî ëåììå 2,

J−1A∗J = J−1(I +B∗)−1(I − B∗)J =

(J−1(I +B∗)−1J)(J−1(I − B∗)J) = (I +B−1)−1(I − B−1) =

(I+B−1)−1(I+B−1−2B−1) = I−2(I+B−1)−1B−1 = I−2(B(I+B−1))−1 =

I − 2(I +B)−1 = (I +B − 2I)(I +B)−1 = (B − I)(I +B)−1 = −A.

�

Òåîðåìà 6. R-ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà A âñåõ (n× n)-ìàòðèö A: J−1A∗J =
−A ñ ìàòðè÷íîé ñêîáêîé � àëãåáðà Ëè ñîîòâåòñòâóþùåé J-óíèòàðíîé
ãðóïïû G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âñåõ íåèñêëþ÷èòåëüíûõ ìàò-

ðèö èç G. Òîãäà N � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî èç G, I ∈ N , I# = 0 ∈ A
� íåèñêëþ÷èòåëüíàÿ ìàòðèöà â A è âñëåäñòâèå ëåìì 1, 3 è 4,

#
� èíâî-

ëþòèâíûé äè��åîìîð�èçì N íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî âñåõ íåèñêëþ-

÷èòåëüíûõ ìàòðèö â A. Ñëåäîâàòåëüíî A è N èìåþò îäíó ðàçìåðíîñòü.

Ïóñòü B = etA � ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà îò tA. Òîãäà

J−1B∗J = J−1(etA)∗J = J−1etA
∗

J = J−1e−tAJ = B−1.

�

Íåîðòîãîíàëüíûìè J-îðòîãîíàëüíûìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëíàÿ ãðóï-
ïà Ëîðåíöà O(1, 3) ðàçìåðíîñòè 6 è âåùåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ñèìïëåêòè-

÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(n;R) ðàçìåðíîñòè n(2n+1) [6℄, ñîñòîÿùàÿ èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ (2n× 2n)-ìàòðèö. Â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ íàäî âçÿòü ìàòðèöû

J =

(
−1 0
0T I

)
, J =

(
0 −I
I 0

)
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå 0 ýòî (1×3)-ìàòðèöà, I åñòü (3×3)-ìàòðèöà. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ýëåìåíòàìè (2× 2)-ìàòðèöû J ÿâëÿþòñÿ (n× n)-ìàòðèöû.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàòðèöà J èíâîëþòèâíà; âî âòîðîì ñëó÷àå èìååò ïî-

ðÿäîê 4.

�ðóïïà U(n) åñòåñòâåííî èçîìîð�íà îðòîãîíàëüíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé

ãðóïïå Sp(n;R) ∩ O(2n) [6℄. Îáðàòíûé èçîìîð�èçì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîîò-

âåòñòâèåì (
A B
C D

)
→ A+ iB.

Ïåðåñå÷åíèå Sp(n;C) ∩ U(2n) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé

ãðóïïîé (èëè ïðîñòî ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

Sp(n). Ýòî ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè n(2n + 1) [6℄. Â ÷àñòíîñòè, Sp(1) èçî-
ìîð�íà SU(2) èëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (H1, ·) åäèíè÷íûõ êâàòåð-

íèîíîâ.

J-óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(2, 2) � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ (4× 4)-ìàòðèö ñ

J =

(
I 0
0 −I

)
;

ýëåìåíòàìè èç J ÿâëÿþòñÿ (2×2)-ìàòðèöû. Ìàòðèöà J èíâîëþòèâíà. Ïîä-

ãðóïïà SU(2, 2) ⊂ U(2, 2) � ïîäãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
Àëãåáðà Ëè so(1, 3) ãðóïïû Ëè SO0(1, 3) ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà

(15) A =

(
0 A12

AT
12 A22

)
, AT

22 = −A22.

Àëãåáðà Ëè su(2, 2) ãðóïïû Ëè SU(2, 2) ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà

(16) A =

(
A11 A12

A∗

12 A22

)
, A∗

11 = −A11, A∗

22 = −A22, trA = 0.
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Èç (16) ëåãêî âèäíî, ÷òî dim(su(2, 2)) = dim(SU(2, 2)) = 15.

�3. Ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö èç U(2)

Åñòåñòâåííî æåëàíèå çíàòü î ðàñïîëîæåíèè ìíîæåñòâà N â U(2) áîëü-
øå òîãî, î ÷åì ñêàçàíî â òåîðåìå 5. Ýòî ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ âîïðîñà î

ñòðîåíèè ìíîæåñòâà U(2) \ N. Ñëåäóþùèé ïîäõîä äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò

íà ýòîò âîïðîñ.

Ïðèìåð 2. Äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé ìàòðèöû A ∈ iH, íàéòè

lim
t→+∞

(I − tA)(I + tA)−1.

�àññìîòðèì U(2), íåíóëåâóþ ìàòðèöó

A ∈ u(2), (tA)# = (I − tA)(I + tA)−1, t > 0, lim
t→+∞

(tA)#.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò det(I+tA) = 1+t(a11+a22)+t2 det(A), det(A) = a11a22+
|a12|

2,

(I − tA)(I + t det(A)A−1)

1 + t(a11 + a22) + t2 detA
=

I − tA+ t det(A)A−1 − t2 det(A)I

1 + t(a11 + a22) + t2 detA
,

åñëè detA 6= 0, èíà÷å íàäî çàìåíèòü det(A)A−1
òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðè-

öû, ïîëó÷àåìîé èç A çàìåíîé êàæäîãî åå ýëåìåíòà íà åãî àëãåáðàè÷åñêîå

äîïîëíåíèå â A. Åñëè det(A) 6= 0, òî limt→+∞(tA)# = −I ∈ U(2) \N.
Åñëè detA = 0, a11 = λ1i, a22 = λ2i, a12 = a + bi, a21 = −a + bi, òî

a11 + a22 6= 0,

B := lim
t→+∞

(tA)# =
1

a11 + a22

(
a22 − a11 −2a12
−2a21 a11 − a22

)
=

1

λ1 + λ2

(
λ2 − λ1 −2(b− ai)

−2(b+ ai) λ1 − λ2

)
, λ1λ2 = a2 + b2.

Òîãäà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî B∗ = B, B2 = I,

(I +B) =
1

λ1 + λ2

(
2λ2 −2(b− ai)

−2(b+ ai) 2λ1

)
,

det(I +B) =
4(λ1λ2 − (a2 + b2))

(λ1 + λ2)2
= 0, B ∈ U(2) \N.

Åñëè detA = 0, òî ìàòðèöà B íå ìåíÿåòñÿ, åñëè âñå âåùåñòâåííûå ïà-

ðàìåòðû λ1, λ2, a, b óìíîæàþòñÿ íà îäíî è òî æå íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Òîãäà, òàê êàê max{|λ1|, |λ2|} > 0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

max{λ1, λ2} = 1, min{λ1, λ2} ≥ 0, min{λ1, λ2} = a2 + b2,

b = ±
√

min{λ1, λ2} − a2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà limt→+∞(tA)#, ãäå A ∈ u(2) \
{0}, äâóìåðíî, â òî âðåìÿ êàê ìû óâèäèì, ÷òî U(2) \N òðåõìåðíî.
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Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâî U(2)\N âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö èç U(2)
ãîìåîìîð�íî òðåõìåðíîé ñ�åðå S3

ñî ñêëååííûìè â îäíó òî÷êó −I äâóìÿ
"ïîëþñàìè"ñ�åðû. Ìíîæåñòâî (U(2)\N)\{−I} äè��åîìîð�íî (0, 1)×S2

.

Ìíîæåñòâî U(2) \N èìååò êîíè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå −I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà B ∈ U(2) èñêëþ÷èòåëüíà, åñëè

0 = det(I +B) = 1 + trB + detB,

(17) b11 + b22 = ζ = −1 − z, z = b11b22 − b12b21 ∈ U(1),

(18) |b11| = |b22|, |b21| = |b12| =
√
1− |b11|2.

Ýòè óñëîâèÿ âëåêóò äðóãèå óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè ìàòðèöû B:

(19) b11b12 + b21b22 = 0, b11b21 + b12b22 = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (18) ñëåäóåò (19), åñëè b12 = 0. Åñëè b12 6= 0, óìíîæèì
ïåðâîå óðàâíåíèå â (19) íà b12. Ïîëó÷èì

b12b11b12 + b12b21b22 = b11b12b12 + b22(b11b22 − z) = b11 − b22z =

b11 + b22(1 + b11 + b22) = b11(1 + b22) + 1 + b22 − b12b12 =

(1 + b11)(1 + b22)− b12b12 = 0; (1 + b11)(1 + b22)− b12b12 = 0.

Ñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ äàåò

2 + b11 + b11 + b22 + b22 + b11b22 + b11b22 − 2b12b12 = 0,

Re(b11 + b22 + b11b22) + b11b11 = 0.

Äåëàÿ çàìåíó b22 = ζ − b11, ïîëó÷àåì âñëåäñòâèå ðàâíîïðàâíîñòè b11 è b22

Re(b11 + b22 + b11ζ) = 0, Re(b11 + b22 + b22ζ) = 0.

Ñóììà ýòèõ ðàâåíñòâ äàåò

(20) Re(2ζ + ζζ) = 0, èëè 2Re(ζ) + ζζ = 0.

�àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé −1, à òàêæå âåðøè-
íàìè 0 è ζ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì −1. Ïóñòü ϕ � óãîë â ýòîì

òðåóãîëüíèêå ïðè âåðøèíå −1. Òîãäà

2Re(ζ) = 2(cosϕ− 1) = −4 sin2(ϕ/2), ζζ = (2 sin(ϕ/2))2 = 4 sin2(ϕ/2),

è âòîðîå ðàâåíñòâî â (20) âûïîëíåíî âìåñòå ñ ïåðâûì â (19).

Âòîðîå ðàâåíñòâî â (19) ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàò-

ðèöû B, òàê êàê ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè trB è detB íå ìåíÿþòñÿ.

Óñëîâèÿ (17) è (18) ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å â ñëåäóþùåì âèäå

(21) b11 = −(t+ (1− t)z), 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ U(1), b22 = −(1 + z + b11),

(22) b12 = b21 = 0, åñëè |b11| = 1,



Ê õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Ñèãàëà 16

(23)

b12 =
√
1− |b11|2ξ, ξ ∈ U(1), b21 = (b11b22 − z)/b12, åñëè |b11| < 1.

1) Åñëè z = 1, òî b11 = b22 = −1, b12 = b21 = 0, B = −I.
2) Åñëè z = −1, òî b22 = −b11, −b211 − b12b21 = −1, è b11, b22 ∈ R, b21 = b12.
Ïðè t ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî, äè��åîìîð�íîå (0, 1) × U(1), âû-

ðîæäàþùååñÿ â äâîåòî÷èå ïðè t = 0, 1. Â öåëîì ýòî ìíîæåñòâî äè��åî-

ìîð�íî S2.
3) Ïóñòü z ∈ U(1) \ {1,−1}. Ïðè t = 0, 1; b12 = b21 = 0, ò.å. ïîëó÷àåì

äâîåòî÷èå.

Ïðè t ∈ (0, 1) è Im(z) > 0 èëè Im(z) < 0 ïîëó÷àåì äâà ìíîæåñòâà

ìàòðèö, êàæäîå èç êîòîðûõ äè��åîìîð�íî (0, 1)× (0, 1)×U(1) è âûðîæ-
äàåòñÿ ïðè t = 0, 1 â ìíîæåñòâî, äè��åîìîð�íîå (0, 1). Â öåëîì êàæäîå

èç íèõ äè��åîìîð�íî (0, 1)× S2
, à ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö â ñëó÷àå 3) �

èõ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäñòâèåì ðåãóëÿðíîñòè U(2) \ N ïðè z =
−1.
Ïðèâåäåì äåòàëè ïîâåäåíèÿ ìíîæåñòâà U(2) \N âáëèçè z = −1 è z = 1.
Ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ [0, 1] è z 6= 1, ïîìíÿ î (21), (22) è (23), ïîëó÷àåì

|b11|
2 = (t + (1− t)z)(t + (1− t)z) = 1 + 2t(1− t)(cosϕ− 1),

b12 =
√
2t(1− t)(1− cosϕ)ξ = 2

√
t(1− t) sin(ϕ/2)ξ, ξ ∈ U(1),

b11b22−z = (1−t)t(z−1)2, b21 = ((1−t)t)1/2ξ(z−1)(− sin(ϕ/2)+cos(ϕ/2)i).

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâî z−1 = 2 sin(ϕ/2)(− sin(ϕ/2)+i cos(ϕ/2)).
Ñíîâà èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, íàõîäèì ïðè âñåõ z ∈ U(1)

(b21)
′

ϕ = ((1−t)t)1/2ξ(− sin(ϕ/2)+cos(ϕ/2)i)(z′ϕ−sin(ϕ/2)(cos(ϕ/2)+sin(ϕ/2)i)),

(b11)
′

ϕ = (t− 1)z′ϕ, (b22)
′

ϕ = −tz′ϕ, (b12)
′

ϕ =
√

t(1− t) cos(ϕ/2)ξ.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî z′ϕ = − sinϕ+ cosϕi, ïîëó÷àåì ïðè z = −1 è z = 1:

(b21)
′

ϕ = 2i
√

t(1− t)/ξ, (b11)
′

ϕ = (1− t)i, (b22)
′

ϕ = ti, (b12)
′

ϕ = 0;

(b21)
′

ϕ = −
√

t(1− t)·ξ, (b11)
′

ϕ = (t−1)i, (b22)
′

ϕ = −ti, (b12)
′

ϕ =
√

t(1− t)ξ.

Ïðîèçâîäíûå ïðè z = −1 ïîêàçûâàþò, ÷òî U(2) \N ðåãóëÿðíî â z = −1.
Âñëåäñòâèå 1) âûøå, b11 = b22 = −1 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè z = 1

è (b11)
′

ϕ = (b22)
′

ϕ = 0, åñëè áû â −I ìíîæåñòâî U(2) \N ïðè Im(z) > 0 èëè
Im(z) < 0 áûëî ðåãóëÿðíî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âû÷èñëåíèÿì ïðè z = 1.
Èç íèõ æå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

�
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Òåîðåìà 8. Ïðîîáðàç σ−1(U(2) \N) îòíîñèòåëüíî íàêðûâàþùåãî ýïè-
ìîð�èçìà ãðóïï Ëè σ : R×SU(2) → U(2) � îáúåäèíåíèå ñäâèãîâ íà 2mπ,
m ∈ Z, ïî îñè R ìíîæåñòâà S ⊂ [0, 2π] × SU(2), ãîìåîìîð�íîãî S3

. Ïðè

ýòîì

(24) S ∩ {0, 2π} × SU(2) = {(0,−I), (2π,−I)};

S áåç ýòèõ òî÷åê äè��åîìîð�íî (0, 2π)×S2. Ëþáàÿ 3-ñ�åðà â σ−1(U(2)\N)
ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî ñ äâóìÿ òàêèìè æå ñ�åðàìè ïî èõ îáùåé êîíè÷åñêîé

òî÷êå. Ïðîîáðàç σ−1(N) îòêðûò è âñþäó ïëîòåí â R× SU(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýïèìîð�èçì σ èìååò âèä (13) è ïåðèîäè÷åí ñ ïåðè-

îäîì 2π ïî R. Ïåðâûå òðè óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ýòîãî è òåîðåìû 7.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5. �

Òåîðåìà 9. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2 ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðûé k-ëèñòíûé íàêðûâàþùèé ýïèìîð�èçì σk : Uk(2) → U(2); σ−1

k (U(2) \
N) = Sk åñòü îáúåäèíåíèå k 3-ñ�åð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ðîâ-

íî ñ äâóìÿ äðóãèìè òàêèìè 3-ñ�åðàìè ïî îáùåé êîíè÷åñêîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Uk(2) := Ũ(2)/({2πkm},+), m ∈ Z. ßñíî,
÷òî ñóùåñòâóþò ýïèìîð�èçìû γk : Ũ(2) → Uk(2) è σk : Uk(2) :→ U(2)
òàêèå, ÷òî σk ◦ γk = σ. Äàëåå ðàññóæäåíèå êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

8. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà U(2) \N.

Òåîðåìà 10. U(2) \N � îáúåäèíåíèå âñåõ (çàìêíóòûõ, äè��åîìîð�-

íûõ îêðóæíîñòÿì) èçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â (U(2), 〈·, ·〉) ñ íà÷àëîì −I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå òåîðåìû 3, 〈·, ·〉 � áèèíâàðèàíòíàÿ ëî-

ðåíöåâà ìåòðèêà íà U(2). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â (U(2), 〈·, ·〉)
ñ íà÷àëîì I � 1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, è îáðàòíî. Âîñïîëüçóåìñÿ

ïðèìåðîì 1 è âû÷èñëèì ñëåäóþùóþ èçîòðîïíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ ñ ïåðèî-

äîì 2π è íà÷àëîì I:

γ(ϕ) = exp(ϕi(σ0 + σ2)) = eϕi exp(ϕiσ2) = eϕi
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ èçîòðîïíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ ñ íà÷àëîì −I è îïðåäå-

ëèòåëü:

B(ϕ) = −γ(ϕ)I =

(
−eϕi cosϕ eϕi sinϕ
−eϕi sinϕ −eϕi cosϕ

)
,

det(I +B(ϕ)) = 1− 2 cosϕ(cosϕ+ i sinϕ) + (cos 2ϕ+ i sin 2ϕ) = 0.

Ïîäãðóïïà SU(2) ⊂ U(2) ïðîñòàÿ è ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Ad(SU(2))
äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå {v ∈ TISU(2) : 〈v, v〉 = 1}. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äåéñòâèå ãðóïïû SU(2) ñîïðÿæåíèÿìè òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå
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èçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ íà÷àëîì I è ñ íà÷àëîì −I, î÷åâèäíî ñîõðà-

íÿÿ ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö âèäà I+B, B ∈ U(2). Çíà÷èò, êàæäóþ
èçîòðîïíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ ñ íà÷àëîì −I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

DB(ϕ)D−1, ϕ ∈ R, D ∈ SU(2).

Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè è òåîðåìû 7 ñëåäóåò òåîðåìà 10. �

Çàìå÷àíèå 4. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7 î êîíè÷íîñòè ìíîæåñòâà

U(2) \N â −I î÷åâèäíî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 10.

Òåîðåìà 11. Äëÿ êàæäîãî íàêðûâàþùåãî ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîãî

ýïèìîð�èçìà ãðóïï Ëè p : G → (U(2), 〈·, ·〉), ïðîîáðàç p−1(U(2) \ N) åñòü
îáúåäèíåíèå âñåõ èçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ íà÷àëîì â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå èç p−1{−I}.

�4. Âëîæåíèå ãðóïïû P̃ â SU(2, 2)

Â [13℄ ãðóïïà U(2) ðåàëèçîâàíà êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî SU(2, 2)/F ,
ãäå êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû ïîäãðóïïû F ⊂ SU(2, 2) (èíäåêñà 2

â F ) èçîìîð�íà íåêîìïàêòíîé óíèâåðñàëüíîé äâóëèñòíîé íàêðûâàþùåé

ðàñøèðåííîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïîýòîìó óìåñòíî ñêàçàòü ñíà÷àëà îá îä-

íîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåêîòîðûõ ðàññìîòðåííûõ çäåñü ãðóïï Ëè ïî èõ

êîìïàêòíûì ïîäãðóïïàì.

Åñòü ðèìàíîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

GL(2,C)/U(2) ∼= GL+(2,C)/SU(2), SL(2,C)/SU(2).

Ïåðâîå èç íèõ, êàê è SU(2, 2)/S(U(2)×U(2)) è èçîìîð�íîå åìó ïðîñòðàí-
ñòâî SO0(4, 2)/SO(4)×SO(2) � íåêîìïàêòíûå ýðìèòîâû ñèììåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, ñì. ïàð. 4 �ëàâû IX è òàáëèöó II â êíèãå [7℄.

�ðóïïà Ëè SO0(4, 2) J-îðòîãîíàëüíà è àíàëîãè÷íà ãðóïïå Ëîðåíöà.

Àëãåáðà Ëè (g, [·, ·]) êàæäîé èç ãðóïï ËèG:GL+(2,C), SL(2,C), SU(2, 2),
SO0(4, 2) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó g = p⊕ k, ãäå k � ïîäàë-

ãåáðà Ëè êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû K ⊂ G, è èíâîëþòèâíûé àâòîìîðìèçì

f òàêèå, ÷òî p è k � èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî f ïîäïðîñòðàíñòâà ñ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè −1 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

[k, k] ⊂ k, [k, p] ⊂ p, [p, p] = k.

Äëÿ àëãåáð Ëè gl+(2,C) è sl(2,C), f = −∗, k = su(2), p = H â ïåðâîì

ñëó÷àå è p = isu(2) âî âòîðîì ñëó÷àå, ñì. (5), (6).

Âñåãäà ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ êàæäîå AdK-èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå (·, ·) íà p îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà

G/K, ÷òî äàåò ðèìàíîâî ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íî ýòî æå ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò è ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ìåòðèêó d
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íà ãðóïïå Ëè G, è åñòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êðèâèçí ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè
d ïî êðèâèçíàì óêàçàííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà [1℄.

Çàìå÷àíèå 5. Ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 íà H èç �îðìóë

(9) è (10) çàäàåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáëîðåíöåâó ìåòðèêó íà GL+(2,C).

Äàëåå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [13℄ ñ íåáîëüøèìè ïîÿñíåíè-

ÿìè.

Àâòîðû ýòîé ñòàòüè èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

U := U(2), G = SU(2, 2), P = (GL(2,C)/U(1)I)⋌ (H,+)−

ðàñøèðåííàÿ ïîäîáèÿìè ãðóïïà Ïóàíêàðå,

(25) c(ih) = (I + ih/2)(I − ih/2)−1, h ∈ H.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2, óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå P̃ → P äâóëèñòíî.

Â [13℄ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ Ëåììà 2.1.3 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(26) gZ = (AZ +B)(CZ +D)−1, Z ∈ U, g =

(
A B
C D

)
∈ G.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîð�èçì β : P̃ → G òàêîé,

÷òî

(27) β(g)c(ih) = c(igh), g ∈ P̃ , h ∈ H.

Òàê êàê c(iH) � îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â U ïî òåîðå-

ìå 5, òî äâà òàêèõ èçîìîð�èçìà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ãîìîìîð-

�èçì ãðóïïû P̃ â ÿäðî äåéñòâèÿ G íà U . Ýòî ÿäðî � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà.

Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íåòðèâèàëüíîãî ãîìîìîð�èçìà, ÷òî äàåò

åäèíñòâåííîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîðû áåðóò ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò T èç P̃ . Âñëåäñòâèå òåîðåìû 2 ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

T = (t, L, F ), ãäå t ∈ R, L ∈ SL(2,C), F ∈ H,

ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èñëó t îòâå÷àåò ïîäîáèå ñ êîý��èöèåíòîì et íà H . Â [13℄

ïîëàãàþò

(28)

β(T ) = Ω

(
et/2L (i/2)e−t/2F (L∗)−1

0 e−t/2(L∗)−1

)
Ω−1, ãäå Ω = 2−1/2

(
I I
−I I

)
.

Î÷åâèäíî, β âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî β � ãîìî-

ìîð�èçì â ãðóïïó GL(4,C). Äëÿ ýòîãî ïðîùå, íå ó÷èòûâàÿ Ω, ïîêàçàòü,
÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö òîãî æå âèäà, ÷òî è ñðåäíÿÿ ìàòðèöà â

(28), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ìàòðèöó òîãî æå âèäà. Ïðè ýòîì âûÿñíÿåòñÿ,

÷òî SL(2,C) äåéñòâóåò íà H òàê æå, êàê â òåîðåìå 2. Ïîñëå ýòîãî íóæíî



Ê õðîíîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Ñèãàëà 20

ïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà β(T ) ∈ G. Ïîñëå òîãî, êàê äîêàçàíî, ÷òî β � ãîìî-

ìîð�èçì â GL(4,C), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå β(T ) ∈ G äëÿ òðåõ

âèäîâ ìàòðèöû T, êàê ýòî ñäåëàíî â [13℄:

β(t, I, 0) =

(
cosh(t/2)I − sinh(t/2)I
− sinh(t/2)I cosh(t/2)I

)
∈ G,

β(0, I, F ) =

(
I + iF/4 iF/4
−iF/4 I + iF/4

)
∈ G.

(29) β(0, L, 0) =

(
((L∗)−1 + L)/2 ((L∗)−1 − L)/2
((L∗)−1 − L)/2 ((L∗)−1 + L)/2

)
∈ G,

Ïðîâåðêà (27) â [13℄ äîâîëüíî òåõíè÷íà è îñòàâèì åå áåç êîììåíòàðèåâ.

�5. Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà

Ïîâòîðèì ÷àñòü òåêñòà [13℄, ñòð. 81 è äàëåå, ãäå àâòîðû îáúÿñíÿþò èõ

òåðìèíîëîãèþ, â êîòîðîé íåêîòîðûå îáùèå òåðìèíû èñïîëüçóþòñÿ â áîëåå

ñïåöèàëüíîì ñìûñëå.

"Ìíîãîîáðàçèå"îçíà÷àåò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

"Ïðè÷èííîå ìíîãîîáðàçèå"çíà÷èò ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå çàäàííûì ïîä-

õîäÿùèì àíàëèòè÷åñêèì ïîëåì çàìêíóòûõ âûïóêëûõ êîíóñîâ (â êàñàòåëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ); êîíóñ Cp â äàííîé òî÷êå p íàçûâàåòñÿ "êîíóñîì áóäó-

ùåãî". Ïðè÷èííîå (ñîîòâåòñòâåííî, àíòèïðè÷èííîå) ïðåîáðàçîâàíèå îäíî-

ãî ïðè÷èííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà äðóãîå åñòü îáðàòèìîå àíàëèòè÷åñêîå ïðå-

îáðàçîâàíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ïîëå êîíóñîâ (ïåðåâîäèò Cp â −Cp′ , åñëè

p ïåðåõîäèò â p′). Îáðàòèìîå àíàëèòè÷åññêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî ïðè÷èííûì, åñëè åãî ñóæåíèå íà äîñòàòî÷íî ìàëûå îòêðûòûå

ìíîæåñòâà ïðè÷èííî. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðè÷èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè-

÷èííîãî ìíîãîîáðàçèÿM íàçûâàåòñÿ åãî ïðè÷èííîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåò-

ñÿ G(M); óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ýòîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé

ïðè÷èííîé ãðóïïîé; îáîçíà÷åíèå G̃(M).
(H, 〈·, ·〉) � ïðè÷èííîå ìíîãîîáðàçèå, â êîòîðîì êîíóñ áóäóùåãî â êàæ-

äîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûõ

îòíîñèòåëüíî 〈·, ·〉 ìàòðèö h ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì 〈h, σ0〉 > 0 è ñ

îáû÷íûì îòîæäåñòâëåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñ êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâà-

ìè â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè÷èííàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíûì ïîëåì êîíó-

ñîâ áóäóùåãî ëîêàëüíî ïðè÷èííà â òîì ñìûñëå, ÷òî íà äîñòàòî÷íî ìàëûõ

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ ãðóïïû àâòîìàòè÷åñêè çàäàí ïðè÷èííûé ïîðÿ-

äîê.

Ïîÿñíèì, ÷òî (ãëîáàëüíûé) ïðè÷èííûé ïîðÿäîê íà õàóñäîð�îâîì òîïî-

ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàåòñÿ ÷àñòè÷íûì òðàíçèòèâíûì, ðå�ëåê-

ñèâíûì è àíòèñèììåòðè÷íûì ïîðÿäêîì ≤; êîíóñ áóäóùåãî Cx = {y ∈
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M : x ≤ y} äëÿ x ∈ M, êîíóñ ïðîøëîãî C−

x = {z ∈ M : z ≤ x}. Îáû÷-
íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Cx çàìêíóòû, à âíóòðåííîñòè êîíóñîâ áóäóùåãî è

ïðîøëîãî îáðàçóþò ïðåäáàçó òîïîëîãèè À.Ä.Àëåêñàíäðîâà, ñîâïàäàþùåé

ñ òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà M . Â ñòàòüå [2℄ èçó÷àþòñÿ ìåòðèçîâàííûå ëå-

âîèíâàðèàíòíûå ïîðÿäêè íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóï-

ïàõ � äàëåêîå îáîáùåíèå ëåâîèíâàðèàíòíûõ ëîðåíöåâûõ è ñóáëîðåíöåâûõ

ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè.

Â [13℄ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ãðóïï

M0 := H, M := U, M̃ := Ũ = R× SU(2),

êîãäà îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êàê ïðè÷èííûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïðè-

÷èííûìè ñòðóêòóðàìè, îïðåäåëÿåìûìè óêàçàííûìè âûøå áèèíâàðèàíò-

íûìè ëîðåíöåâûìè ìåòðèêàìè íà ýòèõ ãðóïïàõ Ëè; M � ïðè÷èííàÿ êîì-

ïàêòè�èêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî M0, M̃ � Âñåëåííàÿ

Ýéíøòåéíà.

Òåîðåìà 12. [14℄ Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè c : iH → U(2), îïðåäåëåííîå
�îðìóëîé (25), åñòü ïðè÷èííîå îòîáðàæåíèå.

Â [13℄ óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû êðàòêî óïîìÿíóòî â ëåììå 2.1.2.

Òåîðåìà 13. [14℄ Äåéñòâèå (26) ãðóïïû G íà M ïðè÷èííî è òðàíçè-

òèâíî.

Äîêàçàíû ëåììû 2.1.5, 2.1.6:

Ëåììà 6. β(P̃ ) � êîìïîíåíòà åäèíèöû ñòàáèëèçàòîðà G−I òî÷êè

−I ∈ U(2).

Ëåììà 7. Ïóñòü Z� öåíòð â G. Òîãäà G−I = β(P̃ )Z.

Ñëåäñòâèå 5. β(P̃ ) � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â G−I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåíòð Z ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ (4×4)-ìàòðèö ñ îäíèì
èç ÷èñåë ±1,±i íà äèàãîíàëè. Ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà

âèäà (29) ïðè L = −I � ñêàëÿðíàÿ (4 × 4)-ìàòðèöà èç β(P̃ ) ñ ÷èñëîì −1
íà äèàãîíàëè. �

Ñëåäñòâèå 6. �ðóïïà U(2) åñòü îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî SU(2, 2)/G−I ,

ãäå ãðóïïà G−I èçîìîð�íà ãðóïïå P̃ × ({1,−1}, ·).

Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî òåîðåìå 9 ïîëó÷àåì íà îñíîâàíèè [11℄ è òåîðåìû

11

Ñëåäñòâèå 7. Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî SU(2, 2)/β(P̃ ) äâóëèñòíî íà-
êðûâàåò U(2) è åñòü U2(2). Ïðîîáðàç ìíîæåñòâà U(2) \ N îòíîñèòåëüíî

ýòîãî íàêðûòèÿ äè��åîìîð�åí êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòè â [11℄.

Çàìå÷àíèå 6. �ðóïïà Ëè U2(2) äè��åîìîð�íà ãðóïïå Ëè U(2).
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî SU(2, 2)/β(P̃ ) èçîìîð�íî îäíîðîäíî-
ìó ïðîñòðàíñòâó ãðóïïû Ëè SO0(4, 2) ïî åå ïîäãðóïïå, èçîìîð�íîé ãðóïïå
Ëè P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C2 := Z ∩ β(P̃ ) = β({I,−I}). Òîãäà

SU(2, 2)/β(P̃ ) ∼= (SU(2, 2)/C2)/(β(P̃ )/C2), SU(2, 2)/C2
∼= SO(4, 2).

Òåïåðü ïî òåîðåìå 2, SO0(1, 3) ∼= SL(2,C)/{I,−I}, ñëåäîâàòåëüíî

β(P̃ )/β({I,−I}) ∼= P̃ /{I,−I} = P.

�

Òåîðåìà 14. [13℄, ñ. 83. �ðóïïà G̃ äåéñòâóåò ïðè÷èííî è òðàíçèòèâíî

íà M̃ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè, èçîìîð�íîé P̃ .

Äåéñòâèå g̃Z̃ ýëåìåíòà g̃ ∈ G̃ íà ýëåìåíòå Z̃ ∈ Ũ îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèìè ïîäíÿòèÿìè. Êàíîíè÷åñêèå íàêðûòèÿ-ýïèìîð�èçìû ãðóïï U è G
ãðóïïàìè Ũ è G̃ îáîçíà÷àþòñÿ σ è γ. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè M̃ êàê R×SU(2),
ïîëó÷àåì σ(t,W ) = eitW, t ∈ R, W ∈ SU(2). Óïîìÿíóòûå îòîáðàæåíèÿ

ñâÿçàíû óñëîâèåì σ(g̃Z̃) = γ(g̃)σ(Z̃) äëÿ ëþáûõ g̃ ∈ G̃ è Z̃ ∈ Ũ ïî îïðåäå-

ëåíèþ ïîäíÿòèé.

Àâòîðû �îðìóëèðóþò óòî÷íåíèå òåîðåìû 14 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäãðóïïà èçîòðîïèè ãðóïïû S̃U(2, 2), â êîíñòåêòå åå äåéñòâèÿ íà M̃ ,

èçîìîð�íà ðàñøèðåííîé ïîäîáèÿìè ãðóïïå Ïóàíêàðå. Ñàìà ãðóïïà

S̃U(2, 2) èçîìîð�íà ñâÿçíîé êîìïîíåíòå åäèíèöû ãðóïïû âñåõ ïðè÷èííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íà M̃ . Îòìåòèì �ðàçó â [13℄, ñ. 83: Èíòåðåñíî, ÷òî ãðóï-

ïà èçîòðîïèè äåéñòâèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M̃ åãî ïðè÷èííîé ãðóïïû åñòü

ïðè÷èííàÿ ãðóïïà íà M0.

Çàìå÷àíèå 7. Ïîõîæå, ÷òî ýòà ïîñëåäíÿÿ �ðàçà ïîäðàçóìåâàåò âàæ-

íûé ðåçóëüòàò: ãðóïïà P åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðóïïû âñåõ ïðè-

÷èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. �àçëè÷íûå

åãî îáîáùåíèÿ ïîëó÷èëè ó÷åíèêè õðîíîãåîìåòðè÷åñêîé øêîëû àêàäåìèêà

À.Ä.Àëåêñàíäðîâà.

Â âàæíîì äëÿ ïðèëîæåíèé ðàçäåëå 2.3 "Äèñêðåòíûå ïðè÷èííûå ñèììåò-

ðèè"èç [13℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñâÿçíûå ãðóïïû, âêëþ÷àþùèå âñå ïðè÷èí-

íûå è àíòèïðè÷èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè÷èííûõ ìíîãîîáðàçèé M0, M è

M̃. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå M0 ýòî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå O(1, 3)⋌ (H,+),
ïîðîæäàåìîå ñâÿçíîé ãðóïïîé P è äèñêðåòíîé ÷åòûðåõýëåìåíòíîé ïîä-

ãðóïïîé â O(1, 3), ïîðîæäàåìîé äâóìÿ èíâîëþòèâíûìè èíâåðñèÿìè "âðå-

ìåíè"è "ïðîñòðàíñòâà".

Ñëåäóþùèå ãëàâû ñòàòüè [13℄ ñîäåðæàò ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ; èõ

ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â 10 áîëüøèõ òàáëèöàõ. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñ-

ëåíèåì.
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Â ãëàâå III "Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ"èçó÷àþòñÿ â îñíîâíîì àëãåáðû

Ëè ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ãðóïï Ëè, èõ ãåíåðàòîðû è èõ ñêîáêè Ëè, à òàêæå

îòíîøåíèÿ äëÿ èõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáð. �ëàâû IV è V íàçûâàþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî "Ïàðàëëåëèçàöèÿ èíäóöèðîâàííûõ ðàññëîåíèé"è "Ñêàëÿðíûå

ðàññëîåíèÿ". Â íèõ ðå÷ü èäåò î ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññëîåíèÿõ íàä òåìè

æå ãðóïïàìè Ëè.

�6. Çàêëþ÷åíèå

Ýòîò ðàçäåë âêëþ÷àåò íåêîòîðûå îòäåëüíûå çàìå÷àíèÿ ïî òåìå ýòîé

ñòàòüè.

�ðóïïà U(2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï SU(2) è U(1)I,
òàê êàê SU(2) ∩ U(1)I = {I,−I}. Íî U(2) äè��åîìîð�íà SU(2) × U(1)I
è S3 × S1

, òàê êàê èç (13) ñëåäóåò, ÷òî σ(t, g) = σ(t± 2π, g), õîòÿ σ(π, I) =
−I ∈ SU(2).
Óæå ïîñëå çàâåðøåíèÿ îñíîâíîãî òåêñòà ñòàòüè, À.Â.Ëåâè÷åâ ñêàçàë

ìíå, ÷òî àíàëîã ìíîæåñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ ìàòðèö U(2)\N �èçèêè íà-

çûâàþò êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è óêàçàë

íà èíòåðåñíóþ ñòàòüþ À.ßä÷èêà [11℄. Â íåé îáñóæäàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå

íåòðèâèàëüíûå ñâÿçè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè è �èçè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè

è àêòóàëüíîñòü ó �èçèêîâ ýòîé òåìû, âûçûâàþùåé ðàçíîãëàñèÿ ìåæäó íè-

ìè. Ïîìèìî ìíîãèõ äðóãèõ, òàì åñòü ññûëêà íà øèðîêî èçâåñòíóþ êíèãó

�.Ïåíðîóçà è Â.�èíäëåðà [5℄.

Íå ïîãðóæàÿñü â äèñêóññèè �èçèêîâ è ìíîãèå èíòåðïðåòàöèè êîí�îðì-

íîé áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷óñü óòâåðæäåíèÿ-

ìè î åå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå èç [11℄ è êðàòêèì ñðàâíåíèåì èõ ñ òåî-

ðåìîé 7.

Â ñòàòüå [11℄, M c = U(2), M̃ c = S3 ×S1; M̃ c
çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè â R6

:

(30) (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x5)2 = 1, (x4)2 + (x6)2 = 1.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè x5 = x6
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ êîí�îðìíîé áåñêîíå÷-

íîñòè:

(31) (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x5)2 = 1, (x4)2 + (x5)2 = 1.

ßñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþò äâå 3-ñ�åðû, ó êîòîðûõ "ñåâåðíûé ïî-

ëþñ"ïðè x5 = 1 (ñîîòâåòñòâåííî, "þæíûé ïîëþñ"ïðè x5 = −1) îäíîé
ñ�åðû îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñåâåðíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñ þæíûì) ïîëþñîì

äðóãîé ñ�åðû [11℄.

À äëÿ òåîðåìû 7 íàäî óáðàòü âòîðîå óðàâíåíèå â (31) è îòîæäåñòâèòü

òî÷êè îïðåäåëÿåìîé ïåðâûì óðàâíåíèåì â (31) 3-ñ�åðû ñ x5 = 1 è x5 = −1.
Íàçâàíèå "Êîí�îðìíàÿ áåñêîíå÷íîñòü"íîñèò áîëüøàÿ ãëàâà 9 â [5℄. Ïðî-

ñòðàíñòâî M̃ c, îáîçíà÷àåìîå â [5℄ êàê M#, çàäàåòñÿ â âåùåñòâåííîì ïðî-

åêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P5
êàê ïðîñòðàíñòâî îáðàçóþùèõ êîíóñà (9.2.5),
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ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî M � óðàâíåíèÿìè (9.2.5) è (9.2.6), à åãî êîí-

�îðìíàÿ áåñêîíå÷íîñòü � óðàâíåíèÿìè (9.2.5) è V = W, ò.å.

(32) T 2 + V 2 −W 2 −X2 − Y 2 − Z2 = 0, V −W = 0.

Íà ñàìîì äåëå èìåííî ñ ýòîãî, â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ, íà÷èíàåòñÿ îïè-

ñàíèå M̃ c
è åãî êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòè â ñòàòüå [11℄. Âûáîð ïîëîæè-

òåëüíîãî êîý��èöèåíòà ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì (30) è

(31).

Ôàêòè÷åñêè â [5℄ äåòàëüíî äàíî îïèñàíèå êîí�îðìíîé áåñêîíå÷íîñòè

ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íå â P5
, à ïðè åãî êîìïàêòè�èêàöèè â U(2).

Çàäà÷à 1. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî σ−1(N) ñâÿçíûì?

Çàäà÷à 2. ßâëÿåòñÿ ëè β(P̃ ) íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû SU(2, 2)?

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà èç àëãåáðû Ëè (A, [·, ·])
âñÿêîé J-óíèòàðíîé ãðóïïû G íåèñêëþ÷èòåëüíà?

Çàäà÷à 4. Êàêîâà ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà U(n)\N âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ

ìàòðèö U(n) ïðè n ≥ 3, â ÷àñòíîñòè ïðè n = 3?
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