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ÎÁ ÎÄÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÄËß ÏÑÅÂÄÎ�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î

Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Â.Â. Øåìåòîâà

�àññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ÷åòâåðòè ïðîñòðàíñòâà

äëÿ îäíîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ

íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà â

ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñìåøàííàÿ

êðàåâàÿ çàäà÷à, àíèçîòðîïíîå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî.

� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÷åòâåð-

òè ïðîñòðàíñòâà R
n+1
++ = {t > 0, x′ ∈ Rn−1, xn > 0}

(I −∆)D2
tu+∆2u = f(t, x), (1)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x. Ýòî óðàâ-

íåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, íå ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðî-

èçâîäíîé ïî âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ âèäà (1) íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ñîáî-

ëåâñêîãî òèïà, ïîñêîëüêó èìåííî ðàáîòû Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [9℄ ïîñëóæèëè íà-

÷àëîì ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå îäíîé ïðî-

ñòðàíñòâåíííîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèå (1) âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè

êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé óïðóãèõ ñòåðæíåé [4, 5℄. Â ëèòåðàòóðå òàêîå óðàâ-

íåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Âëàñîâà.

Â ìîíîãðà�èè [8℄ áûëà ââåäåíà êëàññè�èêàöèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

L0(Dx)D
l
tu+

l−1∑

k=0

Ll−k(Dx)D
k
t u = f(t, x),

ãäå L0(Dx)� êâàçèýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð. Â ÷àñòíîñòè, áûë ââåä¼í êëàññ

ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ íèõ áûëà

èçó÷åíà çàäà÷à Êîøè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè

èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò � FWNF-2022-0008)
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[7, 10, 11, 14, 15℄. Òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü åñòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî

êîíêðåòíûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 13℄).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

(I −∆)D2
tu+∆2u = f(t, x), x = (x′, xn) x′ ∈ R

n−1, xn > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,

u|xn=0 = 0, D2
xn
u|xn=0 = 0,

(2)

áóäåò äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â àíèçîòðîïíîì âåñîâîì

ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ).

� 2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü G ⊆ Rn+1
è r = (r, . . . , r), r ∈ N. Íèæå ïðèâåäåì îïðåäåëå-

íèå àíèçîòðîïíîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W
l,r
2 (G) (ïîäðîáíåå ìîæíî

îçíàêîìèòüñÿ â [1, 12℄).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(t, x) ïðèíàäëåæèò àíèçîòðîïíîìó ñîáî-

ëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó W
l,r
2 (G), åñëè ñóùåñòâóþò îáîáù¼ííûå ïðîèçâîä-

íûå Dα0

t Dα
xu(t, x), α = (α1, . . . , αn) â îáëàñòè G ïðè

α0

l
+

|α|
r

≤ 1,

è Dα0

t Dα
xu(t, x) ∈ L2(G). Íîðìà â W

l,r
2 (G) èìååò âèä

‖u(t, x),W l,r
2 (G)‖ =

∑

α0/l+|α|/r≤1

‖Dα0

t Dα
xu(t, x), L2(G)‖.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u(t, x) ïðèíàäëåæèò ñîáîëåâñêîìó ïðîñ-

òðàíñòâó W
l,r
2,γ(G) ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì e−γt

, γ > 0, åñëè �óíêöèÿ

e−γtu(t, x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W
l,r
2 (G). Íîðìà âW l,r

2,γ(G) èìååò âèä

‖u(t, x),W l,r
2,γ(G)‖ = ‖e−γtu(t, x),W l,r

2 (G)‖.

Â ñëó÷àå åñëè l = 0 íîðìà â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå W
0,r
2,γ (G) èìååò âèä

‖u(t, x),W 0,r
2,γ (G)‖ =

∑

|α|≤r

‖Dα
xu(t, x), L2(G)‖.

Â ïðîñòðàíñòâå W
l,0
2,γ(G) íîðìà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖u(t, x),W l,0
2,γ(G)‖ =

∑

α0≤l

‖Dα0

t u(t, x), L2(G)‖.
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Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò γ0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé f(t, x) ∈ W
1,0
2,γ (R

n+1
++ ),

γ > γ0, òàêîé, ÷òî f(t, x)|t=0 = 0, çàäà÷à (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â

ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ) òàêèõ, ÷òî D2

tD
2
xi
u(t, x) ∈ L2,γ(R

n+1
++ ),

i = 1, . . . , n, è äëÿ ðåøåíèÿ u(t, x) âûïîëíåíà îöåíêà:

‖u(t, x),W 2,4
2,γ (R

n+1
++ )‖+

n∑

i=1

‖D2
tD

2
xi
u(t, x), L2,γ(R

n+1
++ )‖

≤ c(γ0)‖f(t, x),W 1,0
2,γ (R

n+1
++ )‖,

ãäå êîíñòàíòà c(γ0) íå çàâèñèò îò f(t, x).
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò γ0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé f(t, x) ∈ W

0,1
2,γ (R

n+1
++ ),

γ > γ0, òàêîé, ÷òî f(t, x)|xn=0 = 0, çàäà÷à (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â

ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ) òàêèõ, ÷òî D2

tD
2
xi
u(t, x) ∈ L2,γ(R

n+1
++ ),

i = 1, . . . , n, è äëÿ ðåøåíèÿ u(t, x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖u(t, x),W 2,4
2,γ (R

n+1
++ )‖+

n∑

i=1

‖D2
tD

2
xi
u(t, x), L2,γ(R

n+1
++ )‖

≤ c(γ0)‖f(t, x),W 0,1
2,γ (R

n+1
++ )‖,

ãäå êîíñòàíòà c(γ0) íå çàâèñèò îò f(t, x).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíîé òåîðåìîé Ïýëè�

Âèíåðà [6, 8℄.

Ïóñòü �óíêöèÿ w(τ, x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn
+ ïðèíàäëåæèò L̃2(C

+
γ ),

C+
γ = {τ ∈ C : Reτ > γ}, òî åñòü
à) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn

+ �óíêöèÿ w(τ, x) � àíàëèòè÷åñêàÿ â C+
γ ;

á) sup
σ>γ

∫

R

∫

Rn
+

|w(iη + σ, x)|2 dx dη < ∞.

Ââåäåì â äàííîì ïðîñòðàíñòâå íîðìó

sup
σ>γ



∫

R

∫

Rn
+

|w(iη + σ, x)|2 dx dη




1/2

.

Â äàëüíåéøåì ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì

îáîçíà÷àòü L̃2(C
+
γ ×Rn

+). �àññìîòðèì ìíîæåñòâî �óíêöèé w(τ, x′, xn), ïðè-

íàäëåæàùèõ ïðè ïî÷òè âñåõ (x′, xn) ∈ Rn
+ ïðîñòðàíñòâó L̃2(C

+
γ × Rn

+), äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

sup
σ>γ

∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

|iη + σ|2α0 |ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη < ∞, α0 ≤ l,
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sup
σ>γ

∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

(1 + |ξ′|2)r|ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη < ∞,

sup
σ>γ

∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

|Dr
xn
ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη < ∞,

ãäå ŵ(iη + σ, ξ′, xn) � ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x′
�óíêöèè

w(iη + σ, x′, xn).
Ââåä¼ì íà í¼ì íîðìó

sup
σ>γ




l∑

a0=0



∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

|iη + σ|2α0 |ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη




1/2

+



∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

(1 + |ξ′|2)r|ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη




1/2

+



∫

R

∫

R+

∫

Rn−1

|Dr
xn
ŵ(iη + σ, ξ′, xn)|2 dξ′ dxn dη




1/2

 .

Ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-

âîëîì W̃
l,r
2 (C+

γ × Rn
+).

Òåîðåìà. ( Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ïýëè�Âèíåðà.) Èíòåãðàëüíûé îïåðà-

òîð Ëàïëàñà L îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç W
l,r
2,γ(R

n+1
++ ) òàêèõ,

÷òî

Dk
t u|t=0 = 0, k = 0, · · · , l − 1,

íà W̃
l,r
2 (C+

γ × Rn
+) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ êðàå-

âóþ çàäà÷ó â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ïàðàìåòðàìè ξ′ ∈ R
n−1

è τ ∈ C
+
γ , γ > γ0,

äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíå-

íèÿ îïåðàòîðà Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x′
è îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïî t ê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å (2)

D4
xn
v −

(
τ 2 + 2|ξ′|2

)
D2

xn
v +

(
τ 2 + |ξ′|2τ 2 + |ξ′|4

)
v = F (τ, ξ′, xn), xn > 0

v|xn=0 = 0,

D2
xn
v|xn=0 = 0,

sup
xn>0

|v| < ∞,
(3)
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ãäå F (τ, ξ′, xn) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x′
è ïðåîáðàçîâà-

íèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t �óíêöèè f(t, x′, xn). Äàëüíåéøàÿ öåëü ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â

ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå W 4
2 (R+) ñ ïàðàìåòðàìè ξ′ ∈ Rn−1

è τ ∈ C+
γ .

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3) â âèäå

v(τ, ξ′, xn) = v0(τ, ξ
′, xn) + v1(τ, ξ

′, xn), (4)

çäåñü v0(τ, ξ
′, xn) � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L(τ, iξ′, Dxn
)v0 = F (τ, ξ′, xn), ξ′ ∈ R

n−1, xn > 0, (5)

L(τ, iξ′, Dxn
) = D4

xn
−
(
τ 2 + 2|ξ′|2

)
D2

xn
+
(
τ 2 + |ξ′|2τ 2 + |ξ′|4

)
I,

v1(τ, ξ
′, xn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

L(τ, iξ′, Dxn
)v1 = 0, xn > 0,

v1|xn=0 = −v0|xn=0,

D2
xn
v1|xn=0 = −D2

xn
v0|xn=0,

sup
xn>0

|v1| < ∞.

(6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ−
1 (τ, ξ

′) è λ−
2 (τ, ξ

′) êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ L(τ, iξ′, λ) = 0, ëåæàùèå â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, λ+
1 (τ, ξ

′) è λ+
2 (τ, ξ

′)
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ L(τ, iξ′, λ) = 0, ëåæàùèå â ïðàâîé

ïîëóïëîñêîñòè. Îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå (ñì., íàïðèìåð, [8, ãë. 1℄):

v0(τ, ξ
′, xn) =

xn∫

0

J−(τ, ξ
′, xn − s)F (τ, ξ′, s) ds

+

+∞∫

xn

J+(τ, ξ
′, xn − s)F (τ, ξ′, s) ds, (7)

çäåñü

J−(τ, ξ
′, xn) =

1

2πi

∫

Γ
−

exnλ

L(τ, iξ′, λ)
dλ,

J+(τ, ξ
′, xn) = − 1

2πi

∫

Γ+

exnλ

L(τ, iξ′, λ)
dλ,

è Γ− � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îõâàòûâàþùèé êîðíè λ−
1 (τ, ξ

′) è
λ−
2 (τ, ξ

′), Γ+ � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé êîðíè óðàâíåíèÿ λ+
1 (τ, ξ

′) è λ+
2 (τ, ξ

′).
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Äàëåå, ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü çàïèñü ââåäåì îáîçíà÷åíèå λ+
i è λ−

i , i = 1, 2,
âìåñòî λ+

i (τ, ξ
′) è λ−

i (τ, ξ
′) ñîîòâåòñòâåííî.

Çíàÿ âèä �óíêöèè v0(τ, ξ
′, xn), ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6) èìååò âèä

v1(τ, ξ
′, xn) =

+∞∫

0

e−λ+

1
xn−λ+

1
sF (τ, ξ′, s)

2λ+
1

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
) ds−

+∞∫

0

e−λ+

2
xn−λ+

2
sF (τ, ξ′, s)

2λ+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
) ds.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè τ ∈ C+
γ è ξ′ ∈ Rn−1

äëÿ

êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ L(τ, iξ′, λ) = 0 èç (5) èìååò ìåñòî:

λ+
j (τ, ξ

′) = −λ−
j (τ, ξ

′), j = 1, 2,

(λ+
1 )

2 + (λ+
2 )

2 = 2|ξ′|2 + τ 2, (λ+
1 )

2(λ+
2 )

2 = |ξ′|4 + |ξ′|2τ 2 + τ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äè��åðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà L(τ, iξ′, Dxn
) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L(τ, iξ′, λ) = λ4 −
(
τ 2 + 2|ξ′|2

)
λ2 +

(
τ 2 + |ξ′|2τ 2 + |ξ′|4

)
= 0. (8)

Êîðíè óðàâíåíèÿ

µ2 −
(
τ 2 + 2|ξ′|2

)
µ+

(
τ 2 + |ξ′|2τ 2 + |ξ′|4

)
= 0,

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

µ1 = |ξ′|2 + τ 2

2
(1 +

√
1− z), µ2 = |ξ′|2 + τ 2

2
(1−

√
1− z), z =

4

τ 2
.

Òîãäà ïðè Reτ = σ > γ òàêîé, ÷òî |z| < 1 áóäåò ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ðàçëîæåíèå

µ1 = |ξ′|2 + τ 2 − 1 +O

(
1

|τ 2|

)
= |ξ′|2 + τ 2 +O (1) , Reτ → ∞, (9)

µ2 = |ξ′|2 + 1 +O

(
1

|τ 2|

)
, Reτ → ∞. (10)

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8) èìåþò âèä

λ+
1 =

√
µ1, λ−

1 = −√
µ1, λ+

2 =
√
µ2, λ−

2 = −√
µ2.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè η ∈ R è Reτ =
σ > γ > 0, τ = σ + iη, èìååò ìåñòî îöåíêà

|Reλ+
1 ||λ+

1 | ≥ cσ (|τ |+ |ξ′|) . (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà íà ñèìâîë ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòî-

ðà L(τ, iξ′, iξn) èìååò âèä

|L(τ, iξ′, iξn)| ≥ cσ(|τ |+ |ξ′|+ |ξn|)(1 + ξ2n + |ξ′|2) (12)

èëè

|L(τ, iξ′, iξn)| ≥
c∗σ

|τ | (|τ |
2 + |ξ′|2 + |ξn|2)(1 + ξ2n + |ξ′|2). (13)

Ñ äîêàçàòåëüñòâîì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [8, ãë. 2℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

|L(τ, iξ′, iξn)| ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|L(τ, iξ′, iξn)| = |iξn − λ+
1 | · |iξn − λ−

1 | · |iξn − λ+
2 | · |iξn − λ−

2 |. (14)

Ïóñòü ξn = Imλ+
1 , òîãäà

|Reλ+
1 ||iImλ+

1 − λ−
1 ||iImλ+

1 − λ+
2 ||iImλ+

1 − λ−
2 |.

Ïîñêîëüêó

|iImλ+
1 − λ−

1 | ≤ |Imλ+
1 |+ |λ−

1 | ≤ 2|λ+
1 |

è

|iImλ+
1 − λ+

2 | · |iImλ+
1 − λ−

2 | = |(Imλ+
1 )

2 + (λ+
1 )

2
∣∣ ≤

∣∣λ+
2

∣∣2 + (Imλ+
1 )

2,

òîãäà

|Reλ+
1 ||iImλ+

1 − λ−
1 ||iImλ+

1 − λ+
2 ||iImλ+

1 − λ−
2 |

≤ 2|Reλ+
1 ||λ+

1 |
(∣∣λ+

2 )
∣∣2 + (Imλ+

1 )
2
)
. (15)

Îáðàòèìñÿ ê (12) è (14), çàìåíèâ ξn íà Imλ+
1 , èìååì

|Reλ+
1 ||iImλ+

1 − λ−
1 ||iImλ+

1 − λ+
2 ||iImλ+

1 − λ−
2 |

≥ σ(1 + |ξ′|2 + |Imλ+
1 |2)(|τ |+ |ξ′|+ |Imλ+

1 |). (16)

Èç (15) è (16) ïîëó÷àåì

2|Reλ+
1 ||λ+

1 |
(∣∣λ+

2

∣∣2 + (Imλ+
1 )

2
)

≥ σ(1 + |ξ′|2 + |Imλ+
1 |2)(|τ |+ |ξ′|+ |Imλ+

1 |), (17)

òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó (11). Îòìåòèì åù¼ îäíó

îöåíêó

|Reλ+
1 ||λ+

1 | ≥
c∗σ

|τ |
(
|τ |2 + |ξ′|2

)
. (18)
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Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íóæíî îáðàòèòüñÿ ê (13), ïîëîæèâ ξn = Imλ+
1 .

Ëåììà 3. Ïðè Reτ = σ > γ ≫ 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Reλ+
1 ≥ σ, Reλ+

2 ≥
√

|ξ′|2 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå µ1 = (λ+
1 )

2

(9) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

2(Reλ+
1 )

2 = |λ+
1 |2 + Re(λ+

1 )
2,

ïðèõîäèì ê

2(Reλ+
1 )

2 =
√
(σ2 + |ξ′|2 − η2 +O(1))2 + 4σ2η2 + (σ2 + |ξ′|2 − η2 +O(1)),

ïðè Reτ → ∞. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå áîëüøå 2σ2
,

óáåäèìñÿ â ýòîì

√
(σ2 + |ξ′|2 − η2 +O(1))2 + 4σ2η2 ≥ σ2 − |ξ′|2 + η2 −O(1),

åñëè ïðàâîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíîå, òî îöåíêà âåðíà, îäíàêî íóæíî

ðàññìîòðåòü ñëó÷àé σ2 − |ξ′|2 + η2 −O(1) ≥ 0 èëè

σ2 ≥ |ξ′|2 − η2 +O(1), (19)

äàëåå îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ

(σ2 + |ξ′|2 − η2 +O(1))2 + 4σ2η2 − (σ2 − |ξ′|2 + η2 −O(1))2.

Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê

4σ2(|ξ′|2 − η2 +O(1)) + 4σ2η2,

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî óìåíüøèòü, èñïîëüçóÿ îöåíêó (19), òîãäà

4(|ξ′|2 − η2 +O(1))2 + 4σ2η2,

òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå âûðàæåíèå ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèå. Ñëåäîâàòåëüíî, (Reλ+
1 )

2 ≥ σ2
è ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå. Äëÿ

êîðíÿ λ+
2 îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (10).

Ëåììà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.

Ñóùåñòâóåò γ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè Reτ > γ0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖|ξ′|kv0(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 0, 1, 2,

‖|ξ′|kv0(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |k−3‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 3, 4,
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‖Dk
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 1, 2,

‖Dk
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R
n
+)‖ ≤ c|τ |k−3‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 3, 4,

‖|ξ′|2D2
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,
ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùèåé îò F (τ, ξ′, xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì �óíêöèþ F (τ, ξ′, xn) ïðè xn < 0 íóëåì,

ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîäîëæåííîé �óíêöèè. Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ

Õåâèñàéäà θ(xn), �óíêöèþ v0(τ, ξ
′, xn) èç �îðìóëû (7) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

v0(τ, ξ
′, xn) =

∫

R

(J−(τ, ξ
′, xn − s)θ(xn − s)F (τ, ξ′, s)

+J+(τ, ξ
′, xn − s)θ(−xn + s)F (τ, ξ′, s)) ds =

∫

R

G(τ, ξ′, xn − s)F̂ (τ, ξ′, s) ds.

Ñ ó÷åòîì �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåðòêè ïîëó÷àåì

∥∥v0(τ, ξ′, xn), L2(R
n
+)
∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∫

R

e−iξnxnG(τ, ξ′, xn) dxnF̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)

∥∥∥∥∥∥
,

çäåñü F̂ (τ, ξ′, ξn) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè F (τ, ξ′, xn). Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó î âû÷åòàõ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü �îðìóëó, ïðîâîäÿ àëãåáðàè÷åñêèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [8, ãë. 4℄)

∫

R

e−iξnxnG(τ, ξ′, xn) dxn =
1

L(τ, iξ′, iξn)
.

Â ñèëó îöåíêè íà ñèìâîë ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà (13) ïîëó÷àåì

|ξ′|k + |ξn|k
|L(τ, iξ′, iξn)|

≤ c|τ |−1, k = 0, 1, 2,

|ξ′|3 + |ξn|3
|L(τ, iξ′, iξn)|

≤ c,
|ξ′|4 + |ξn|4
|L(τ, iξ′, iξn)|

≤ c|τ |, |ξ′|2|ξn|2
|L(τ, iξ′, iξn)|

≤ c|τ |.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå îöåíêè.

Ëåììà 5. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.

Ñóùåñòâóåò γ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè τ ∈ C+
γ è γ > γ0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖Dk
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 0, 1, 2,

‖|ξ′|kv0(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ ‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 1, 2, 3,
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‖D3
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,

‖D4
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖F (τ, ξ′, xn),W
1
2 (R+)‖,

‖|ξ′|4v0(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖F (τ, ξ′, xn),W
1
2 (R+)‖,

‖|ξ′|2D2
xn
v0(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖F (τ, ξ′, xn),W
1
2 (R+)‖,

ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò F (τ, ξ′, xn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùèå

ðàññóæäåíèÿ. Îòìåòèì îòëè÷àþùèåñÿ ìîìåíòû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü

òðåáóåìûå îöåíêè íà |ξ′|4v0(τ, ξ′, xn), D
4
xn
v0(τ, ξ

′, xn) è D2
xn
|ξ′|2v0(τ, ξ′, xn)

âìåñòî îöåíêè (13) âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (12).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ �óíêöèè v1(τ, ξ
′, xn), åå ìîæíî ïðåîáðàçî-

âàòü ê âèäó

v1(τ, ξ
′, xn) =

∫

R

(
eλ

+

1
(−xn−s)θ(xn + s)

2λ+
1

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
) − eλ

+

2
(−xn−s)θ(xn + s)

2λ+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
)
F (τ, ξ′, s) ds

=

∫

R

Q(τ, ξ′,−xn − s)F (τ, ξ′, s) ds. (20)

Çäåñü �óíêöèÿ F (τ, ξ′, xn) ïðè xn < 0 íóëü, ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå äëÿ

ïðîäîëæåííîé �óíêöèè.

Ëåììà 6. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1.

Ñóùåñòâóåò γ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè τ ∈ C+
γ è γ > γ0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖|ξ′|kv1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 0, 1, 2,

‖|ξ′|kv1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |k−3‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 3, 4,

‖Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 1, 2,

‖Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |k−3‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 3, 4,

‖|ξ′|2D2
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,
ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò F (τ, ξ′, xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåðòêè

ïîëó÷àåì

∥∥v1(τ, ξ′, xn), L2(R
n
+)
∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∫

R

e−iξnxnQ(τ, ξ′, xn) dxnF̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)

∥∥∥∥∥∥
,
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çäåñü F̂ (τ, ξ′, ξn) � ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé xn

�óíêöèè F (τ, ξ′, xn). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè Q(τ, ξ′, xn) èç (20),
ïðèõîäèì ê

∫

R

e−iξnxnQ(τ, ξ′, xn) dxn =
(λ+

2 )
2 − iλ+

2 ξn − (λ+
1 )

2 + iλ+
1 ξn

2λ+
1 λ

+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

‖v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ =

∥∥∥∥∥
(λ+

2 )
2 − iλ+

2 ξn − (λ+
1 )

2 + iλ+
1 ξn

2λ+
1 λ

+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

×F̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

F̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1 λ

+
2 (λ

+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

, L2(R)

∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
iξnF̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1 λ

+
2

(
λ+
1 + λ+

2

)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

, L2(R)

∥∥∥∥∥ .

Ïîñêîëüêó |λ+
1 − iξn| ≥ Reλ+

1 è |λ+
2 − iξn| ≥ Reλ+

2 , áóäåì èìåòü

‖v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤
∥∥∥∥∥

F̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1 λ

+
2 Reλ

+
1 Reλ

+
2

, L2(R)

∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
F̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1 λ

+
2

(
λ+
1 + λ+

2

)
Reλ+

1

, L2(R)

∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
F̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1

(
λ+
1 + λ+

2

)
Reλ+

1 Reλ
+
2

, L2(R)

∥∥∥∥∥ . (21)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (11) è Ëåììó 3, èìååì

‖|ξ′|kv1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1
∥∥∥F̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)

∥∥∥ , k = 0, 1, 2.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (21), (18), Ëåììó 3, ïîëó÷èì

‖|ξ′|kv1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |k−3
∥∥∥F̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)

∥∥∥ , k = 3, 4.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê íà Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn) ðàññìîòðèì äðîáü

∣∣∣∣∣
(−λ+

1 )
k(λ+

2 )
2 − iλ+

2 (−λ+
1 )

kξn − (λ+
1 )

2(−λ+
2 )

k + iλ+
1 (−λ+

2 )
kξn

2λ+
1 λ

+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

∣∣∣∣∣ . (22)
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Òîãäà ïðè k = 1, 2 ñ ó÷åòîì Ëåììû 2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣
(2− k)λ+

1 λ
+
2 [λ

+
2 − λ+

1 ] + (1− k)iξnλ
+
1 λ

+
2 [λ

+
2 − λ+

1 ]

2λ+
1 λ

+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

∣∣∣∣∣ ≤ C|τ |−1.

Ïðè k = 3 îöåíêà íà (22) ñ ó÷åòîì (11) ïðåäñòàâèìà â âèäå

∣∣∣∣∣
(λ+

1 λ
+
2 )

2

2λ+
1 λ

+
2

(
λ+
1 + λ+

2

)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣

λ+
1 λ

+
2 ξn

2λ+
1 λ

+
2 (λ

+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

∣∣∣∣

≤ c1

∣∣∣∣∣
(λ+

1 )
2

λ+
1

(
λ+
1 + λ+

2

)
Reλ+

1

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

ξn

2(λ+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

∣∣∣∣ ≤ c.

Ïðè k = 4 îöåíêà íà (22) ñ ó÷åòîì (18) è Ëåììû 1 èìååò âèä

∣∣∣∣
(λ+

1 λ
+
2 )

2

2λ+
1 λ

+
2 (λ

+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

− ξnλ
+
1 λ

+
2 ((λ

+
1 )

2 + λ+
1 λ

+
2 + (λ+

2 )
2)

λ+
1 λ

+
2 (λ

+
1 + λ+

2 )(λ
+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

(λ+
1 )

2(λ+
2 )

2

λ+
1 Reλ

+
1 λ

+
2 Reλ

+
2

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣
(λ+

1 )
2 + (λ+

2 )
2

λ+
1 Reλ

+
1

∣∣∣∣ + c2|τ | ≤ c|τ |. (23)

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè íà äðîáü èç (22), ïîëó÷àåì òðåáóåìûå îöåí-

êè:

‖Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 1, 2,

‖Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c|τ |k−3‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 3, 4.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èç óòâåðæäåíèÿ ëåì-

ìû, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

∣∣∣∣∣
|ξ′|2ξnλ+

1 λ
+
2 (λ

+
2 − λ+

1 )

2λ+
1 λ

+
2

(
(λ+

1 )
2 − (λ+

2 )
2
)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

∣∣∣∣∣ ≤ c1

∣∣∣∣∣
|ξ′|2λ+

1

λ+
1

(
λ+
1 + λ+

2

)
(λ+

1 − iξn)

∣∣∣∣∣

≤ c2

∣∣∣∣
|ξ′|2λ+

1

λ+
1 Reλ

+
1 Reλ

+
2

∣∣∣∣ ≤ c|τ |.

Èç âñåãî âûøå èçëîæåííîãî ïîëó÷åíû âñå óêàçàííûå íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 7. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.

Ñóùåñòâóåò γ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè τ ∈ C+
γ è γ > γ0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖+‖|ξ′|kv1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖+‖Dk
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖

≤ c|τ |−1‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖, k = 1, 2,
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‖D3
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖+ ‖|ξ′|3v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖

≤ c‖F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,

‖|ξ′|4v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖|ξ′|F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,

‖D4
xn
v1(τ, ξ

′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖F (τ, ξ′, xn),W
1
2 (R+)‖,

‖D2
xn
|ξ′|2v1(τ, ξ′, xn), L2(R+)‖ ≤ c‖|ξ′|F (τ, ξ′, xn), L2(R+)‖,

ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùèåé îò F (τ, ξ′, xn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âî ìíîãîì ïîâòîðÿò ïðåäûäóùèå ðàñ-

ñóæäåíèÿ, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè íåêîòîðûõ îòëè÷èòåëü-

íûõ îöåíîê. �àññìîòðèì �óíêöèþ D4
xn
v1(τ, ξ

′, xn) è ïðîâåäåì îöåíêó (23)

èíà÷å:

∣∣∣∣
λ+
1 λ

+
2

2(λ+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

− iξn((λ
+
1 )

2 + λ+
1 λ

+
2 + (λ+

2 )
2)

2(λ+
1 + λ+

2 )(λ
+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

∣∣∣∣

≤ |λ+
2 |

2|λ+
2 − iξn|

+
|λ+

2 iξn|
2|λ+

1 − iξn||λ+
2 − iξn|

+
|λ+

1 iξn|
2|λ+

1 − iξn||λ+
2 − iξn|

+
|(λ+

2 )
2iξn|

2|λ+
1 + λ+

2 ||λ+
1 − iξn||λ+

2 − iξn|
≤ |λ+

2 |
2Reλ+

2

+ |ξn|
|λ+

2 |
2Reλ+

2 Reλ
+
1

+
|ξn|

2Reλ+
2

+
|ξn|

2Reλ+
1

+ |ξn|
|λ+

2 |
2Reλ+

2 Reλ
+
1

+ |ξn|
|λ+

2 |2
2(Reλ+

2 )
2Reλ+

1

.

Ó÷èòûâàÿ Ëåììó 3, ïðåäñòàâëåíèÿ (9) è (10), ïîëó÷èì

∣∣∣∣
λ+
1 λ

+
2

2(λ+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

− iξn((λ
+
1 )

2 + λ+
1 λ

+
2 + (λ+

2 )
2)

2(λ+
1 + λ+

2 )(λ
+
1 − iξn)(λ

+
2 − iξn)

∣∣∣∣ ≤ c(1 + |ξn|).

�àññìîòðèì |ξ′|4v1(τ, ξ′, xn), èñïîëüçóÿ (21) è (12), ïîëó÷àåì

∥∥∥∥∥
|ξ′|2F̂ (τ, ξ′, ξn)

2λ+
1 Reλ

+
1

, L2(R)

∥∥∥∥∥ ≤ c

σ

∥∥∥|ξ′|F̂ (τ, ξ′, ξn), L2(R)
∥∥∥ .

Äàëåå ïåðåéäåì ê |ξ′|2D2
xn
v1(τ, ξ

′, xn), äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ (22) ïðè

k = 2, òîãäà

∣∣∣∣∣
|ξ′|2ξn

2
(
λ+
1 + λ+

2

)
(λ+

1 − iξn)(λ
+
2 − iξn)

∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣
|ξ′|

Reλ+
1

∣∣∣∣ ≤ c|ξ′|,

òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíû âñå íåîáõîäèìûå îöåíêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. �àññìîòðèì �óíêöèþ v(τ, ξ′, xn), çàäàí-
íóþ �îðìóëîé (4). Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé v0(τ, ξ

′, xn), v1(τ, ξ
′, xn), �óíê-

öèÿ v(τ, ξ′, xn) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïðè τ ∈ C+
γ . Îáîçíà÷èì åå îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà �Ôóðüå ïî (τ, x′) ÷åðåç u(t, x′, xn). Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó Ëåìì 4 è 6 è îáîáùåííîé òåîðåìû Ïýëè �Âèíåðà

u(t, x′, xn) ∈ W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ), ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå

D2
tD

2
xj
u(t, x), j = 1, . . . , n, D2

tD
2
xj
u(t, x) ∈ L2,γ(R

n+1
++ ) ïðè γ > γ0, è âûïîë-

íÿåòñÿ îöåíêà

‖u(t, x),W 2,4
2,γ (R

n+1
++ )‖+

n∑

j=1

‖D2
tD

2
xj
u(t, x), L2(R

n
+)‖ ≤ c‖f(t, x),W 1,0

2,γ (R
n+1
++ )‖,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f(t, x′, xn). Èç (4)�(7), (20) âûòå-
êàåò, ÷òî u(t, x′, xn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2).

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî îäíî-

ðîäíàÿ çàäà÷à (2) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå â êëàññå W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t, x) èç W
2,4
2,γ (R

n+1
++ ), γ > γ0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è (2) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f(t, x) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà �Ôóðüå ïî (t, x′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

D4
xn
v −

(
τ 2 + 2|ξ′|2

)
D2

xn
v +

(
τ 2 + |ξ′|2τ 2 + |ξ′|4

)
v = 0, xn > 0,

v|xn=0 = 0,

D2
xn
v|xn=0 = 0,

sup
xn>0

|v| < ∞.

(24)

Â ñèëó òîãî, ÷òî êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè íå çàâèñÿò îò x, òîãäà ïðè

Reτ > γ > γ0, ξ
′ ∈ Rn−1

, �óíêöèÿ v(τ, ξ′, xn) ïðèíàäëåæèò W k
2 (R+) äëÿ

ëþáûõ k ≥ 0. Ïîñêîëüêó êðàåâàÿ çàäà÷à (24) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëî-

ïàòèíñêîãî, òî v(τ, ξ′, xn) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u(t, x) = 0 ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ ëåììó 4 è ëåììó 6 íà

ëåììó 5 è ëåììó 7.
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