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�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ëîêàëèçàöèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñè-

òåëüíî ïàðàáîëû. Â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî ìàòðè÷íîãî

óðàâíåíèÿ òèïà Ëÿïóíîâà ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû î ïðèíàäëåæíîñòè

ñïåêòðà îáëàñòè Pi, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé, à òàêæå î ïðèíàäëåæíî-

ñòè îáëàñòè Pe, ëåæàùåé âíå çàìûêàíèÿ Pi. Ïîñòðîåíî ðåøåíèå ìàò-

ðè÷íîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, ìû äîêàçûâàåì àíàëîã

òåîðåìû Ëÿïóíîâà-Êðåéíà î äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñè-

òåëüíî ïàðàáîëû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, òåîðåìà

Êðåéíà, ëîêàëèçàöèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà, òåîðåìà î äèõîòîìèè

�1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñïåêòðàëüíûå ïðîáëåìû ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü âàæíûìè

â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå çà-

äà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, çàäà÷è îïèñàíèÿ ε-ñïåêòðà èëè ïñåâäîñïåêòðà

ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåê-

òðà ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì, îãðàíè÷åííûì íåêîòîðûìè êîíòóðàìè â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî

ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ êðèâûõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 3, 9, 12℄). Ïî-

ýòîìó óñòàíîâëåíèå ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

ïðåäñòàâëÿþò î÷åíü âàæíûå çàäà÷è.

Íàèáîëåå èçâåñòíûìè êðèòåðèÿìè ëîêàëèçàöèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà,

èñïîëüçóåìûìè â ëèíåéíîé àëãåáðå, ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèè Ëÿïóíîâà. Ýòè

êðèòåðèè äàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìàò-

ðè÷íîãî ñïåêòðà åäèíè÷íîìó êðóãó

Ci = {λ ∈ C : |λ| < 1}

è ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè

C− = {λ ∈ C : Reλ < 0}.

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò � FWNF-2022-0008)
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Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêè ýòèõ êðèòåðèåâ äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà n× n.

Òåîðåìà 1.1. (Ëÿïóíîâ). Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ïðè-

íàäëåæàò åäèíè÷íîìó êðóãó Ci òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðè÷íîå

óðàâíåíèå

H − A∗HA = C, C = C∗ > 0, (1.1)

èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëå-

æàò åäèíè÷íîìó êðóãó Ci, òî ðåøåíèå H = H∗ > 0 ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
(1.1) èìååò âèä

H =
∞
∑

j=0

(A∗)jCAj . (1.2)

Òåîðåìà 1.2. (Ëÿïóíîâ). Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ïðè-

íàäëåæàò ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C− òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðè÷íîå

óðàâíåíèå

HA+ A∗H = −C, C = C∗ > 0, (1.3)

èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëå-

æàò ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C−, òî ðåøåíèå H = H∗ > 0 ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ (1.3) èìååò âèä

H =

∞
∫

0

etA
∗

CetAdt. (1.4)

Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ (1.1), (1.3) â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè Ëÿïóíîâà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå êðèòåðèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè

ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå �îðìóë (1.2)

è (1.4) Ñ.Ê. �îäóíîâûì è À.ß. Áóëãàêîâûì áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèò-

ìû, ïîçâîëÿþùèå ÷èñëåííî ðåøàòü çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî

ñïåêòðà îáëàñòÿì Ci è C− ñîîòâåòñòâåííî ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ.

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðà�èÿõ [1, 6℄.

Â ðàáîòàõ [7, 8℄ áûëà èçó÷åíà çàäà÷à î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî

ñïåêòðà îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì

Ei =

{

λ ∈ C :
(Reλ)2

a2
+

(Imλ)2

b2
< 1

}

, a > b.

Â ÷àñòíîñòè, â [8℄ áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.3. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò îáëàñòè

Ei òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

H−

(

1

2a2
+

1

2b2

)

A∗HA−

(

1

4a2
−

1

4b2

)

(HA2+(A∗)2H) = C, C = C∗ > 0,

(1.5)
èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0.

Â ðàáîòå [7℄ áûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5)

ïðè C = I:

H =
∞
∑

k=0

(

k
∑

l=0

C l
kα

k−l(A∗)k−l

[

βl

l
∑

j=0

C
j
l (A

∗)2jA2(l−j)

]

Ak−l

)

, (1.6)

ãäå

α =
1

2a2
+

1

2b2
, β =

1

4a2
−

1

4b2
.

Ôîðìóëà (1.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

H = (1− γ2)
∞
∑

k=0

f ∗

kfk,

ãäå

f0 = I, f1 = σA,

fk = σfk−1A+ γfk−2, k = 2, 3, . . . ,

γ = −
a− b

a + b
, σ =

2

a + b
.

Íà îñíîâå ýòîé �îðìóëû â ðàáîòå [7℄ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòè

Ei.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.1�1.3 ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î

äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ïðÿìîé è ýë-

ëèïñà (ñì. [1, 2, 6, 8℄).

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû óñòàíàâëèâàþò ñâÿçè ìåæäó ïðèíàäëåæíîñòüþ

ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòÿì Ci, C− è Ei è ðàçðåøèìîñòüþ ìàòðè÷íûõ

óðàâíåíèé (1.1), (1.3) è (1.5) ñîîòâåòñòâåííî. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî

àíàëîãè÷íûå ñâÿçè èìåþò ìåñòî äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ. Â ìîíîãðà-

�èÿõ À.�. Ìàçêî [3, 9℄ ïîäîáíûå ñâÿçè áûëè óñòàíîâëåíû ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà øèðîêîìó êðóãó îáëàñòåé

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ðàññìîòðåíèè êëàññà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé

Ëÿïóíîâà ñëåäóþùåãî âèäà

N
∑

j,k=0

ajkB
jHAk = C, (1.7)
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ãäå A, B, C � èçâåñòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × n, m × m, m × n ñî-

îòâåòñòâåííî, N îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1.7), ajk � ïîñòîÿííûå

êîý��èöèåíòû, à H � íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× n.

Î÷åâèäíî, êëàññ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà (1.7) ïðè N ≤ 2, m = n,

B = A∗
âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ (1.1), (1.3) è (1.5).

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà âèäà (1.7) áû-

ëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ì.�. Êðåéíà (ñì. [2, ãë. 1℄). Íèæå ìû ïðèâåäåì

îäèí èç åãî ðåçóëüòàòîâ.

Îáîçíà÷èì

P (λ, µ) =

N
∑

j,k=0

ajkλ
jµk (1.8)

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì óðàâíåíèÿ (1.7). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ:

σ(A) = {µ1, . . . , µn} � ñïåêòð ìàòðèöû A;

σ(B) = {λ1, . . . , λm} � ñïåêòð ìàòðèöû B;

γA � çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé ñïåêòð σ(A);
γB � çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé ñïåêòð σ(B).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [2℄.

Òåîðåìà 1.4. (Êðåéí). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

P (λs, µr) 6= 0,

ãäå

λs ∈ σ(B), s = 1, . . . , m, µr ∈ σ(A), r = 1, . . . , n.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C óðàâíåíèå (1.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

è åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H =
1

(2πi)2

∫

γA

∫

γB

1

P (λ, µ)
(λI − B)−1C(µI −A)−1dλ dµ. (1.9)

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ðàñïîëîæåíèè ìàòðè÷íîãî

ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû, â ÷àñòíîñòè, ðåøàåì çàäà÷ó î äèõîòîìèè

ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû. Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ðÿä

àëãîðèòìîâ ïî ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [4, 5, 10, 11℄). Îä-

íàêî ýòè àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ñâåäåíèè èçó÷àåìûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷

ê õîðîøî èçâåñòíûì çàäà÷àì î ðàñïîëîæåíèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíî-

ñèòåëüíî îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé. Â ðàáîòå ìû äàåì íîâîå ðåøåíèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷ áåç ïðîìåæóòî÷íîãî ñâåäåíèÿ èõ ê èçâåñòíûì. Ýòî

ðåøåíèå îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ñïåöèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ òè-

ïà Ëÿïóíîâà. Â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû äîêàçûâàåì
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òåîðåìû î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòè Pi, îãðàíè÷åííîé

ïàðàáîëîé, à òàêæå î ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè Pe, ëåæàùåé âíå çàìûêà-

íèÿ Pi. Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ íîðìó ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, ìû

óêàçûâàåì ïîëîñó, ïðèëåãàþùóþ ê ïàðàáîëå

h =

{

λ ∈ C :
1

2p
(Imλ)2 = Reλ

}

, p > 0,

â êîòîðîé íåò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Ïðè ðàññìîò-

ðåíèè çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòè Pi ìû ïîëó-

÷àåì ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùóþñÿ

íåêîòîðûì àíàëîãîì �îðìóë (1.2), (1.4), (1.6) è êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, ìû äîêàçûâàåì àíàëîã òåî-

ðåìû Ëÿïóíîâà-Êðåéíà î äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî

ïàðàáîëû.

�2. �àñïîëîæåíèå ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòè,

îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû óñòàíàâëèâàåì êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ìàò-

ðè÷íîãî ñïåêòðà îáëàñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ïàðà-

áîëîé. Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êðèòåðèåâ, óêàçàííûõ âûøå, è

áóäåò ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè îäíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Ïóñòü A�ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Îáîçíà÷èì Pi îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ

ïàðàáîëîé h:

Pi =

{

λ ∈ C :
1

2p
(Im λ)2 < Reλ

}

, p > 0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Pi. Òîãäà

ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

HA+ A∗H −
1

2p

[

A∗HA−
1

2
(HA2 + (A∗)2H)

]

= C (2.1)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (2.1) âõîäèò â êëàññ îáîá-

ùåííûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà (1.7), ãäå

N = 2, B = A∗, a00 = 0, a10 = a01 = 1, a11 = −
1

2p
, a02 = a20 =

1

4p
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(ñì. [3℄). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µj ìàòðèöû A

ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Pi. Ñïåêòð ìàòðèöû B = A∗
òàêæå ïðèíàäëåæèò

Pi. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû Êðåéíà âûïîëíåíû.

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì âèäà (1.8), ñîîòâåòñòâóþùèé

óðàâíåíèþ (2.1):

P (λ, µ) = µ+ λ−
1

2p
λµ+

1

4p
(µ2 + λ2).

Ïóñòü µr = αr + iβr. Òîãäà â íàøåì ñëó÷àå λs = µs = αs − iβs è

P (λs, µr) = µr + µs −
1

2p
µsµr +

1

4p
(µ2

r + µ2
s).

Î÷åâèäíî, èìååì

ReP (λs, µr) = αr + αs −
1

2p
(αsαr + βsβr) +

1

4p
(α2

s − β2
s + α2

r − β2
r )

= (αr −
1

2p
β2
r ) + (αs −

1

2p
β2
s ) +

1

4p
(αr + αs)

2 +
1

4p
(βr + βs)

2

è îòñþäà

ReP (λs, µr) ≥

(

αr −
1

2p
β2
r

)

+

(

αs −
1

2p
β2
s

)

.

Ïîñêîëüêó σ(A) ⊂ Pi, òî αj −
1
2p
β2
j > 0, j = 1, . . . , n. Ïîýòîìó

ReP (λs, µr) > 0, λs ∈ σ(A∗), µr ∈ σ(A), s, r = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå òåîðåìû 1.4 âûïîëíåíî è çíà÷èò óðàâíåíèå (2.1)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C, ïðè ýòîì â ñèëó �îðìóëû

(1.9) èìååì

H =
1

(2πi)2

∫

γA

∫

γA∗

1

P (λ, µ)
(λI −A∗)−1C(µI −A)−1dλ dµ, (2.2)

ãäå êîíòóðû γA è γA∗
îõâàòûâàþò ñïåêòðû ìàòðèö A è A∗

ñîîòâåòñòâåííî.

Â êà÷åñòâå êîíòóðîâ γA è γA∗
ìîæíî âçÿòü ãðàíèöó ìíîæåñòâà

{

λ : |λ| ≤ ‖A‖+ ε,
1

2p
(Imλ)2 ≤ Reλ

}

, ε > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè C = C∗
, òî H = H∗

. À åñëè C = C∗ > 0, òî
H = H∗ > 0.
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Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) ïðè C = C∗ > 0
èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H . Òîãäà âñå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ µk ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Pi. Áîëåå òîãî,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

1

2p
(Imµk)

2 ≤ Reµk −
1

2‖C−1‖‖H‖
, k = 1, . . . , n. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µk � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàò-

ðèöû A è vk � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.1),

èìååì

〈Cvk, vk〉 =

〈(

HA+ A∗H −
1

2p

[

A∗HA−
1

2
(HA2 + (A∗)2H)

])

vk, vk

〉

= (µk + µk)〈Hvk, vk〉 −
1

2p
µkµk〈Hvk, vk〉+

1

4p
(µ2

k + µ2
k)〈Hvk, vk〉

è ïîñêîëüêó

µk + µk = 2Reµk, µkµk = (Reµk)
2 + (Imµk)

2,

µ2
k + µ2

k = 2(Reµk)
2 − 2(Imµk)

2,

ïîëó÷èì

〈Cvk, vk〉 = 2

(

Reµk −
1

2p
(Imµk)

2

)

〈Hvk, vk〉. (2.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç óñëîâèÿ C = C∗ > 0, H = H∗ > 0 âûòåêàåò µk ∈ Pi,

k = 1, . . . , n. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ (2.4), ïîëó÷àåì îöåíêó

2

(

Reµk −
1

2p
(Imµk)

2

)

‖H‖ ≥
1

‖C−1‖
,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (2.3).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåì 2.1, 2.2.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü C = C∗ > 0. Ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò

îáëàñòè Pi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (2.1) èìååò ýðìèòîâî

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0.
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�3. Ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1)

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïîëó÷èì àíàëîã �îðìóë Ëÿïóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

Pi.

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, ò. å.

C = I. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ìû óæå ïîêàçàëè îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-

øèìîñòü óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûì è â ñèëó �îðìóëû (2.2) åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H =
1

(2πi)2

∫

γA

∫

γA∗

1

µ+ λ− 1
2p
λµ+ 1

4p
(µ2 + λ2)

×(λI − A∗)−1(µI − A)−1dλ dµ. (3.1)

Îäíàêî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé �îðìóëîé íå

óäîáíî. Ïîýòîìó ìû ñåé÷àñ ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòóþ �îðìóëó, êîòîðóþ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.

Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A è v � ñîîò-

âåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ó÷èòûâàÿ (2.4), èìååì ðàâåíñòâî

2

(

Reµ−
1

2p
(Imµ)2

)

〈Hv, v〉 = 〈v, v〉

èëè

〈Hv, v〉 =
1

2
(

Reµ− 1
2p
(Imµ)2

)〈v, v〉. (3.2)

Ïîñêîëüêó µ ∈ Pi, òî èìååì

0 <
(Imµ)2

2pReµ
< 1.

Ïîýòîìó (3.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈Hv, v〉 =
1

2Reµ

∞
∑

k=0

(

(Imµ)2

2pReµ

)k

〈v, v〉

èëè

〈Hv, v〉 =
∞
∑

k=0

(

−1

4p

)k
(µ− µ)2k

(µ+ µ)k+1
〈v, v〉 =

∞
∑

k=0

Jk. (3.3)

Ïðåîáðàçóåì êàæäîå ñëàãàåìîå Jk, k = 0, 1, . . .. Ïîñêîëüêó Reµ > 0, òî
ïðè k = 0 ïîëó÷èì

J0 =
1

(µ+ µ)
〈v, v〉 =

∞
∫

0

e−(µ+µ)tdt〈v, v〉
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=

∞
∫

0

〈e−tAv, e−tAv〉dt = 〈





∞
∫

0

e−tA∗

e−tAdt



 v, v〉.

Ïðè k = 1, î÷åâèäíî, èìååì

J1 = −
1

4p

(µ− µ)2

(µ+ µ)2
〈v, v〉 = −

1

4p

(µ− µ)

(µ+ µ)2
(〈Av, v〉 − 〈v, Av〉)

= −
1

4p

1

(µ+ µ)2
(

〈A2v, v〉 − 2〈Av,Av〉+ 〈v, A2v〉
)

,

è êàê â ñëó÷àå k = 0, ïîëó÷èì

J1 = −
1

4p

1

(µ+ µ)

∞
∫

0

e−(µ+µ)t0dt0
(

〈A2v, v〉 − 2〈Av,Av〉+ 〈v, A2v〉
)

= −
1

4p

1

(µ+ µ)

(

∞
∫

0

〈A2e−t0Av, e−t0Av〉dt0 − 2

∞
∫

0

〈Ae−t0Av, Ae−t0Av〉dt0

+

∞
∫

0

〈e−t0Av, A2e−t0Av〉dt0

)

.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, áóäåì èìåòü

J1 = −
1

4p

(

∞
∫

0

∞
∫

0

〈A2e−(t1+t0)Av, e−(t1+t0)Av〉dt0dt1

−2

∞
∫

0

∞
∫

0

〈Ae−(t1+t0)Av, Ae−(t1+t0)Av〉dt0dt1

+

∞
∫

0

∞
∫

0

〈e−(t1+t0)Av, A2e−(t1+t0)Av〉dt0dt1

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J1 = 〈

(

−
1

4p

∞
∫

0

∞
∫

0

e−(t1+t0)A∗

(A2 + 2(−A∗)A+ (−A∗)2)e−(t1+t0)Adt0dt1

)

v, v〉.
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Ïðåîáðàçóÿ ïî ýòîé ñõåìå êàæäîå ñëàãàåìîå Jk, k ≥ 2, (3.3) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈Hv, v〉 = 〈

(

∞
∑

k=0

(

−1

4p

)k
∞
∫

0

. . .

∞
∫

0

e−(tk+...+t0)A∗

×

(

2k
∑

j=0

C
j
2k(−A∗)2k−jAj

)

e−(tk+...+t0)Adt0 . . . dtk

)

v, v〉. (3.4)

Äëÿ êàæäîãî k ≥ 0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Hk =

(

−1

4p

)k
∞
∫

0

. . .

∞
∫

0

e−(tk+...+t0)A∗

(

2k
∑

j=0

C
j
2k(−A∗)2k−jAj

)

e−(tk+...+t0)Adt0 . . . dtk.

Òîãäà ðàâåíñòâî (3.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈

(

H −

∞
∑

k=0

Hk

)

v, v〉 = 0.

Ïîýòîìó, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µl ∈ Pi ðàçëè÷íûå, òî äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì vl èìååì n ðàâåíñòâ

〈

(

H −
∞
∑

k=0

Hk

)

vl, vl〉 = 0, l = 1, . . . , n.

À èç òîãî, ÷òî H = H∗
, Hk = H∗

k îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýðìèòîâà ìàòðèöà

H −

∞
∑

k=0

Hk

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëà ðåøåíèÿ (3.1) ìîæåò áûòü ïå-

ðåïèñàíà â âèäå

H =

∞
∑

k=0

(

−1

4p

)k
∞
∫

0

. . .

∞
∫

0

e−(tk+...+t0)A∗

×

(

2k
∑

j=0

C
j
2k(−A∗)2k−jAj

)

e−(tk+...+t0)Adt0 . . . dtk. (3.5)
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Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñêîëü

óãîäíî òî÷íî ìàòðèöàìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïîýòîìó �îðìóëà (3.5) ñïðàâåäëèâà è â îáùåì ñëó÷àå.

Ôîðìóëà (3.5) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �îðìóëû (1.6). Êàê è â ðàáîòå [7℄, ýòó

�îðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà äëÿ ïðîâåäåíèÿ

÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé.

�4. Äèõîòîìèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî

ïàðàáîëû

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î äèõîòîìèè ìàò-

ðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû h.

Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà

σ(A) îáëàñòè

Pe =

{

λ ∈ C :
1

2p
(Imλ)2 > Reλ

}

, p > 0.

Âûïèøåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.1) ñ èçìåíåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

HA+ A∗H −
1

2p
A∗HA+

1

4p
(HA2 + (A∗)2H) = −C. (4.1)

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû A ëåæèò âíå çàìûêàíèÿ îáëà-

ñòè Pi. Òîãäà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C óðàâíåíèå (4.1) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå H , ïðè ýòîì, åñëè C = C∗
, òî H = H∗

, à åñëè C = C∗ > 0, òî
H = H∗ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µj ìàòðèöû A

ëåæàò â îáëàñòè Pe, òî, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, èìååì

ReP (λs, µr) 6= 0, λs ∈ σ(A∗), µr ∈ σ(A), s, r = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû Êðåéíà âûïîëíåíû, ïîýòîìó óðàâíåíèå

(4.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè C, ïðè ýòîì ðåøå-

íèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîì âèäå, è �îðìóëà ðåøåíèÿ áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò (2.2) òîëüêî çíàêîì è âûáîðîì êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîýòîìó, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, òî ðåøåíèå áó-

äåò òàêæå ýðìèòîâûì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè C = C∗ > 0 èìååò

ìåñòî H = H∗ > 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü C = C∗ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.1)

èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0. Òîãäà
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ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Pe è

1

2p
(Imµk)

2 ≥ Reµk +
1

2‖C−1‖‖H‖
, k = 1, . . . , n. (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µk � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàò-

ðèöû A è vk � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ,

êàê ïðè âûâîäå (2.4), èç (4.1) ïîëó÷èì

−〈Cvk, vk〉 = 2

(

Reµk −
1

2p
(Imµk)

2

)

〈Hvk, vk〉. (4.3)

Òîãäà èç óñëîâèé C = C∗ > 0, H = H∗ > 0 ñëåäóåò, ÷òî µk ïðèíàäëå-

æèò îáëàñòè Pe. Áîëåå òîãî, èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2

(

1

2p
(Imµk)

2 − Reµk

)

‖H‖ ≥
1

‖C−1‖
,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (4.2).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç òåîðåì 4.1, 4.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 4.3. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò îá-

ëàñòè

Pe =

{

λ ∈ C :
1

2p
(Imλ)2 > Reλ

}

, p > 0,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (4.1) ïðè C = C∗ > 0
èìååò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0.

�àññìîòðèì òåïåðü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà (2.1) ñî ñïåöèàëüíîé

ïðàâîé ÷àñòüþ

HA+A∗H−
1

2p
A∗HA+

1

4p
(HA2+(A∗)2H) = P ∗CP−(I−P )∗C(I−P ). (4.4)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü P � ïðîåêòîð íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îòíîñèòåëüíî A, ïðè ýòîì êîììóòèðóþùèé ñ A. Åñëè äëÿ ìàòðèöû C =
C∗ > 0 ñóùåñòâóåò ýðìèòîâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå H =
H∗ > 0 óðàâíåíèÿ (4.4) òàêîå, ÷òî

H = P ∗HP − (I − P )∗H(I − P ), (4.5)
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òî ìàòðè÷íûé ñïåêòð σ(A) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàáîëîé h. Áîëåå òîãî, P �

ïðîåêòîð íà ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî

ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåíííûì çíà÷åíèÿì, ïðèíàäëåæàùèì

îáëàñòè Pi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó AP = PA, òî (I − P ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòîðîì íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî

A = T

(

A11 0
0 A22

)

T−1

è

P = T

(

I11 0
0 0

)

T−1, I = T

(

I11 0
0 I22

)

T−1.

Â ñèëó (4.5) èìååì

H = (T ∗)−1

(

I11 0
0 0

)

T ∗HT

(

I11 0
0 0

)

T−1

+(T ∗)−1

(

0 0
0 I22

)

T ∗HT

(

0 0
0 I22

)

T−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

Ĥ = T ∗HT =

(

H11 H12

H21 H22

)

èìååò âèä

Ĥ =

(

H11 0
0 H22

)

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (4.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ĤÂ+ Â∗Ĥ −
1

2p
Â∗ĤÂ+

1

4p
(ĤÂ2 + (Â∗)2Ĥ) = P̂ ∗ĈP̂ − (I − P̂ )∗Ĉ(I − P̂ ),

ãäå

Â =

(

A11 0
0 A22

)

, P̂ =

(

I11 0
0 0

)

, Ĉ = T ∗CT =

(

C11 C12

C21 C22

)

.

Î÷åâèäíî,

P̂ ∗ĈP̂ − (I − P̂ )∗Ĉ(I − P̂ ) =

(

C11 0
0 C22

)

,
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ïîýòîìó (4.4) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìàì óðàâíåíèé

H11A11 + A∗

11H11 −
1

2p
A∗

11H11A11 +
1

4p
(H11A

2
11 + (A∗

11)
2H11) = C11,

H22A22 + A∗

22H22 −
1

2p
A∗

22H22A22 +
1

4p
(H22A

2
22 + (A∗

22)
2H22) = −C22.

Ó÷èòûâàÿ H = H∗ > 0, C = C∗ > 0, ìû òàêæå èìååì

H11 = H∗

11 > 0, H22 = H∗

22 > 0, C11 = C∗

11 > 0, C22 = C∗

22 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåì 2.2 è 4.2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A11

ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Pi, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A22 ïðèíàäëå-

æàò Pe. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ìàêñèìàëüíîå

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïðèíàäëåæàùèì Pi.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Òîãäà âñå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{

λ ∈ Pi :
1

2p
(Imλ)2 ≤ Reλ−

1

2‖C−1‖‖H‖

}

∪

{

λ ∈ Pe :
1

2p
(Imλ)2 ≥ Reλ+

1

2‖C−1‖‖H‖

}

.
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