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ÓÑÈËÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÒÅÎ�ÅÌÛ

Á. ÍÅÉÌÀÍÀ

Â. �. Äóðíåâ, À. È. Çåòêèíà

Â ñòàòüå äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G ìîæåò áûòü âëîæåíà

â ñ÷åòíóþ ïðîñòóþ ãðóïïó G, â êîòîðîé ðàçðåøèìî êàæäîå óðàâíåíèå

âèäà

w(x1, . . . , xn) = g,

ãäå w(x1, . . . , xn) � íåïóñòîå íåñîêðàòèìîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò íåèçâåñò-

íûõ x1, ...., xn, à g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: óðàâíåíèå â ãðóïïå, ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Ââåäåíèå

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ è ñâå-

äåíèÿ.

Åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû G, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à h � ýëåìåíò

ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó hn = g, ò. å. ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ xn = g, òî h íàçûâàåòñÿ êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç ýëåìåíòà

g. �ðóïïà G, â êîòîðîé èç êàæäîãî ýëåìåíòà g èçâëåêàåòñÿ êîðåíü ëþ-

áîé ñòåïåíè n, ò. å. ðàçðåøèìî óðàâíåíèå xn = g, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé èëè

äåëèìîé.

Á. Íåéìàí â [4℄ äîêàçàë:

Êàêîâû áû íè áûëè ãðóïïà G, ýëåìåíò g ∈ G è ÷èñëî n, ñóùåñòâóåò ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà îäíà ãðóïïà G∗
, äëÿ êîòîðîé

(i) G∗
ñîäåðæèò G è ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè G è äîïîëíèòåëüíûì

ýëåìåíòîì x òàêèì, ÷òî xn = g.

(ii) Âñÿêàÿ ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (i), ÿâëÿåòñÿ �àêòîðãðóïïîé

ãðóïïû G∗
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà âëîæèìà â äåëèìóþ ãðóïïó.

Â ìîíîãðà�èè [3℄ íà ñòð. 414 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî Á. Íåéìàíîì â ðàáîòå [4℄

áûëà ïîñòàâëåíà �Îáùàÿ ïðîáëåìà ïðèñîåäèíåíèÿ�, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü

ñ�îðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé

íàä ãðóïïàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ÷åòíîãî ðàíãà ñî ñâîáîäíûìè

îáðàçóþùèìè x1, x2, .... Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò

19-52-26006).
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óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1, ..., xn è ñ êîý��èöèåíòàìè g1, ..., gk èç ýòîé

ãðóïïû

m

&
i=1

wi(x1, . . . , xn, g1, . . . , gk) = 1, (1)

ãäå wi(x1, . . . , xn, g1, . . . , gk) (i = 1, . . . , m) � ýëåìåíòû ñâîáîäíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ G ∗ F , íå ïðèíàäëåæàùèå ãðóïïå G. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàñøè-

ðåíèå H ≥ G, â êîòîðîì ñèñòåìà (1) èìååò ðåøåíèå? Ýòî ðàâíîñèëüíî

âîïðîñó, ÿâëÿåòñÿ ëè âëîæåíèåì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G â

�àêòîðãðóïïó G∗
ãðóïïû G∗F , ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì ê îïðåäåëÿþùèì

ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû G ∗ F ñîîòíîøåíèé

wi(x1, . . . , xn, g1, . . . , gk) = 1, i = 1, . . . , m.

Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà íàä

ãðóïïîé G. Ëåãêî ïîíÿòü, êàê ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà

ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Â ìîíîãðà�èè [3℄ íà ñòð. 414 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî �Äàæå äëÿ ñëó÷àÿ îä-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ïðîáëåìà âñå åùå äàëåêà îò ñâîåãî

ïîëíîãî ðåøåíèÿ.�

Â èçâåñòíîé ìîíîãðà�èè �. Ëèíäîíà è Ï. Øóïïà [2℄ íà ñòð. 259 äîêà-

çàíà òåîðåìà 3.4, óñèëèâàþùàÿ ðåçóëüòàò Á. Íåéìàíà î âëîæåíèè ïðîèç-

âîëüíîé ãðóïïû â äåëèìóþ ãðóïïó �Ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà C ìîæåò áûòü

âëîæåíà â ñ÷åòíóþ äåëèìóþ ïðîñòóþ ãðóïïó G.�

�1. Óðàâíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà â ãðóïïàõ

Åñëè ñëîâî W (x1, . . . , xn, g) ñîäåðæèò ëèøü îäíî âõîæäåíèå åäèíñòâåí-
íîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G, íî ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ (òàêèå

óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îäíîêîý��èöèåíòíûìè), òî óðàâíåíèå

W (x1, . . . , xn, g) = 1 ëåãêî çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûì åìó óðàâíåíèåì âèäà

w(x1, . . . , xn) = h, ãäå w(x1, . . . , xn) � íåñîêðàòèìîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò

íåèçâåñòíûõ x1, ...., xn. Òàêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå óðàâíåíèé,

ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ èëè áåñêîý��èöèåíòíûõ óðàâ-

íåíèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò ðåçóëüòàòû Á. Íåéìàíà [4℄ è òåîðåìó 3.4

èç ìîíîãðà�èè [2℄.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G âëîæèìà â òàêóþ ïðîñòóþ ñ÷åò-

íóþ ãðóïïó G, â êîòîðîé ðàçðåøèìî êàæäîå óðàâíåíèå âèäà

w(x1, . . . , xn) = g, (2)

ãäå w(x1, . . . , xn) � íåïóñòîå íåñîêðàòèìîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò íåèçâåñòíûõ

x1, ...., xn, à g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G.
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Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G ìîæåò áûòü âëîæåíà â òàêóþ

ñ÷åòíóþ ãðóïïó G∗
, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ äâóõ íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

g è h èç ãðóïïû G ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû u, v è w, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g = uhu−1 · vhv−1 · whw−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2 èç ìîíîãðà�èè [2℄

(ñòð.308) óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé �àêò:

åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, à h è g � ëþáûå äâà åå íååäèíè÷íûõ

ýëåìåíòà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñøèðåíèå H(g, h) ãðóïïû G, â êîòîðîì

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ x, y è z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g = xhx−1 ·
yhy−1 · zhz−1

.

Äëÿ çàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïî ìîíîãðà-

�èè �. Ëèíäîíà è Ï. Øóïïà [2℄. Îíî áàçèðóåòñÿ íà HNN-ðàñøèðåíèè

ãðóïïû: â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè G∗〈〈 u 〉〉 ãðóïïû G è áåñêîíå÷íîé öèê-

ëè÷åñêîé ãðóïïû 〈〈 u 〉〉 ýëåìåíòû

guh−1u−1
è huhu−1

èìåþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó ãðóïïà

H(g, h) = 〈〈G ∗ 〈〈 u 〉〉, t | guh−1u−1 = t · huhu−1 · t−1 〉〉

ÿâëÿåòñÿ HNN ðàñøèðåíèåì ãðóïïû G∗〈〈 u 〉〉, à çíà÷èò ãðóïïà H(g, h) �
ðàñøèðåíèå ãðóïïû G. Â ãðóïïå H(g, h) âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

g = (tht−1) · ((tu)h(tu)−1) · (uhu−1).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{(gn, hn)|n = 1, 2, . . .} âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

ãðóïïû G è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

G0 = G ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ Gn . . . ,

ãäå ïðè n ≥ 1 Gn = Gn−1(gn, hn) è ïîëàãàåì

G∗ =
+∞

∪
n=0

Gn.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G âëîæèìà â òàêóþ ñ÷åòíóþ ãðóïïó

G+
, â êîòîðîé ðàçðåøèìî êàæäîå óðàâíåíèå âèäà

w(x1, . . . , xn) = g,

ãäå w(x1, . . . , xn) � íåïóñòîå íåñîêðàòèìîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò íåèçâåñòíûõ

x1, ...., xn, à g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî íåñîêðà-

òèìîãî ãðóïïîâîãî ñëîâà w(x1, . . . , xn) îò íåèçâåñòíûõ x1, ...., xn è ëþáîãî

ýëåìåíòà g ãðóïïû G ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå G(w, g) ãðóïïû G, â êîòîðîì

ðàçðåøèìî óðàâíåíèå

w(x1, . . . , xn) = g. (3)

�àññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1) g � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G.

Â ýòîì ñëó÷àå w(x1, . . . , xn) è g � ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðóï-

ïû G∗〈〈x1, . . . , xn〉〉. Ïîýòîìó ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé HNN-ðàñøè-

ðåíèÿ

〈〈G ∗ 〈〈 x1, . . . , xn 〉〉, t | tw(x1, . . . , xn)t
−1 = g 〉〉,

â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî w(tx1t
−1, . . . , txnt

−1) = g. Ïîýòîìó óðàâ-

íåíèå (3) ðàçðåøèìî â ýòîì ðàñøèðåíèè.

2) g � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà m ãðóïïû G.

Â ñâîáîäíîé ãðóïïå 〈〈x1, . . . , xn〉〉 ýëåìåíò w(x1, . . . , xn) ðàâåí ýëåìåíòó
âèäà uk(x1, . . . , xn), ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à u(x1, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ñòåïåíüþ â ýòîé ãðóïïå. Òîãäà u(x1, . . . , xn)� ýëåìåíò ïîðÿäêà

km [2℄ â ãðóïïå

〈〈x1, . . . , xn | u
km(x1, . . . , xn) = 1 〉〉.

Ïîýòîìó uk(x1, . . . , xn) è g � ýëåìåíòû ïîðÿäêà m â ãðóïïå

G ∗ 〈〈x1, . . . , xn | u
km(x1, . . . , xn) = 1 〉〉.

Çíà÷èò ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû

〈〈G ∗ 〈〈 x1, . . . , xn | u
km(x1, . . . , xn) = 1 〉〉, t | tuk(x1, . . . , xn)t

−1 = g〉〉,

â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî w(tx1t
−1, . . . , txnt

−1) = g. Ïîýòîìó óðàâ-

íåíèå (3) ðàçðåøèìî â ýòîé ãðóïïå.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{(wn, gn)|n = 1, 2, . . .} âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ãäå wn � íåïóñòîå íåñîêðà-

òèìîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò íåèçâåñòíûõ, à gn � ïðîèçâîëüíûé íååäèíè÷íûé

ýëåìåíò ãðóïïû G è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

G0 = G ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ Gn . . . ,

ãäå ïðè n ≥ 1 Gn = Gn−1(wn, gn).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

G∗ =
+∞

∪
n=0

Gn.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

G0 = G ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ G2n+1 ≤ G2n+2 ≤ . . . ,

ãäå G2n+1 = G∗

2n, G2n+2 = G+
2n+1 ïðè n = 0, 1, . . ..

Ïîëàãàåì

G =
+∞

∪
n=0

Gn.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ g è h ãðóïïû G â ýòîé

ãðóïïå ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû u, v è w, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî g = uhu−1 · vhv−1 ·whw−1
. Ïîýòîìó ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G è ëþáîãî íåïóñòîãî íåñîêðàòèìîãî ñëî-

âà w(x1, . . . , xn) â ãðóïïå G ðàçðåøèìî óðàâíåíèå w(x1, . . . , xn) = g. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç äîêàçàííîé â ñòàòüå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëå-

ìåíòà g ëþáîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå ýòîé ãðóïïû, â êîòî-

ðîì ðàçðåøèìî óðàâíåíèå [x, y] = g, ãäå [x, y] = x−1y−1xy � êîììóòàòîð

ýëåìåíòîâ x è y, ò. å. ëþáîé ýëåìåíò ëþáîé ãðóïïû â íåêîòîðîì åå ðàñ-

øèðåíèè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì. Êðîìå òîãî ëþáàÿ ãðóïïà G âëîæèìà

â òàêóþ ãðóïïó G, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì.

Çíà÷èò êîììóòàíò [G,G] ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé è èìååò

øèðèíó 1.

Êîììóòàíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, åå âåðáàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû è åå øèðèíû ïî ìîíîãðà-

�èè [1℄ (ñòð. 138). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà V íåñîêðàòèìûõ ñëîâ

â àë�àâèòå {x1, x
−1
1 , x2, x

−1
2 , . . .} è ãðóïïû G ÷åðåç V (G) îáîçíà÷àåòñÿ åå

ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ

{ v(g1, . . . , gn(v)) | v(x1, . . . , xn(v)) ∈ V, g1, . . . , gn(v) ∈ G }.

Ïîäãðóïïà V (G) íàçûâàåòñÿ âåðáàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G îòíîñèòåëü-

íî ìíîæåñòâà ñëîâ V . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî

ëþáîé ýëåìåíò âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ íå áîëåå ÷åì m ýëåìåíòîâ âèäà v(g1, . . . , gn(v)) (v(x1, . . . , xn(v)) ∈
V, g1, . . . , gn(v) ∈ G) è èì îáðàòíûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà

V (G) èìååò êîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ V è íàè-

ìåíüøåå òàêîå ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ øèðèíîé âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (G)
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ V .

Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà

G âëîæèìà â òàêóþ ñ÷åòíóþ ãðóïïó G, êàæäàÿ íååäèíè÷íàÿ âåðáàëüíàÿ

ïîäãðóïïà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé è èìååò øèðèíó 1.
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Âûðàæàåì ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó, çàìå÷àíèÿ êîòîðîãî ïî

ïåðâîíà÷àëüíîìó âàðèàíòó ñòàòüè ñïîñîáñòâîâàëè, íà íàø âçãëÿä, ñóùå-

ñòâåííîìó óëó÷øåíèþ ñòèëÿ èçëîæåíèÿ.
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