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�ËÓÁÈÍÛ ÄÂÀ

Ì. Á. Êàðìàíîâà

Äëÿ êîíòàêòíûõ îòîáðàæåíèé ãðóïï Êàðíî ãëóáèíû äâà, íà îáðàçå êî-

òîðûõ ââåäåíà ñóáëîðåíöåâà ñòðóêòóðà, äîêàçàíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà

ïîâåðõíîñòåé-îáðàçîâ è âûâåäåí â ÿâíîì âèäå ñóáëîðåíöåâ àíàëîã �îð-

ìóëû ïëîùàäè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ëèïøè-

öåâûõ â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå îòîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: êîíòàêòíîå îòîáðàæåíèå, ãðóïïà Êàðíî, ñóá-

ëîðåíöåâà ñòðóêòóðà, ìåðà Õàóñäîð�à, �îðìóëà ïëîùàäè.

Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìåðû ïîâåðõíîñòè,

ÿâëÿþùåéñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñóáëîðåíöåâîé ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðèçî-

âàííîé íåêîòîðûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì äâóõñòóïåí÷àòîé ãðóïïû Êàð-

íî ñ ïîìîùüþ êîíòàêòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ìû èçó÷àåì ìîäåëüíûé ñëó÷àé,

êîãäà ãëóáèíà îáðàçà òàêæå ðàâíà äâóì. Ñóáëîðåíöåâû ñòðóêòóðû ÿâëÿ-

þòñÿ íåãîëîíîìíûì îáîáùåíèåì ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî (ñì. [1℄ è ñïè-

ñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ; íàïðèìåð, [2, 3℄). Èññëåäîâàíèÿ êàê ñàìèõ

ñòðóêòóð, òàê è èõ ïðèëîæåíèé â �èçèêå íà÷àëèñü îòíîñèòåëüíî íåäàâ-

íî. Ñòàòüÿ [4℄ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü

ïîäîáíûå ñòðóêòóðû. Äàëåå, â [5, 6, 7, 8, 9, 10℄ ïîëó÷åíû îïèñàíèå è ñâîé-

ñòâà äîñòèæèìûõ ìíîæåñòâ íà êëàññàõ ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð, òàêæå

èññëåäîâàíû ãåîäåçè÷åñêèå [11℄, âûâåäåíû íåêîòîðûå ãëîáàëüíûå ñâîé-

ñòâà ñòðóêòóð [12℄. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð óñòà-

íîâëåíû íà ãðóïïàõ H-òèïà, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíû ãåîäåçè÷åñêèå è èõ

ñâÿçü ñ îïèñàíèåì äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ðàâ-

íîìåðíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå [13, 14℄. Ïðèìåíåíèå ñóáëîðåíöåâûõ

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò �

FWNF-2022-0006).
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ñòðóêòóð ê çàäà÷àì �èçèêè îïèñàíî â [15, 16℄. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

è ¾êëàññè÷åñêèé¿ ñëó÷àé ñ îäíîé âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé, è îáùèé ñëó-

÷àé, ãäå òàêèõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî (òàêèå ñòðóêòóðû òàêæå èçó÷àþòñÿ

ñ íåäàâíåãî âðåìåíè; ñì., íàïðèìåð, [17, 18℄).

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå àâòîðîì èññëåäîâàëèñü êëàññû ïîâåðõíîñòåé-ãðà-

�èêîâ íà ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóðàõ [19, 20℄; êðîìå òîãî, âûâîäèëèñü è

ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ [21, 22℄. Â îòëè÷èå îò ðàñ-

ñìîòðåííûõ çàäà÷, â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû èçó÷àåì îáùèé ñëó÷àé

(êîíòàêòíûõ) îòîáðàæåíèé, îáðàç êîòîðûõ ëåæèò íà ñóáëîðåíöåâîé ñòðóê-

òóðå; êðîìå òîãî, òàê êàê ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ìî-

æåò âûðîæäàòüñÿ, çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ñâåäåíà íàïðÿìóþ ê ñëó÷àþ

ãðà�èêîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåìûå ïîâåðõíîñòè-îáðàçû íå âñå-

ãäà ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü áîëåå ¾ïðîñòûìè¿ îáúåêòàìè ïî àíàëîãèè

ñ ïîâåðõíîñòÿìè-ãðà�èêàìè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, â ÷àñòíîñòè, âûâîäÿò-

ñÿ óñëîâèÿ, â îêðåñòíîñòÿõ êàêèõ òî÷åê ïîõîæàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âîç-

ìîæíà, è äàåòñÿ îïèñàíèå ïàðàìåòðèçóþùåãî îáúåêòà è ñîîòâåòñòâó-

þùåãî îòîáðàæåíèÿ; ñì. ïîäðîáíîñòè â øàãå 2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 9. Óñëîâèÿ çàäà÷è íå èñêëþ÷àþò è âûðîæäåííûå ñëó÷àè, êîòîðûå

äëÿ îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ â íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè íå ðàññìàòðèâà-

ëèñü (à â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå íåâîçìîæíû); ñì. êîììåíòàðèé ïåðåä

�îðìóëèðîâêîé òåîðåìû 15. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè � ýòî àíàëèòè-

÷åñêèé âèä óñëîâèÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáèÿ ïîâåðõíîñòè-îáðàçà, óñòà-

íîâëåííûé â ðàçäåëå 2, è ÿâíûé âèä �îðìóëû ñóáëîðåíöåâîé ïëîùàäè â

òåðìèíàõ ñóáðèìàíîâà àíàëîãà äè��åðåíöèàëà, âûâåäåííûé â ðàçäåëå 3.

Ïðèìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå ÿêîáèàíà íî-

âîãî òèïà èñïîëüçóåò òå æå èäåè, ÷òî è âûâîä âûðàæåíèÿ êîý��èöèåíòà

êîïëîùàäè äëÿ îòîáðàæåíèé ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð [22℄, è, âî-âòîðûõ,

ðåçóëüòàò î ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé ñïðàâåäëèâ è äëÿ îòîáðàæåíèé, â îá-

ùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþùèõñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå

íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé (âíåøíåé) ìåðû.

Êðàòêèé âàðèàíò ñòàòüè îïóáëèêîâàí â [23℄. Àâòîð áëàãîäàðèò ÷ë.-

êîðð. �ÀÍ Äóáèíèíà Â.Í. çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïî èçëîæåíèþ êëþ÷å-

âûõ èäåé ñòàòüè.

�1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå òåðìèíû è ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 1 ([24℄). Äâóõñòóïåí÷àòîé ãðóïïîé Êàðíî íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ ãðóïïà Ëè G, àëãåáðà Ëè V
êîòîðîé ïðåäñòàâèìà â âèäå V = V1 ⊕ V2, [V1, V1] = V2, [V1, V2] = {0}.
Åñëè áàçèñíîå ïîëå Xl ïðèíàäëåæèò Vk, òî åãî ñòåïåíü degXl ðàâíà k,
l = 1, . . . , N , k = 1, 2.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî áàçèñíûå ïîëÿ íà ãðóïïå Êàðíî âûáèðàþòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òî êàæäîå èç íèõ ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó èç ìíîæåñòâ V1
èëè V2.

Îáîçíà÷èì òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G ñèìâîëîìN . �ðóï-
ïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Áåéêåðà � Êýìïáåëëà � Õàó-

ñäîð�à.

Îïèøåì ñóáðèìàíîâ àíàëîã ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü w = exp
( N∑
i=1

wiXi

)
(v), v, w ∈ G. Ïîëîæèì

d2(v, w) = max
{( ∑

j: degXj=1

w2
j

) 1

2

,
( ∑

j: degXj=2

w2
j

) 1

4

}
.

Ìíîæåñòâî {w ∈ G : d2(v, w) < r} íàçûâàåòñÿ øàðîì îòíîñèòåëüíî d2
ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå v è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Box2(v, r).

Ñ ïîìîùüþ �îðìóë ãðóïïîâîé îïåðàöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî d2
ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé: îíà ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

òî÷êè ñîâïàäàþò, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè, è ëîêàëüíî äëÿ

íåå âûïîëíÿåòñÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòüG îòíîñèòåëüíî d2 ðàâíà
2∑
k=1

k dimVk, è îáî-

çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ν.

Îïðåäåëåíèå 3. Çíà÷åíèå ñóáðèìàíîâîé ìåðû äëÿ A ⊂ G ðàâíî

Hν(A) = ωN · lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rνi :
⋃

i∈N

Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ
}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà A.

�àññìîòðèì òåïåðü åùå îäíó äâóõñòóïåí÷àòóþ ãðóïïó Êàðíî G̃ ñ

àëãåáðîé Ëè Ṽ = Ṽ1 ⊕ Ṽ2 è áàçèñíûìè ïîëÿìè X̃1, . . . , X̃Ñ òàêóþ, ÷òî
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dim Ṽ1 > dimV1 è dim Ṽ2 ≥ dim V2. Òîãäà è òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

Ñ ãðóïïû G̃ ñòðîãî áîëüøå, ÷åì N . Êâàçèìåòðèêó, ïîñòðîåííóþ íà G̃

òàê æå, êàê îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 2, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì d̃2.
Çàäàäèì ñóáëîðåíöåâó ñòðóêòóðó íà G̃. Ïîëîæèì äëÿ èññëåäóåìîãî

ìîäåëüíîãî ñëó÷àÿ dim Ṽ −

k = dim Ṽk − dimVk, k = 1, 2.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü w = exp
( Ñ∑
i=1

wiX̃i

)
(v), v, w ∈ G̃. Ïîëîæèì

âåëè÷èíó d
2
2(v, w) ðàâíîé

max
{∣∣∣

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

w2
j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

w2
j

∣∣∣ sgn
( dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

w2
j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

w2
j

)
,

∣∣∣
Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

w2
j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

w2
j

∣∣∣
1

2

·

· sgn
( Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

w2
j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

w2
j

)}
.

Ìíîæåñòâî {w ∈ G̃ : d22(v, w) < r2} íàçûâàåòñÿ øàðîì îòíîñèòåëü-

íî d
2
2 ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå v è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

Boxd(v, r).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëåæàùèõ â G̃ ïîâåðõíîñòåé

äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïðèâåäåííûé âûøå àíàëîã êâàäðàòà ðàññòîÿ-

íèÿ d
2
2, áåç ïåðåõîäà ê êîðíÿì èç ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè âåëè÷èí.

Îïèøåì ìåðó íà îáðàçå, ïîñòðîåííóþ ñ ïîìîùüþ òàêîé ñèñòåìû øàðîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü B ⊂ G̃. Òîãäà åãî ñóáëîðåíöåâà ìåðà Hµ
d

ðàâíà

ωd · lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rµi :
⋃

i∈N

(
Boxd(xi, ri) ∩

xi B
)
⊃ B, xi ∈ B, ri < δ

}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà B, ωd �

çàðàíåå âûáðàííûé íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò, êðîìå òîãî, ñèìâîë

Boxd(xi, ri)∩xiB îçíà÷àåò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Boxd(xi, ri)∩
B, ñîäåðæàùóþ òî÷êó xi.
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Òðåáîâàíèå èñïîëüçîâàòü Boxd(xi, ri)∩xiB âìåñòî Boxd(xi, ri)∩B ñâÿ-

çàíî ñî ñïåöè�èêîé ñòðóêòóðû, à èìåííî, ñ íåîãðàíè÷åííîñòüþ øàðîâ.

Â [25℄ ïðèâåäåí ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè ñ òà-

êèì øàðîì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé µ = ν è ωd = ωdimV1 ·ωdimV2 .

À â êà÷åñòâå B ìû èññëåäóåì îáðàçû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ϕ : Ω → G̃,

ãäå Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ìåðû, îïèñûâàåìûå â îïðåäåëåíèÿõ 3 è 5, çàâèñÿò îò

íàáîðîâ âåêòîðíûõ ïîëåé èç îïðåäåëåíèé 2 è 4 �óíêöèé ðàññòîÿíèÿ è

àíàëîãà êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå

îáðàçà ϕ(Ω) ñ øàðàìè Boxd(x, r), x ∈ ϕ(Ω), îãðàíè÷åíî. Êðîìå òîãî,

âûâåäåì �îðìóëó ïëîùàäè äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé â ÿâíîì âèäå.

Îáîçíà÷åíèå 6. Çäåñü è äàëåå ñèìâîë V1ϕ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

span{X1ϕ, . . . , XdimV1ϕ}.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 3 áóäåò ïðèâåäåíà �îð-

ìóëà ïëîùàäè äëÿ îáðàçîâ îòîáðàæåíèé, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-

ìûõ äè��åðåíöèðóåìûõ âäîëü ïîëåé èç V1 (ïðè ýòîì, íå îáÿçàòåëüíî

äè��åðåíöèðóåìûõ âäîëü îñòàëüíûõ ïîëåé), òàêèõ, ÷òî V1ϕ ⊆ Ṽ1.

�2. Îãðàíè÷åííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñ øàðàìè è

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáèå

Ïðåæäå ÷åì �îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò � óñëîâèå îãðàíè-

÷åííîñòè ñîäåðæàùåé òî÷êó x ∈ ϕ(Ω) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷å-

íèÿ ϕ(Ω) ∩ Boxd(x, r) � ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñóá-

ðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè. Îïðåäåëèì àíàëîã äè��åðåíöèðóåìî-

ñòè, êîòîðûé ñîãëàñîâàí ñî ñòðóêòóðîé ïîëåé íà îáðàçå è ïðîîáðàçå è ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè êâàçèìåòðèêàìè d2 è d̃2.

Îïðåäåëåíèå 7 ([26, 27℄). Îòîáðàæåíèå ϕ : U → G̃, U ⊂ G, ãäå G è

G̃ � ãðóïïû Êàðíî, hc-äè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈ U , åñëè ñóùåñòâóåò
ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì Lx : G → G̃ òàêîé, ÷òî

d̃2(ϕ(w),Lx〈w〉) = o(d2(x, w)), U ∋ w → x.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

êëàññîâ îòîáðàæåíèé ãðóïï Êàðíî, îïèñûâàþùåå èõ äè��åðåíöèàëüíûå

ñ ñóáðèìàíîâîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâà.
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Òåîðåìà 8 ([27℄). Åñëè ϕ : Ω → G̃, ãäå Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî, ïðèíàäëåæèò êëàññó C1
H , òî åñòü, îíî íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìî âäîëü ïîëåé X1, . . . , XdimV1 è V1ϕ ⊆ Ṽ1, òî îíî íåïðåðûâíî

hc-äè��åðåíöèðóåìî âñþäó íà Ω. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ϕ ïðèíàäëå-

æèò êëàññó C1
, òî ìàòðèöà åãî hc-äè��åðåíöèàëà (èëè, ñóáðèìàíîâà

äè��åðåíöèàëà) D̂ϕ ñîñòîèò èç ¾äèàãîíàëüíûõ¿ (dim Ṽk×dimVk)-áëîêîâ
ìàòðèöû êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëàDϕ âñþäó íà Ω, à îñòàëüíûå ýëå-
ìåíòû íóëåâûå, òîãäà êàê ìàòðèöà êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëà èìååò

áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä.

Çäåñü è äàëåå ïîä ¾äèàãîíàëüíûìè¿ áëîêàìè ïîíèìàþòñÿ áëîêè, ñî-

ñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ, íîìåð ñòðîêè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿì èç

Ṽk, à íîìåð ñòîëáöà � ïîëÿì èç Vk, k = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð-

íîñòü ýòèõ áëîêîâ ðàâíà dim Ṽk × dimVk. Îáîçíà÷èì ¾äèàãîíàëüíûå¿

(dim Ṽk × dimVk)-áëîêè ìàòðèöû êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëà Dϕ, èç

êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ìàòðèöà D̂ϕ, ñèìâîëàìè D̂kϕ, k = 1, 2.
�àññìîòðèì ñíà÷àëà îòîáðàæåíèÿ êëàññà C1

, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèÿì òåîðåìû 8, hc-äè��åðåíöèàë êîòîðûõ íåâûðîæäåí. Èç òåîðåìû 8

ñëåäóåò, ÷òî è êëàññè÷åñêèé äè��åðåíöèàë òàêæå íåâûðîæäåí.

Ôèêñèðóåì k ∈ {1, 2}. Îáîçíà÷èì ÷àñòü D̂kϕ, ñîñòîÿùóþ èç ñòðîê ñ

íîìåðàìè dim Ṽ −

k + 1, . . . , dim Ṽk ñèìâîëîì D̂+
k ϕ, à ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ

èç îñòàâøèõñÿ dim Ṽ −

k ñòðîê � ñèìâîëîì D̂−

k ϕ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà � ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9. Ïóñòü x = ϕ(y), ãäå y ∈ Ω � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàí-

íàÿ òî÷êà, è hc-äè��åðåíöèàë D̂ϕ(y) íåâûðîæäåí. Òîãäà íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ImDϕ(y) (ìíîæåñòâà Im D̂ϕ(y)) è
{
w ∈ G̃ : d

2
2(x, w) ≤ 0

}
(1)

â åäèíñòâåííîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü îáåèõ ìàòðèö D̂+
k ϕ(y),

k = 1, 2.
Êðîìå òîãî, åñëè äëèíû ñòîëáöîâ D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

− c âñþäó íà Ω, ãäå c � íåêîòîðîå çàâèñÿùåå òîëüêî îò ðàññìàòðè-

âàåìîé îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, k = 1, 2, òî âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà (1) ñ ImDϕ(y) è Im D̂ϕ(y) ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé òî÷êè x.



99 Ì. Á. Êàðìàíîâà

2. Ïåðåñå÷åíèÿ øàðà Boxd(x, r) ñ ìíîæåñòâàìè ImDϕ(y) è Im D̂ϕ(y)
îãðàíè÷åíû.

3. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Boxd(x, r) ∩ ϕ(Ω), ñîäåðæàùàÿ
òî÷êó x, îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíà èç èäåé äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ðåçóëüòàòà �

ñâåä�åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ê èçâåñòíîìó ñëó÷àþ îòîáðàæåíèÿ-

ãðà�èêà; ñì. [20℄ è [21, 22℄. Ýòî ïîçâîëèò àäàïòèðîâàòü ïîäõîäû äàííûõ

ñòàòåé ê ðåøàåìîé çàäà÷å.

Íà ïåðâîì øàãå äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâè-

åì ïåðåñå÷åíèÿ ImDϕ(y) (è Im D̂ϕ(y)) è (1) â åäèíñòâåííîé òî÷êå ÿâëÿ-

åòñÿ íåâûðîæäåííîñòü îáåèõ ìàòðèö D̂+
k ϕ(y), k = 1, 2. Íà âòîðîì øàãå

ìû âûâåäåì ñâîéñòâî ëîêàëüíîé áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çíà÷å-

íèé (d̃2)
2
è d

2
2 äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òî÷åê, îòêóäà áóäóò ñëåäîâàòü

óòâåðæäåíèÿ ï. 1 î ïåðåñå÷åíèè ñ (1) â åäèíñòâåííîé òî÷êå è ï. 2 îá

îãðàíè÷åííîñòè ïåðåñå÷åíèé. À íà òðåòüåì øàãå ìû óñòàíîâèì ñâîéñòâà

ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èç ï. 3.

Øàã 1. Ïóñòü k = 1. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ k = 1
âñå ýëåìåíòû D̂+

1 ϕ(y) ðàâíû íóëþ, òî ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ (1) ñ

ImDϕ(y) è Im D̂ϕ(y) áóäåò íå ìåíåå åäèíèöû. Ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí

ýëåìåíò D̂+
1 ϕ(y) äîëæåí áûòü íåíóëåâûì.

Óñòàíîâèì íåâûðîæäåííîñòü D̂+
1 ϕ(y). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî

ìàòðèöà D̂+
1 ϕ(y) âûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû D̂1ϕ(y) ìîæíî ýëå-

ìåíòàðíî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òî ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè dim Ṽ −

1 + 1, . . .

. . . , dim Ṽ1 ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç ïðåîáðàçîâàííûõ ñòîëáöîâ áóäóò

íóëåâûìè. Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ImDϕ(y) (è Im D̂ϕ(y)) è (1)
ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.

Ïóñòü òåïåðü k = 2. Òàê êàê äëÿ k = 1 óæå äîêàçàíî, ÷òî ìàòðè-

öà D̂+
1 ϕ(y) íåâûðîæäåíà, òî, îòíèìàÿ îò ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè dimV1 +

1, . . . , N êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 1, . . . , dimV1, ìû ïîëó÷èì áà-

çèñ ìíîæåñòâà ImDϕ(y) ∩ Ṽ2(x), ãäå ê êàæäîìó áàçèñíîìó âåêòîðó äî-

áàâëåíà íåêîòîðàÿ (âîçìîæíî, íóëåâàÿ) êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ X̃1(x), . . .

. . . , X̃dim Ṽ −

1

(x) (è áàçèñ ìíîæåñòâà Im D̂ϕ(y) ∩ Ṽ2(x)). Òîãäà, àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ k = 1 âûâîäèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò D̂+
2 ϕ(y) äîëæåí áûòü

íåíóëåâîé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ òàêæå ïîâòîðÿþò àðãóìåíòû, ïðè-

ìåíåííûå äëÿ ñëó÷àÿ k = 1.



Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòåé íà ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóðàõ 100

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû D̂+
k ϕ(y) íåâûðîæäåíû, k = 1, 2. Ïîýòîìó

òåïåðü ìû ìîæåì ñâåñòè ðàññìîòðåíèå äàííîé çàäà÷è ê ðàññìîòðåíèþ

îòîáðàæåíèé-ãðà�èêîâ, ãäå êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè

1, . . . , dim Ṽ −

1 , dim Ṽ1 + 1, . . . , dim Ṽ1 + dim Ṽ −

2

çàâèñÿò îò âñåõ îñòàëüíûõ.

Øàã 2. Ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæåíèå D̂0ϕ(y) : G → G̃ òàêèì îáðàçîì,

÷òî ïðè ïåðåõîäå â íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû îíî ëèíåéíî, åãî ìàòðèöà

èìååò ðàçìåðíîñòü N ×N , è â áàçèñàõ {Xi}Ni=1 è {X̃j}Ñj=1 ñîñòîèò èç äèà-

ãîíàëüíûõ áëîêîâ D̂+
1 ϕ(y) è D̂

+
2 ϕ(y), ñ îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè

íóëþ:

(
θ̃−1
x ◦ D̂0ϕ(y) ◦ θy

)〈
(w1, . . . , wN)

〉
=

(
D̂+

1 ϕ(y) 0

0 D̂+
2 ϕ(y)

)
· (w1, . . . , wN)

T .

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû θ̃−1
x ◦ D̂0ϕ(y) ◦ θy, ìû ìîæåì ëîêàëü-

íî ïàðàìåòðèçîâàòü ìíîæåñòâà ϕ(Ω) è ImDϕ(y) ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà

Im D̂0ϕ(y) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ψ, îïðåäåëåííîãî ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

D̂0ϕ(y)〈w〉 7→ ϕ(w),

è åãî äè��åðåíöèàëà.

Òîãäà äè��åðåíöèàë ψ â òî÷êå x â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îòíîñè-
òåëüíî ýòîé æå òî÷êè áóäåò èìåòü âèä




D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1 ∗
EdimV1 ∗

0 D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1

0 EdimV2


 , (2)

ãäå El � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè l.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî ëîêàëüíîé áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà

ImDϕ(y) âáëèçè òî÷êè x âåëè÷èí (d2)
2(x, ·) è d

2
2(x, ·) íåïîñðåäñòâåííûìè

âû÷èñëåíèÿìè ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèíû ñòîëáöîâ D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1

íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

− c, ãäå c > 0, è k = 1, 2. Òàê êàê íåðàâåíñòâî

d
2
2 ≤ (d2)

2
î÷åâèäíî, òî îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îáðàòíîå ê íåìó d

2
2 ≥ K(d2)

2

äëÿ íåêîòîðîãî K > 0 è êëàññîâ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê.
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Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì â íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû θ̃−1
x îòíîñèòåëüíî x

è ðàññìîòðèì òî÷êó s = (s1, . . . , sÑ). Ïóñòü îíà ëåæèò â ImD(θ̃−1
x ◦ϕ)(y).

Ïî ðåçóëüòàòó ïåðâîãî øàãà, êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè dim Ṽ1 + 1, . . .,
dim Ṽ1 + dim Ṽ −

2 è ñ íîìåðàìè dim Ṽ1 + dim Ṽ −

2 + 1, . . . , Ñ ñâÿçàíû ñîîò-

íîøåíèåì

(sdim Ṽ1+1, . . . , sdim Ṽ1+dim Ṽ −

2

)T

= D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1 · (sdim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1, . . . , sÑ)

T .

Òîãäà, ïîëàãàÿ s+2 = (sdim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1, . . . , sÑ), âûâîäèì

Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

s2j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

s2j

= 〈s+2 , s
+
2 〉 −

〈
s+2 ,
(
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1s+2
〉

=
〈
s+2 ,
(
EdimV2 −

(
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)
s+2
〉

=
〈(
EdimV2 −

(
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)
s+2 , s

+
2

〉
.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ íà ñòîëáöû, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, îïðåäåëÿåìàÿ

îïåðàòîðîì

EdimV2 −
(
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1,

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (ñì., íàïðèìåð, àðãóìåíòû [21℄ è ññûëêè), ïî-

ýòîìó èìååì

Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

s2j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

s2j ≥ K̂2

Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

s2j ,

ãäå 0 < K̂2 < 1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

s2j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

s2j ≥ K2

Ñ∑

j=dim Ṽ1+1

s2j

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < K2 < 1.
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�àññìîòðèì òåïåðü êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè îò 1 äî dim Ṽ1. Èç âè-

äà ìàòðèöû (2) âûòåêàåò, ÷òî êîîðäèíàòû îáðàçà îïðåäåëÿåìîãî ýòîé

ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ ñ íîìåðàìè 1, . . . , dim Ṽ −

1 è ñ íîìåðàìè dim Ṽ −

1 +

1, . . . , dim Ṽ1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(s1, . . . , sdim Ṽ −

1

)T

= D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1 · (sdim Ṽ −

1
+1, . . . , sdim Ṽ1

)T +D12(y)(s
+
2 ),

ãäå êîìïîíåíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà D12(y) îãðàíè÷åíû, è çàâèñÿò îò

êîìïîíåíò Dϕ(y).
Ïîëàãàÿ s+1 = (sdim Ṽ −

1
+1, . . . , sdim Ṽ1

), âûâîäèì

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j

≥
〈(
EdimV1 −

(
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1
)
s+1 , s

+
1

〉

− L1

∑

l,k

|slsk| − L2

∑

p,q

|spsq|, (3)

ãäå çíà÷åíèÿ 0 ≤ L1, L2 <∞ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíòDϕ(y),

ñëåäîâàòåëüíî, îíè îãðàíè÷åíû, à dim Ṽ −

1 + 1 ≤ l ≤ dim Ṽ1 è dim Ṽ1 +

dim Ṽ −

2 + 1 ≤ k, p, q ≤ Ñ .

Êàê è â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå äëÿ s+2 , êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, îïðåäå-
ëÿåìàÿ äëÿ s+1 îïåðàòîðîì

EdimV1 −
(
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1,

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîýòîìó

〈(
EdimV1 −

(
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1
)∗
D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1
)
s+1 , s

+
1

〉
≥

≥ K̂1

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j ,

ãäå 0 < K̂1 < 1. Òàê êàê

|slsk| =
∣∣(sl/S) · (skS)

∣∣ ≤ 1/2
(
sl/S

)2
+ 1/2

(
skS
)2
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äëÿ âñÿêîãî 0 < S < ∞, è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ |spsq|,
òî (3) ìîæíî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå S (âåëè÷èíà S òàêæå çàâèñèò îò

çíà÷åíèé êîìïîíåíò Dϕ) ïðåäñòàâèòü â âèäå

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j ≥ K1

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j − L0

Ñ∑

p=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

s2p, (4)

ãäå 0 < K1 < 1, 0 ≤ L0 < ∞. Òàê êàê L0 îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè

êîìïîíåíò Dϕ(y), è, êðîìå òîãî, ýòà âåëè÷èíà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè, òî äàëåå äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå àð-

ãóìåíòû: åñëè çíà÷åíèå d2 äîñòèãàåòñÿ íà

( Ñ∑
j=dim Ṽ1+1

s2j

)1/4
, òî âñå äîêà-

çàíî åùå íà ýòàïå ðàññìîòðåíèÿ êîîðäèíàò ñ íîìåðàìè dim Ṽ1+1, . . . , Ñ ;
åñëè æå íåò, òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïðîòèâíîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òî÷êà s òàêàÿ, ÷òî

d
2
2(0, s) < ε

(
d2(0, s)

)2
, (5)

ïðè ýòîì,

(dim Ṽ1∑

j=1

s2j

)1/2
>
( Ñ∑

j=dim Ṽ1+1

s2j

)1/4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (4) âûâîäèì

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j ≥ K1

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j − L0

(dim Ṽ1∑

j=1

s2j

)2
. (6)

Äàëåå, ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ÷åðåç

K̃1

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j − L̃0

(dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j

)2
, (7)

ïðè÷åì, êîíñòàíòû 0 < K̃1 < 1 è 0 ≤ L̃0 < ∞ íå çàâèñÿò îò s è ε > 0, à
çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé âûáðàííîé îêðåñòíîñòè. Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ (ñì. (6), (7) è (5)),

K̃1

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j − L̃0

(dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j

)2
< ε

dim Ṽ1∑

j=1

s2j ,
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èëè,

(
K̃1 − ε

) dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j < L̃0

(dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j + ε
) dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j . (8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (6) è (7) âûòåêàåò îöåíêà

(
1− K̃1

) dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j > L̃

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j . (9)

ãäå L̃ > 0 íå çàâèñèò îò s è ε > 0, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé
âûáðàííîé îêðåñòíîñòè. Òàê êàê

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j > 0,

òî èç (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå óæå äîêà-

çàíî)

L0

(dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j + ε
)
− L̃ > 0, (10)

ãäå L > 0 íå çàâèñèò îò s è ε > 0, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàññìàòðè-

âàåìîé âûáðàííîé îêðåñòíîñòè. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè êîíñòàíò è ïðî-

èçâîëüíîãî âûáîðà ε > 0, ñîîòíîøåíèå (10) íå ìîæåò áûòü âåðíûì äëÿ

âñåõ (s1, . . . , sdim Ṽ −

1

), ïîýòîìó îöåíêà (8) ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå (9) ïî ïðè-

÷èíå íåâåðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (5). Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì îöåíêè (9)

âûâîäèì, ÷òî åñëè

d2(0, s) =
(dim Ṽ1∑

j=1

s2j

)1/2
,

òî

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

s2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

s2j ≥ K1

dim Ṽ1∑

j=1

s2j

äëÿ íåêîòîðîãî K1 > 0, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé (äîñòà-

òî÷íî ìàëîé) îêðåñòíîñòè, òàê êàê ñóæåíèåì îêðåñòíîñòè ìîæíî äîáèòü-

ñÿ òîãî, ÷òî âåëè÷èíà (1− K̃1)/L̃ áóäåò ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû äëÿ âñåõ

ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x òà-

êàÿ, ÷òî åñëè åå òî÷êà s ∈ ImD(θ̃−1
x ◦ϕ)(y), òî âåðíî

(
d2(0, s)

)2
≤ Kd

2
2(0, s)

äëÿ K > 0, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî îòîáðàæåíèÿ D̂0ϕ(y)〈w〉 7→ ϕ(w) ðàññìàò-
ðèâàòü îòîáðàæåíèå

D̂0ϕ(y)〈w〉 7→ D̂ϕ(y)〈w〉,

òî åãî äè��åðåíöèàë áóäåò èìåòü âèä




D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1 0
EdimV1 0

0 D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1

0 EdimV2


 ,

è ïîýòîìó íà åãî îáðàçå òàêæå åñòü ëîêàëüíàÿ áèëèïøèöåâà ýêâèâàëåò-

íîñòü âåëè÷èí

(
d2
)2

è d
2
2, ïîñ÷èòàííûõ îò òî÷êè x = ϕ(y).

Èç óñòàíîâëåííûõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïåðåñå÷å-

íèé øàðà Boxd(x, r) ñ ìíîæåñòâàìè ImDϕ(y) è Im D̂ϕ(y): äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâà âèäà

d
2
2(x, ·) ≥

1

K
(d2)

2(x, ·). (11)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ òî÷êè y âåðíî (d2)
2(x, y) > Kr2, òî è d

2
2(x, y) >

r2, ñëåäîâàòåëüíî, y ëåæèò âíå øàðà Boxd(x, r). Ï. 2 äîêàçàí.
Êðîìå òîãî, èç (11) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå d

2
2, ïîñ÷èòàííîå îò y äëÿ

ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ImDϕ(y) è Im D̂ϕ(y), ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íîå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ñ (1) ñîñòîèò èç

åäèíñòâåííîé òî÷êè x, ÷òî äîêàçûâàåò ï. 1.
Øàã 3. �àññìîòðèì òåïåðü w ∈ Im

(
θ̃−1
x ◦ ϕ

)
è ïîêàæåì, ÷òî âåðíî(

d2(0, w)
)2

≤ Qd22(0, w) äëÿ 0 < Q <∞, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ðàññìàòðè-

âàåìîé îêðåñòíîñòè. Ïî óñëîâèþ ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ϕ
èìååì

d̃2(ϕ(w), D̂ϕ(y)〈w〉) = o(d2(y, w)),

à òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî D̂ϕ(y) íåâûðîæäåí, òî

d̃2(ϕ(w), D̂ϕ(y)〈w〉) = o(d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)) = o(d̃2(ϕ(y), ϕ(w))).



Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòåé íà ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóðàõ 106

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè y, òî âåëè÷è-
íà o(1) èç îïðåäåëåíèÿ ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè íà íåé ðàâ-

íîìåðíà [27℄. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî îêðåñòíîñòü òàêîâà, ÷òî êàê òîëüêî d2-ðàññòîÿíèå ìåæäó y è w íå

ïðåâîñõîäèò íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ρ0, òî |o(1)| íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðî-

ãî çàðàíåå çàäàííîãî ε > 0. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî

òðåóãîëüíèêà âèäà

d̃2(u, v) ≤ d̃2(u, q) + cd̃2(q, v), (12)

âûâîäèì

(1− Cε)d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)) ≤ d̃2(ϕ(y), ϕ(w))

≤ (1 + Cε)d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)),

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò êîíñòàíòû Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ ϕ è êîíñòàí-

òû c â (12). Êðîìå òîãî, èç íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé (ñì. îïèñàíèå

ãðóïïîâîé îïåðàöèè, íàïðèìåð, â [20℄), àíàëîãè÷íûõ ïðèìåíåííûì â âû-

âîäå (12), ïîëó÷àåì, ÷òî êîîðäèíàòû ϕ(w) îòíîñèòåëüíî ϕ(y) îòëè÷àþòñÿ

îò êîîðäèíàò D̂ϕ(y)〈w〉 îòíîñèòåëüíî ϕ(y) íà âåëè÷èíû, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèå

ε̂d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉) ≤ Kε̂
(
d
2
2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)

)1/2
,

åñëè ðå÷ü èäåò î êîîðäèíàòàõ ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëÿõ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, êâàäðàòû ýòèõ âåëè÷èí îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà

ε̂d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)
2 ≤ K2ε̂d22(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉) (13)

(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü ε̂ îäíèì è òåì æå â îáîèõ

íåðàâåíñòâàõ). Åñëè æå ðå÷ü èäåò î êîîðäèíàòàõ ïðè ïîëÿõ ñòåïåíè äâà,

òî êîîðäèíàòû îòëè÷àþòñÿ íà

ε̂
(
d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)

)2
≤ Kε̂d22(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉). (14)

Çäåñü âåëè÷èíà ε̂ çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè, îò çàäàííîãî
ε > 0, è îò îòîáðàæåíèÿ, è íå çàâèñèò îò òî÷åê.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ìû âûâîäèì îöåíêè

d
2
2(ϕ(y), ϕ(w)) ≤

(
d̃2(ϕ(y), ϕ(w))

)2
≤ (1 + Cε)2

(
d̃2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)

)2

≤ K(1 + Cε)2d22(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉). (15)
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Ïðèìåíèì òåïåðü (13) è (14) äëÿ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû d
2
2(ϕ(y), ϕ(w))

â òåðìèíàõ d
2
2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉).

Îáîçíà÷èì

(q1, . . . , qÑ) = θ̃−1
x (ϕ(w)) è (p1, . . . , pÑ) = θ̃−1

x (D̂ϕ(y)〈w〉).

Ïóñòü

d
2
2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉) =

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

p2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

p2j .

Òîãäà

dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

q2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

q2j

≥
dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

p2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

p2j − ε̃ dim Ṽ1

( dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

p2j −

dim Ṽ −

1∑

j=1

p2j

)

=
(
1− δ

) dim Ṽ1∑

j=dim Ṽ −

1
+1

p2j −
(
1− δ

) dim Ṽ −

1∑

j=1

p2j , (16)

ãäå 0 < δ < 1, à âåëè÷èíà ε̃ çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè, îò

çàäàííîãî ε > 0, è îò îòîáðàæåíèÿ, è íå çàâèñèò îò òî÷åê.

Ñëó÷àé, êîãäà

(
d
2
2(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉)

)2
=

Ñ∑

j=dim Ṽ1+dim Ṽ −

2
+1

p2j −

dim Ṽ1+dim Ṽ −

2∑

j=dim Ṽ1+1

p2j ,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 <
P <∞ âåðíî

d
2
2(ϕ(y), ϕ(w)) > Pd22(ϕ(y), D̂ϕ(y)〈w〉).

Èç ïîñëåäíèõ îöåíîê âûòåêàåò ëîêàëüíàÿ áèëèïøèöåâà ýêâèâàëåíò-

íîñòü

(
d2
)2

è d
2
2 íà ìíîæåñòâàõ óðîâíÿ; ñì. (15). Êðîìå òîãî, îòñþäà

æå âûòåêàåò, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ϕ(Ω), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x, ïå-
ðåñåêàåò ãðàíèöó øàðà Boxd, êàê â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, òàê è íà
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ñàìîé ãðóïïå G̃ (ñì. àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âòîðîãî øàãà). Ïîýòîìó

ýòà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, êàê è óòâåðæäàåòñÿ â

ï. 3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûíåñåì îòäåëüíî �îðìóëèðîâêó âàæíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëü-

òàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî íåçàâèñèìûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9 íà íåâûðîæäåí-

íîñòü îáåèõ ìàòðèö D̂+
k ϕ è íà äëèíû ñòîëáöîâ D̂−

k ϕ(D̂
+
k ϕ)

−1
, k = 1, 2.

Òîãäà íà ϕ(Ω) çíà÷åíèÿ d
2
2 è (d2)

2
ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Ñ�îðìóëèðóåì åùå îäíî ñâîéñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.

Ñâîéñòâî 11. Âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ϕ(Ω) èìåþò ïîëîæèòåëü-
íóþ d

2
2-äëèíó, òî åñòü, îíè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, è

ñàìà ïîâåðõíîñòü ϕ(Ω) ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíà (ñð. [1℄).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ïîëó÷åí.

�3. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè-îáðàçà

Òàê êàê îäèí èç îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ � îòîáðàæåíèÿ êëàññà C1
, òî

åñòåñòâåííàÿ èäåÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, ñóáëîðåíöå-

âà àíàëîãà �îðìóëû ïëîùàäè, ýòî âûâîä åãî èç êëàññè÷åñêîãî, ðèìàíî-

âà, âèäà. Î÷åâèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ñî-

îòíîøåíèÿ ìåðû Hν
d
è ïîñòðîåííîé ïî ðèìàíîâîé ìåòðèêå ìåðû HN

íà

îáðàçå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ìåðû Hν
d

íà ïîâåðõíîñòè-îáðàçå íåîáõîäèìî òî÷íî îöåíèòü HN
-ìåðó ïåðåñå÷åíèÿ

îáðàçà è ñóáëîðåíöåâà øàðà.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 9 è 10

ïîçâîëÿþò ëèíåàðèçîâàòü ýòó çàäà÷ó: à èìåííî, ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ ïå-

ðåñå÷åíèé øàðà è ïîâåðõíîñòè-îáðàçà ê èññëåäîâàíèþ ïåðåñå÷åíèé øàðà

è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Ëåììà 12. Ïóñòü ε > 0, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9. Òîãäà

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè y ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî åñëè w � ýëåìåíò ýòîé

îêðåñòíîñòè, òî âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

max
{
|d22(x, ϕ(w))− d

2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|,

|d22(x, D̂ϕ(y)〈w〉)− d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|

}

< εd22(x, D̂ϕ(y)〈w〉). (17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âèäîâ ìàòðèö êëàññè÷åñêîãî è ñóáðèìàíîâà äè�-

�åðåíöèàëîâ (ñì. îïèñàíèå â òåîðåìå 8) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε̂ > 0
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y, ÷òî êâàäðàòû ãîðèçîíòàëüíûõ

êîîðäèíàò ýëåìåíòîâ D̂ϕ(y)〈w〉 è Dϕ(y)〈w〉 îòíîñèòåëüíî x îòëè÷àþòñÿ

íà âåëè÷èíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ε̂
(
d2(y, w)

)2
, åñëè w ïðèíàäëåæèò ýòîé

îêðåñòíîñòè, à êîîðäèíàòû ïðè ïîëÿõ ñòåïåíè äâà áóäóò ñîâïàäàòü. Òî-

ãäà è

|d22(x, D̂ϕ(y)〈w〉)− d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|

îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç T ε̂
(
d2(y, w)

)2
äëÿ íåêîòîðîãî 0 < T < ∞, çàâèñÿùåãî

òîëüêî îò îêðåñòíîñòè. Äàëåå îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñâîéñòâî íåâûðîæäåí-

íîñòè D̂ϕ(y) è ëîêàëüíîé áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè âåëè÷èí

(
d2
)2

è d
2
2, ïîñ÷èòàííûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè x.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññàì C1

è

C1
H , òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Ω è âñÿêîãî çàðàíåå çàäàííîãî ε̃ > 0 ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî âåëè÷èíû |o(1)| èç îïðåäåëåíèé
êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè, íå ïðåâîñ-

õîäÿò ε̃. Ïîýòîìó îöåíêà äëÿ

|d22(x, ϕ(w))− d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|

âûòåêàåò èç (13) è (14), à òàêæå, èç óñòàíîâëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ

|d22(x, D̂ϕ(y)〈w〉)− d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)| < εd22(x, D̂ϕ(y)〈w〉).

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ýòîé ëåììû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì ïðî-

åêöèè

π1 : D̂ϕ(y)〈w〉 7→ Dϕ(y)〈w〉 (18)

è

π2 : Dϕ(y)〈w〉 7→ ϕ(w), (19)

òî äëÿ íèõ áóäóò ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Boxd(x, r(1−ε))∩ImDϕ(y) ⊂ π1
(
Boxd(x, r)

)
⊂ Boxd(x, r(1+ε))∩ImDϕ(y)

è

Boxd(x, r(1− ε)) ∩ ϕ(Ω) ⊂ π2
(
Boxd(x, r)

)
⊂ Boxd(x, r(1 + ε)) ∩ ϕ(Ω)
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ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ε > 0 áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé

îêðåñòíîñòè, à ïåðåñå÷åíèÿ Boxd è ϕ(Ω) áóäóò îãðàíè÷åííûìè. Ýòî âåðíî
â ñèëó òîãî, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü â (17) ìîæíî çàìåíèòü è íà εd22(x,Dϕ(y)〈w〉),
è íà εd22(x, ϕ(w)):

max
{
|d22(x, ϕ(w))− d

2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|,

|d22(x, D̂ϕ(y)〈w〉)− d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉)|

}

< ε ·min
{
d
2
2(x,Dϕ(y)〈w〉), d

2
2(x, ϕ(w))

}
.

Äàëåå ìû îïèøåì, êàê ïîäõîäû ðàáîò [28℄ è [21℄ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

âûâîäà ñóáëîðåíöåâîé �îðìóëû ïëîùàäè èç êëàññè÷åñêîé. Èíûìè ñëî-

âàìè, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü G è G̃ � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî, è

Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü åùå ϕ : Ω → G̃ � íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1
H , hc-äè��åðåíöèàë êîòîðîãî

íåâûðîæäåí. Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ïëîùàäè

∫

Ω

2∏

k=1

√
det
(
D̂+
k ϕ(y)

∗D̂+
k ϕ(y)− D̂−

k ϕ(y)
∗D̂−

k ϕ(y)
)
dHν(y)

=

∫

G̃

N (x) dHν
d
(x), (20)

ãäå N (x) =
∑

y: y∈ϕ−1(x)

1 � ñ÷èòàþùàÿ �óíêöèÿ.

Òàê êàê èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåò ïîäõîäû è ðåçóëüòàòû [21℄

(ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèìåíåíû ïîäõîäû [20℄ è áîëåå ðàííèõ ñòàòåé,

íàïðèìåð, [19℄), òî ïðèâåäåì òîëüêî ñõåìó, âî èçáåæàíèå òèðàæèðîâàíèÿ

òåêñòîâ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13. Ïðåæäå âñåãî, îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà, ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì íà ñâîé

îáðàç. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îáîçíà-

÷èì îäíî èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ òàêæå ñèìâîëîì Ω.
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Òàê êàê îòîáðàæåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó C1
, òî âûâåäåì ñóáëîðåí-

öåâ âàðèàíò �îðìóëû ïëîùàäè ÷åðåç êëàññè÷åñêèé:

∫

Ω

2∏

k=1

√
det
(
D̂+
k ϕ(y)

∗D̂+
k ϕ(y)− D̂−

k ϕ(y)
∗D̂−

k ϕ(y)
)
dHν(y)

=

∫

Ω

2∏

k=1

√
det
(
D̂+
k ϕ(y)

∗D̂+
k ϕ(y)− D̂−

k ϕ(y)
∗D̂−

k ϕ(y)
)
·

1√
det g(y)

dHN(y)

=

∫

ϕ(Ω)

2∏
k=1

√
det
(
D̂+
k ϕ(s)

∗D̂+
k ϕ(s)− D̂−

k ϕ(s)
∗D̂−

k ϕ(s)
)

J (ϕ, s) ·
√

det g(s)
dHN(x), (21)

ãäå s îáîçíà÷àåò òî÷êó ϕ−1(x), J (ϕ, s) � êëàññè÷åñêèé ÿêîáèàí îòîáðà-

æåíèÿ ϕ, à g � ðèìàíîâ òåíçîð íà G.

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ, êàê

2∏
k=1

√
det
(
D̂+
k ϕ(s)

∗D̂+
k ϕ(s)− D̂−

k ϕ(s)
∗D̂−

k ϕ(s)
)

√
det
(
Dϕ(s)∗Dϕ(s)

)
·
√

det g̃(x)
,

ãäå g̃ � ðèìàíîâ òåíçîð íà G̃.

Íàøà äàëüíåéøàÿ çàäà÷à � ñîîòíåñòè ìåðû HN
èHν

d
íà ïîâåðõíîñòè-

îáðàçå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

HN
(
Boxd(x, r) ∩ ϕ(Ω)

)
,

à çàòåì óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå è âûâåñòè ïðîèçâîäíóþHν
d
ïîHN

. Îñ-

íîâíûì èíñòðóìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îòîáðàæåíèé (18)

è (19). Â ñèëó ñâîéñòâ, óñòàíîâëåííûõ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ëåììû 12,

âìåñòî èñõîäíûõ ïåðåñå÷åíèé

Boxd(x, r) ∩ ImDϕ(y)

è

Boxd(x, r) ∩ ϕ(Ω)
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáðàçû ýòèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Èç ðåçóëüòà-

òîâ [28℄ ñëåäóåò, ÷òî ÿêîáèàí π1 â òî÷êå y ðàâåí

J (π1, y) =

√
det
(
Dϕ(y)∗Dϕ(y)

)
√

det
(
D̂ϕ(y)∗D̂ϕ(y)

) ;

êðîìå òîãî, ÿêîáèàí π2 ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ñóïåðïîçèöèþ π2 ◦ π1 ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîæåñòâó

Im D̂ϕ(y) ∩ Boxd(x, r).

×òîáû âû÷èñëèòü HN
-ìåðó Im D̂ϕ(y)∩Boxd(x, r), ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà

â íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî x. Èñïîëüçóÿ â ýòèõ êîîðäèíà-

òàõ ïðåäñòàâëåíèå Im D̂ϕ(y), êàê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêà

(
θ̃−1
x ◦ D̂0ϕ(y)

)
〈w〉 7→

(
θ̃−1
x ◦ D̂ϕ(y)

)
〈w〉,

ïîëó÷àåì, ÷òî êîý��èöèåíò èñêàæåíèÿ HN
-ìåðû ïðè òàêîé ïàðàìåòðè-

çàöèè ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ




D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1 0
EdimV1 0

0 D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1

0 EdimV2




∗

×

×




D̂−

1 ϕ(y)(D̂
+
1 ϕ(y))

−1 0
EdimV1 0

0 D̂−

2 ϕ(y)(D̂
+
2 ϕ(y))

−1

0 EdimV2


 ,

òî åñòü, çíà÷åíèþ

2∏

k=1

det
(
EdimVk +

(
D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
)∗(

D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
))1/2

.

Äàëåå îñòàåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïðèìåíèòü
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àðãóìåíòû [21, Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2, Øàã 3℄. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

HN
(
Im D̂(θ̃−1

x ◦ ϕ)(y) ∩ Boxd(0, r)
)
= ωdimV1ωdimV2 · r

ν×

×

2∏
k=1

det
(
EdimVk +

(
D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
)∗(

D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
))1/2

2∏
k=1

det
(
EdimVk −

(
D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
)∗(

D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
))1/2

. (22)

Äàëåå, èìååì

det
(
EdimVk +

(
D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
)∗(

D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
))

= det
((
(D̂+

k ϕ(y))
−1
)∗)

· det
(
(D̂+

k ϕ(y))
−1
)
·

· det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y) +
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))

=
∣∣det

((
(D̂+

k ϕ(y))
−1
)∗)∣∣ ·

∣∣det
(
(D̂+

k ϕ(y))
−1
)∣∣·

· det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y) +
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))

k = 1, 2. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ çíàìåíàòåëÿ ïðà-

âîé ÷àñòè (22). Òîãäà

HN
(
Im D̂(θ̃−1

x ◦ ϕ)(y) ∩ Boxd(0, r)
)
= ωdimV1ωdimV2 · r

ν×

×

2∏
k=1

det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y) +
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))1/2

2∏
k=1

det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y)−
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))1/2

.

Êðîìå òîãî,

2∏

k=1

det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y)+
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))1/2

= det
(
D̂ϕ(y)∗D̂ϕ(y)

)
;

ñì. ïîäðîáíûå àðãóìåíòû, íàïðèìåð, â [21, Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.12℄.

Òàêèì îáðàçîì,

HN
(
Boxd(x, r) ∩ ϕ(Ω)

)

=

√
det
(
Dϕ(y)∗Dϕ(y)

)√
det g̃(x)

2∏
k=1

det
(
(D̂+

k ϕ(y))
∗D̂+

k ϕ(y)−
(
D̂−

k ϕ(y)
)∗(

D̂−

k ϕ(y)
))1/2

×

× ωdimV1ωdimV2 · r
ν · (1 + o(1)),
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ãäå âåëè÷èíà o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà íåêîòîðîé êîìïàêò-

íîé îêðåñòíîñòè. Äàëåå îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñõåìó [28℄ è àðãóìåíòû [21,

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2, Øàã 1℄, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî

Hν
d

(
Boxd(x, r) ∩ ϕ(Ω)

)
= ωdimV1ωdimV2 · r

ν · (1 + o(1)),

ãäå âåëè÷èíà o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà íåêîòîðîé êîìïàêò-

íîé îêðåñòíîñòè, è óñòàíîâèòü äè��åðåíöèðóåìîñòü ýòèõ ìåð îäíîé ïî

äðóãîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (21) ñîâïàäàåò ñ

∫

ϕ(Ω)

DHNHν
d
(x) dHN(x) =

∫

ϕ(Ω)

dHν
d
(x).

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (20) óñòàíîâëåíà, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω0, íà êîòîðîì ðàíã ìàòðèöû

ñóáðèìàíîâà äè��åðåíöèàëà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, íåïóñòî. Òîãäà

è ðàíã ìàòðèö D̂1ϕ è D̂±

1 ϕ â òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà íå áóäåò ìàêñèìàëü-

íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷à-

ñòè (20) áóäåò íóëåâûì. �àññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ìåðó, ïîñòðîåííóþ ïî

êâàçèìåòðèêå d̃2 íà îáðàçå. Åå çíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà ϕ(Ω0) ðàâíî íó-

ëþ â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [29℄. Òàê êàê d
2
2 ≤ (d̃2)

2
, òî è Hν

d

(
ϕ(Ω0)

)
= 0. Òà-

êèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âûðîæäåíèÿ íå ïîâëèÿåò íà îáå ÷àñòè �îðìóëû

ïëîùàäè, è îãðàíè÷åíèå íà ðàíã ìàòðèöû ñóáðèìàíîâà äè��åðåíöèàëà

ìîæíî ñíÿòü.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ âûâåäåì �îðìóëó ïëîùàäè äëÿ C1
H-îòîáðà-

æåíèé, êîòîðûå, â îáùåì ñëó÷àå, íå ïðèíàäëåæàò êëàññó C1
è äàæå ìî-

ãóò íå áûòü äè��åðåíöèðóåìûìè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå íà ìíîæåñòâå

ïîëîæèòåëüíîé âíåøíåé ìåðû.

Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 14. Ïóñòü G è G̃ � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî, Ω ⊂
G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à ϕ : Ω → G̃ � îòîáðàæåíèå êëàññà C1

H .

Ïóñòü åùå x = ϕ(y), ãäå y ∈ Ω � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, è

äëèíû ñòîëáöîâ D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

−c â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè y, ãäå c � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, k = 1, 2. Ïîëî-

æèì w
ψy

7→ D̂ϕ(y)〈w〉. Òîãäà äëÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Boxd(x, r)∩xϕ(Ω)
âåðíî

ψ−1
y (Boxd(x, r − εr)) ⊂ ϕ−1(Boxd(x, r) ∩

x ϕ(Ω)) ⊂ ψ−1
y (Boxd(x, r + εr)),
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ãäå r < r0, à çíà÷åíèÿ âåëè÷èí r0 > 0 è ε > 0 çàâèñÿò òîëüêî îò

ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w ∈ ϕ−1(Boxd(x, r) ∩x ϕ(Ω)). Òîãäà

d2(ϕ(w), ψy(w)) ≤ ε̂d2(y, w) ≤ Kε̂d̃2(x, ϕ(w)) ≤ K̂ε̂
(
d
2
2(x, ϕ(w))

)1/2
≤ K̂ε̂r,

ãäå âåëè÷èíà ε̂ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò îêðåñòíîñòè. Äàëåå îñòàåòñÿ ïðèìå-
íèòü ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûêëàäêàì (16), èñïîëüçîâàííûì â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó,

à íå ñíèçó, çíà÷åíèÿ d
2
2(x, ψy(w)).

Ïóñòü òåïåðü w ∈ ψ−1
y (Boxd(x, r − εr)). Òîãäà ðàññóæäåíèÿì, àíàëî-

ãè÷íûìè ïðèìåíåííûì âûøå, âûâîäèì, ÷òî çíà÷åíèå d
2
2(x, ϕ(w)) íå ìî-

æåò áûòü áîëüøå, ÷åì r2, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r > 0 (ñð. [29℄). Ëåììà
äîêàçàíà.

Äàëåå îñòàåòñÿ èñ÷åðïàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ øàðàìè, à îòêðûòîå

ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðàíã ìàòðèöû ñóáðèìàíîâà äè��åðåíöèàëà ìàê-

ñèìàëåí, è êîòîðîå ëåæèò â êàæäîì èç øàðîâ, � êîìïàêòíî âëîæåííû-

ìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, ïðèìåíèòü ê êàæäîìó èç íèõ ðåçóëüòàòû

òåîðåìû 13 äëÿ àíàëîãà êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ w
ψy

7→ D̂ϕ(y)〈w〉 è

ëåììû 14, è äàëåå ñëåäîâàòü ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà, èçëîæåííîé â [29℄.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà íóëåâîé Hν
-ìåðû, îñòàâøåãîñÿ ïîñëå èñ-

÷åðïàíèÿ, áóäåò òàêæå èìåòü íóëåâóþ Hν
d
-ìåðó, òàê êàê d

2
2 ≤ (d̃2)

2
.

Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà î ìíîæåñòâå âûðîæäåíèÿ ñóáðè-

ìàíîâà äè��åðåíöèàëà, âûâîäèì ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü G è G̃� äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî, Ω ⊂ G�

îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü åùå ϕ : Ω → G̃ � îòîáðàæåíèå êëàññà C1
H ,

òàêîå, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå ðàíã ñóáðèìàíîâà äè��åðåíöèàëà ìàêñèìàëåí,

äëèíû ñòîëáöîâ D̂−

k ϕ(y)(D̂
+
k ϕ(y))

−1
íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

−c, äëÿ íåêîòî-

ðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà c, k = 1, 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (20).

�àññìîòðèì òåïåðü íîâûé ñëó÷àé, êîãäà dim Ṽ −

1 = dim Ṽ1 − dim V1,

à dim Ṽ −

2 = 0, ïðè÷åì, dimV2 = dim Ṽ2 èëè dimV2 < dim Ṽ2. Òîãäà àíà-

ëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî �îðìóëà ïëîùàäè ïðèíèìàåò
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âèä

∫

Ω

√
det
((
D̂+

1 ϕ
)∗
D̂+

1 ϕ−
(
D̂−

1 ϕ
)∗
D̂−

1 ϕ
)√

det
((
D̂2ϕ

)∗
D̂2ϕ

)
dHν

=

∫

G̃

N (x) dHν
d
(x),

ãäå N (x) =
∑

y: y∈ϕ−1(x)

1 � ñ÷èòàþùàÿ �óíêöèÿ.

Åñëè æå G = R, dim Ṽ −

1 = 1, à dim Ṽ −

2 = 0, òî âåðíî

∫

Ω

√〈
(ϕ2, . . . , ϕdimV1), (ϕ2, . . . , ϕdimV1)〉 − ϕ2

1 dH
ν(y) =

∫

G̃

N (x) dHν
d
(x).

Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îò-

êðûòîãî ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñòðóêòóðó ãåîìåòðèè

Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò îáîáùàåò êëàññè÷åñêèé

∫

Ω

√
det
(
D+ϕ(y)∗D+ϕ(y)−D−ϕ(y)∗D−ϕ(y)

)
dHν(y) =

∫

G̃

N (x) dHν
d
(x);

ñì. òàêæå [1℄, ãäå ýòîò ðåçóëüòàò âûâåäåí â òåðìèíàõ ñêàëÿðíûõ ïðî-

èçâåäåíèé êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ îïðåäåëåíî

íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, îáðàçîì áóäåò êðèâàÿ, à ïîäèíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå ñîâïàäåò ñ äëèíîé åå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, ïîñ÷èòàííîé

îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî (ëîðåíöåâîé ìåòðèêè); ñì. [1℄.
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