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Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ íóìåðàöèè ñåìåéñòâ àðè�ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

è ñâîéñòâà èõ óíèâåðñàëüíîñòè, ìèíèìàëüíîñòè è ïîëíîòû. Äîêàçàíî,

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N êàæäîå íåòðèâèàëüíîå Σ
0
m+2-âû÷èñëèìîå

ñåìåéñòâî S îáëàäàåò Σ
0
m+2-âû÷èñëèìîé íåóíèâåðñàëüíîé îòíîñèòåëü-

íî ïîçèòèâíûõ ñâîäèìîñòåé íóìåðàöèåé, ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ëþáîãî

íàïåðåä çàäàííîãî ýëåìåíòà B ∈ S. Äëÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíî-

æåñòâ ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ïîëíûõ âû÷èñëèìûõ íåóíè-

âåðñàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ ñâîäèìîñòåé íóìåðàöèé. Äëÿ ëþ-

áîãî áåñêîíå÷íîãî Σ
0
m+3-âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà S è ëþáîãî ýëåìåíòà

B ∈ S ïîñòðîåíà åãî Σ
0
m+3-âû÷èñëèìàÿ ïîëíàÿ îòíîñèòåëüíî B íóìå-

ðàöèÿ, ìèíèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé è ïîçèòèâíûõ ñâîäè-

ìîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: íóìåðàöèÿ, Σ
0
n-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ, ñâî-

äèìîñòü íóìåðàöèé, e-ñâîäèìîñòü, p-ñâîäèìîñòü, óíèâåðñàëüíàÿ íóìå-

ðàöèÿ, ìèíèìàëüíàÿ íóìåðàöèÿ, ïîëíàÿ íóìåðàöèÿ.

Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîñëå ïóá-

ëèêàöèè ñòàòüè Ñ.Ñ. �îí÷àðîâà è À. Ñîðáè [6℄, èçëàãàþùåé îáùóþ êîí-

öåïöèþ âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, íàðÿäó ñ âû÷èñ-

ëèìûìè íóìåðàöèÿìè ñåìåéñòâ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ (â.ï.) ìíîæåñòâ

ñòàëè èññëåäîâàòüñÿ è îáîáùåííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè ñåìåéñòâ àðè�-

ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ [2, 13, 14, 18℄. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ

íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ýêñòðåìàëüíûõ (óíèâåðñàëüíûõ è ìèíè-

ìàëüíûõ) îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé è ïîçèòèâíîé ñâîäèìîñòåé [7℄ íó-

ìåðàöèé ñåìåéñòâ àðè�ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ òàêèõ

íóìåðàöèé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî óíèâåðñàëüíûå íóìåðàöèè ñîäåðæàò â ñå-

áå èí�îðìàöèþ îáî âñåõ (îáîáùåííî) âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèÿõ çàäàííîãî

ñåìåéñòâà, à ìèíèìàëüíûå íóìåðàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþò ïî-

íÿòèÿ îäíîçíà÷íûõ è ïîçèòèâíûõ íóìåðàöèé [1,10℄. Â ñòàòüå ýêñòðåìàëü-

íûå íóìåðàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñî ñâîéñòâîì èõ ïîëíîòû [11,18℄,

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò � 22-21-20024) è

âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî �åäåðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå �

075-02-2023-944).
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ïðåäñòàâëÿþùèì îáîáùåíèå ãåäåëåâñêèõ íóìåðàöèé è çà÷àñòóþ èçó÷àå-

ìûì â êîíòåêñòå óíèâåðñàëüíûõ íóìåðàöèé (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 18℄).

Èññëåäóåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîçèòèâíûå e- è p-ñâîäèìîñòè íóìå-

ðàöèé áûëè ââåäåíû è âïåðâûå èçó÷åíû À.Í. Äåãòåâûì â åãî ðàáîòå [7℄.

Â íåé ïîìèìî ïðî÷åãî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëóðåøåòêè êëàññîâ e- è

p-ýêâèâàëåíòíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ

ðàçëè÷íûõ ñðàâíèìûõ ïî âêëþ÷åíèþ â.ï. ìíîæåñòâ, èçîìîð�íû âåðõíèì

ïîëóðåøåòêàì â.ï. T - è p-ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî, â òî âðåìÿ êàê çàìå-

íèâ e- è p-ñâîäèìîñòè íà êëàññè÷åñêóþ, ïðèäåì ê ïîëóðåøåòêå â.ï. m-

ñòåïåíåé [10℄. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó òåîðèè íóìåðàöèé ëþ-

áîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ îáëàäàåò óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëè-

ìîé íóìåðàöèåé [10℄. Â [17℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî e-ñâîäèìîñòü íóìåðà-

öèé, â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîé [5℄ è p-ñâîäèìîñòåé [16℄, ñîõðàíÿåò ñóùå-

ñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ íóìåðàöèé ïðè ïåðåõîäå îò êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ

â.ï. ìíîæåñòâ ê êîíå÷íûì ñåìåéñòâàì àðè�ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ê íà-

ñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàí ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîçèòèâíûì ñâî-

äèìîñòÿì íóìåðàöèé, â êîòîðûõ òàê èëè èíà÷å çàòðàãèâàëèñü âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ ýêñòðåìàëüíûìè ýëåìåíòàìè ïîëóðåøåòîê êëàññîâ e- è p-ýê-

âèâàëåíòíûõ íóìåðàöèé [7�9, 12, 20℄.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè íóìåðàöèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà-

�èè Þ.Ë. Åðøîâà [10℄ è â åãî ñòàòüå [21℄. Íàïîìíèì íåêîòîðûå èç íèõ. �î-

âîðèì, ÷òî íóìåðàöèÿ α ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè β (îáîçíà÷àåì êàê α 6 β),

åñëè α = β ◦ f äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé �óíêöèè f . Íóìåðàöèÿ µ ïðî-

èçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé íó-

ìåðàöèè α ìíîæåñòâà S èç α 6 µ ñëåäóåò µ 6 α. Äëÿ íóìåðàöèé α0, α1

îïðåäåëèì èõ ïðÿìóþ ñóììó α0 ⊕ α1, ïîëîæèâ (α0 ⊕ α1)(2x + i) = αi(x),
i = 0, 1.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëèìîñòüþ

íóìåðàöèé. Ïóñòü n > 1 � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à S � ñå-

ìåéñòâî Σ0
n-ìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ [6℄, íàçîâ¼ì íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà S Σ0

n-

âû÷èñëèìîé, åñëè ìíîæåñòâî

Gα = {〈x, y〉 : y ∈ α(x)}

ïðèíàäëåæèò óðîâíþ Σ0
n àðè�ìåòè÷åñêîé èåðàðõèè. Ñåìåéñòâî S íàçûâà-

åòñÿ Σ0
n-âû÷èñëèìûì, åñëè îíî èìååò Σ0

n-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ. Åñëè â

ïðåäûäóùèõ îïðåäåëåíèÿõ ïîëîæèòü n = 1, òî ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêèì

îïðåäåëåíèÿì âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé è ñåìåéñòâ. Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñêà-

æåì, ÷òî Σ0
m+1-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ν ñåìåéñòâà S óíèâåðñàëüíà, åñëè

α 6 ν äëÿ ëþáîé Σ0
m+1-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè α ñåìåéñòâà S. Ïîñêîëüêó

èç α 6 ν ñëåäóåò, ÷òî α ⊕ ν 6 ν, òî óíèâåðñàëüíîñòü ν âëå÷åò ñâîäèìîñòü

α 6 ν äëÿ ëþáîé Σ0
m+1-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè α ïîäñåìåéñòâà S
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Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè âû÷èñëè-

ìîñòè. ×åðåç ϕe è We îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ

�óíêöèþ è â.ï. ìíîæåñòâî ñ ãåäåëåâñêèì íîìåðîì e. Îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ψ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê domψ, à åå

îáëàñòü çíà÷åíèé � êàê rngψ. Ïèøåì ψ(x) ↓, åñëè x ∈ domψ, è ψ(x) ↑ �
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×åðåç Du áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ

êàíîíè÷åñêèì èíäåêñîì u. Âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ 〈x, y〉 7→ 2x(2y + 1)− 1,
âçàèìíî îäíîçíà÷íî íóìåðóþùóþ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àåì

÷åðåç c(x, y), à ïðîåêöèè åå îáðàçà íà ïåðâûé è âòîðîé àðãóìåíòû � ÷åðåç l

è r ñîîòâåòñòâåííî: l(c(x, y)) = x è r(c(x, y)) = y. Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè �.È. Ñîàðà [22℄. Ñèìâîëîì ¾⇌¿ çàìåíÿåòñÿ

ñëîâî ¾ðàâíîå¿.

�1. Ïîçèòèâíûå ñâîäèìîñòè íóìåðàöèé

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñâîäèìîñòÿõ íóìåðàöèé, èññëåäóå-

ìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Äëÿ ëþáîãî â.ï. ìíîæåñòâà Wn îòîáðàæåíèå

Φn : 2N → 2N,

çàäàííîå ïî ïðàâèëó

Φn(B) = {x : ∃u [c(x, u) ∈ Wn &Du ⊆ B]},

íàçûâàåòñÿ e-îïåðàòîðîì. Äëÿ ìíîæåñòâ A è B ãîâîðèì, ÷òî A e-ñâîäèìî

ê B [15, 19℄ (îáîçíà÷àåì êàê A 6e B), åñëè A = Φn(B) äëÿ íåêîòîðîãî n.
Ñêàæåì, ÷òî e-îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ m-îïåðàòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò

âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ g, òàêàÿ ÷òî

Φ(B) = {x : g(x) ∈ B}

äëÿ âñåõ B ⊆ N. Êàê áûëî îòìå÷åíî À.Í. Äåãòåâûì [7℄, äëÿ ëþáûõ äâóõ

íóìåðàöèé α è β ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà S èìååò ìåñòî α 6 β, åñëè è

òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò m-îïåðàòîð Φ, òàêîé ÷òî

α−1(X) = Φ(β−1(X))

äëÿ âñåõ X ∈ S. Â òîé æå ðàáîòå áûëà îïðåäåëåíà è e-ñâîäèìîñòü íó-

ìåðàöèé: íóìåðàöèÿ α ñåìåéñòâà S e-ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè β òîãî æå

ñåìåéñòâà (îáîçíà÷àåì êàê α 6e β), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî

α−1(X) = Φn(β
−1(X))
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äëÿ âñåõ X ∈ S. Íàçîâåì e-îïåðàòîð Φ p-îïåðàòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò

âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî

Φ(B) = {x : ∃y ∈ Df(x) [Dy ⊆ B]}

äëÿ âñåõ B ⊆ N. Åñëè α 6e β ïîñðåäñòâîì p-îïåðàòîðà, òî ãîâîðèì, ÷òî α

p-ñâîäèìà ê β [7℄ è ïèøåì α 6p β. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

α 6 β ⇒ α 6p β ⇒ α 6e β.

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñêàæåì, ÷òî Σ0
m+1-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ν ñåìåé-

ñòâà S e-óíèâåðñàëüíà (p-óíèâåðñàëüíà) [8,9,20℄, åñëè α 6e ν (α 6p ν) äëÿ

ëþáîé Σ0
m+1-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè α ñåìåéñòâà S. Íóìåðàöèÿ µ ïðîèç-

âîëüíîãî ñåìåéñòâà S íàçûâàåòñÿ e-ìèíèìàëüíîé (p-ìèíèìàëüíîé) [16,

17℄, åñëè äëÿ ëþáîé íóìåðàöèè α ñåìåéñòâà S èç α 6e µ (α 6p µ) ñëåäóåò

µ 6e α (µ 6p α).

�2. Ïîëíîòà è e-óíèâåðñàëüíûå íóìåðàöèè

Íàïîìíèì ââåäåííîå À.È. Ìàëüöåâûì [11℄ ïîíÿòèå ïîëíîé íóìåðàöèè.

Íóìåðàöèÿ α ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà b ∈
S, åñëè äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé �óíêöèè ψ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ f , ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ

α(f(x)) =

{

α(ψ(x)), åñëè ψ(x) ↓,

b, åñëè ψ(x) ↑ .
(1)

Ñîãëàñíî [18℄, äëÿ ëþáîãî m > 0 åñëè Σ0
m+1-âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî ñîäåð-

æèò íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî B, òî âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ

íóìåðàöèÿ ν ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B. Â ñâîþ

î÷åðåäü â [4℄ äëÿ ëþáîãî m > 0 áûëî ïîñòðîåíî Σ0
m+1-âû÷èñëèìîå ñåìåé-

ñòâî ñ íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâîì B è åãî Σ0
m+1-âû÷èñëèìàÿ

íóìåðàöèÿ, ïîëíàÿ îòíîñèòåëüíî B, íî íå óíèâåðñàëüíàÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû

ïðèâîäÿò ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ëþáîãî íàïå-

ðåä çàäàííîãî ýëåìåíòà B ∈ S íåóíèâåðñàëüíîé, à òàêæå íå e- è íå p-

óíèâåðñàëüíîé Σ0
m+2-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëü-

íîãî (íåîäíîýëåìåíòíîãî) Σ0
m+2-âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà S. Ïîëîæèòåëü-

íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � íåòðèâèàëüíîå Σ0
m+2-âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ∈ S ñåìåéñòâî S îáëàäàåò Σ0
m+2-âû÷èñëèìîé

ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B íå e-óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν � Σ0
m+2-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà

S, äëÿ êîòîðîé

ν(0) 6= ν(1).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ðåêóðñèè, çà�èêñèðóåì áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíî-

æåñòâî

{m0 < m1 < m2 < . . . }

òàêîå, ÷òî

ϕmi
(0) = c(mi, 0)

äëÿ âñåõ i. Ïóñòü E � ïîçèòèâíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåí-

íîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì

{〈c(e, x), ϕe(x)〉 : e, x ∈ N, ϕe(x) ↓}.

Îòìåòèì, ÷òî ¬(c(mi, 0)E c(mj , 0)) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i, j. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ e, x, i òîãäà è òîëüêî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

(c(e, x)E c(mi, 0)),

êîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c(e, x) = c(e0, x0), c(e1, x1), . . . , c(ek, xk) = c(mi, 0),

äëÿ êîòîðîé

ϕej (xj) = c(ej+1, xj+1)

äëÿ âñåõ j < k. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå B ∈ S è îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè

Σ0
m+2-âû÷èñëèìóþ ïîëíóþ îòíîñèòåëüíî B íóìåðàöèþ α è, ÷òîáû α íå

áûëà e-óíèâåðñàëüíîé, Σ0
m+2-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ β 66e α íåêîòîðîãî

ïîäñåìåéñòâà ñåìåéñòâà S. ×òîáû îáåñïå÷èòü ïîëíîòó α îòíîñèòåëüíî B,

ìû âûïîëíèì ñëåäóþùåå óñëîâèå

α(c(e, x)) =

{

α(ϕe(x)), åñëè ϕe(x) ↓,

B, åñëè ϕe(x) ↑,
(2)

äëÿ âñåõ e, x.

Ïóñòü ñïåðâà ñåìåéñòâî S áåñêîíå÷íî. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå îòîáðà-

æåíèÿ α0 : N → S è β0 : N → S, ïîëîæèâ

α0(x) =

{

B, åñëè ∀i¬(xE c(mi, 0)),

íå îïðåäåëåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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è β0(x) íå îïðåäåëåííûì äëÿ âñåõ x. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî îïðå-

äåëåíû ÷àñòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ αs : N → S, βs : N → S è ñóùåñòâóþò i, y

òàêèå, ÷òî

∀j > i∀x [(xE c(mj , 0)) ⇒ αs(x) ↑]. (3)

∀x > y [βs(x) ↑]. (4)

Ïðè îïðåäåëåíèè αs+1 è βs+1, íå îãîâàðèâàÿ ñïåöèàëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈ domαs è âñåõ y ∈ dom βs çíà÷åíèÿ αs+1(x) è βs+1(y) îïðå-
äåëåíû è ðàâíû αs(x) è βs(y) ñîîòâåòñòâåííî. Çà�èêñèðóåì íàèìåíüøèå i

è y, óäîâëåòâîðÿþùèå (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ îðàêóë ∅′
, ïðî-

âåðèì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà n = c(x, u) ∈ Ws, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

y 6 x&Du 6= ∅& ∀z ∈ Du∃j > i [(z E c(mj , 0))]. (5)

Åñëè òàêîãî n ∈ Ws íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì

αs+1(a) = ν(s) (6)

äëÿ âñåõ a ∈ [c(mi, 0)]E è

βs+1(y) = ν(s). (7)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âûáåðåì íàèìåíüøåå n = c(x, u) ∈ Ws, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå (5), è çà�èêñèðóåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

j0 < j1 < · · · < jv

òàêóþ, ÷òî

{[z]E : z ∈ Du} = {[c(mj0 , 0)]E, . . . , [c(mjv , 0)]E}.

Çàìåòèì, ÷òî îáÿçàòåëüíî i 6 j0. Îïðåäåëèì

αs+1(a) = ν(1) (8)

äëÿ âñåõ a, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∃k [i 6 k 6 jv & (aE c(mk, 0))], (9)

è

βs+1(b) = ν(0) (10)

äëÿ âñåõ òàêèõ b, ÷òî

y 6 b 6 x. (11)

Ïîëîæèì

αs+1(a) = ν(s) (12)
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äëÿ âñåõ a ∈ [c(mjv+1, 0)]E è

βs+1(x+ 1) = ν(s). (13)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ αs+1 è βs+1 ñîõðàíÿþòñÿ èíäóêöèîííûå ïðåäïî-

ëîæåíèÿ. Â êîíöå ïîñòðîåíèÿ ïîëàãàåì α =
⋃

s αs è β =
⋃

s βs.

Â ñèëó âûïîëíåíèÿ íà êàæäîì èíäóêöèîííîì øàãå s + 1 ëèáî óñëî-

âèé (6), (7), ëèáî (12), (13), èìååì α(N) = β(N) = S, à â ñèëó âûïîëíåíèÿ
ëèáî (6), (7), ëèáî (8)�(11), èìååì domα = domβ = N.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ α âûòåêàåò, ÷òî α(x) = α(y) äëÿ âñåõ
òàêèõ x, y, ÷òî (xE y). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2). Ñòàëî

áûòü, α ïîëíà îòíîñèòåëüíî B.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî s è ïîêàæåì, ÷òî β 66e α ïîñðåäñòâîì e-

îïåðàòîðà Φs. Åñëè íå ñóùåñòâóåò n = c(x, u) ∈ Ws, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ (5), òî β 66e α ïîñðåäñòâîì Φs â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà S.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó (8)�(11) ñóùåñòâóåò x, äëÿ êîòîðîãî

x ∈ Φs(α
−1(ν(1)))

è β(x) = ν(0). Ïîñêîëüêó ν(0) 6= ν(1), âûïîëíÿåòñÿ

β−1(ν(1)) 6= Φs(α
−1(ν(1))).

Ñëåäîâàòåëüíî, β 66e α ïîñðåäñòâîì e-îïåðàòîðà Φs.

Ïóñòü òåïåðü S êîíå÷íî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî k âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

S = {ν(0), ν(1), . . . , ν(k)},

ν(i) 6= ν(j) ïðè i < j 6 k,

ν(k) = B.

Îïðåäåëèì Σ0
m+2-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà S, ïîëîæèâ äëÿ

âñåõ y

α(y) =

{

ν(i), åñëè i < k& (y E c(mi, 0)),

B, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêæå îïðåäåëèì Σ0
m+2-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ β, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ s

β(s) =











B, åñëè ∃i < k∃u [Du 6= ∅& c(s, u) ∈ Ws&

& ∀z ∈ Du [(z E c(mi, 0))]],

ν(0), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ α âûòåêàåò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (2). Ñëåäîâàòåëüíî, α ïîëíà. Ïîêàæåì, ÷òî β 66e α. Ïðåäïîëîæèì,

íàïðîòèâ, β 6e α ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî e-îïåðàòîðà Φs. Åñëè íàéäåòñÿ

i < k, äëÿ êîòîðîãî s ∈ Φs(α
−1(ν(i)), òî

β(s) = B = ν(k) 6= ν(i).

Ñëåäîâàòåëüíî, s 6∈ β−1(ν(i)). Åñëè æå äëÿ ëþáîãî i < k âûïîëíÿåòñÿ

s 6∈ Φs(α
−1(ν(i))), òî s ∈ Φs(α

−1(B)) è ïîñêîëüêó

β(s) = ν(0) 6= B

èìååì s 6∈ β−1(B). Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñî ñâîäèìîñòüþ β 6e α ïîñðåäñòâîì Φs. Îòñþäà è â ñèëó ïðîèçâîëü-

íîñòè âûáîðà s âûïîëíÿåòñÿ β 66e α. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû.

Äëÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ ñ íàèìåíüøèìè ïî âêëþ÷åíèþ ýëå-

ìåíòàìè ïðèâåäåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ èõ âû÷èñëèìûõ íåóíèâåðñàëü-

íûõ, à òàêæå íå e- è p-óíèâåðñàëüíûõ íóìåðàöèé, ïîëíûõ îòíîñèòåëüíî

íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò A ñåìåéñòâà S íàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâåííûì [10℄, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò C ∈ S, äëÿ êîòîðîãî A ( C.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ, îáëàäàþ-

ùåå íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîì B ∈ S. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1. S îáëàäàåò ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B âû÷èñëèìîé íå e-óíèâåðñàëüíîé

íóìåðàöèåé;

2. S îáëàäàåò ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B âû÷èñëèìîé íå p-óíèâåðñàëüíîé

íóìåðàöèåé;

3. S îáëàäàåò ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B âû÷èñëèìîé íåóíèâåðñàëüíîé íó-

ìåðàöèåé;

4. S ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûé îòëè÷íûé îò B ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R0, . . . Rk � êîíå÷íûé íàáîð â.ï. ìíîæåñòâ,

äëÿ êîòîðîãî

S = {R0, . . . , Rk}.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R0 = B. Ñëåäóÿ äîêàçà-

òåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 4 [10, I �2℄, âûáåðåì íàáîð êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

F0, . . . , Fk, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
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1. Fi ⊆ Ri, i 6 k;

2. Fi ⊆ Rj ⇒ Ri ⊆ Rj , i, j 6 k;

3. Ri ⊆ Rj ⇒ Fi ⊆ Fj, i, j 6 k.

Èìïëèêàöèè (1⇒2) è (2⇒3) î÷åâèäíû. Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü èìïëè-

êàöèè (3⇒4). Ïóñòü S íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûõ îòëè÷íûõ îò B ýëåìåí-

òîâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîëíóþ îòíîñèòåëüíî B âû÷èñëèìóþ íóìåðà-

öèþ α ñåìåéñòâà S è ïîêàæåì, ÷òî îíà óíèâåðñàëüíà. Çà�èêñèðóåì íîìåðà

y0, . . . , yk, äëÿ êîòîðûõ

α(yi) = Ri, i 6 k.

Äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè β ñåìåéñòâà S îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî

âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ ψ, äëÿ âñåõ x ïîëîæèâ

ψ(x) =

{

yi, åñëè i > 0&Fi ⊆ β(x),

íå îïðåäåëåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ýëåìåíòîâ R1, . . . , Rk ñåìåéñòâà S íå ÿâëÿåòñÿ ñó-

ùåñòâåííûì, ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Ïóñòü f � âû-

÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (1). Äëÿ êàæäîãî x åñëè

β(x) = Ri è i > 0, òî ψ(x) ↓ è

β(x) = α(yi) = α(ψ(x)) = α(f(x)).

Åñëè β(x) = R0 = B, òî ψ(x) ↑ è

α(f(x)) = B = β(x).

Òàêèì îáðàçîì, β 6 α ïîñðåäñòâîì �óíêöèè f . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà β, íóìåðàöèÿ α óíèâåðñàëüíà.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè (4⇒1). Ïóñòü S ñîäåðæèò îòëè÷-

íûé îò B = R0 ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî

R0 ( R1 ( R2.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ðåêóðñèè, çà�èêñèðóåì áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíî-

æåñòâî

{m0 < m1 < m2 < . . . }

òàêîå, ÷òî

ϕmi
(0) = c(mi, 0)
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äëÿ âñåõ i. Ïóñòü E � ïîçèòèâíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåí-

íîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì

{〈c(e, x), ϕe(x)〉 : x, e ∈ N, ϕe(x) ↓}.

Îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà S, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ y

α(y) =

{

Ri, åñëè 0 < i 6 k& (y E c(mi, 0)),

B, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñèëó òîãî ÷òî B � íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò S, íóìåðàöèÿ α
âû÷èñëèìà. Ïîñêîëüêó α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), îíà ïîëíà îòíîñè-

òåëüíî B. Ïîêàæåì, ÷òî α íå e-óíèâåðñàëüíà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âû-

÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ β ñåìåéñòâà {R1, R2}, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ n

β(n) =

{

R2, åñëè ∃u [Du 6= ∅& c(n, u) ∈ Wn & ∀z ∈ Du [(z E c(m1, 0))]],

R1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó R1 ⊆ R2, íóìåðàöèÿ β âû÷èñëèìà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå n

è ïîêàæåì, ÷òî β 66e α ïîñðåäñòâîì e-îïåðàòîðà Φn. Åñëè β(n) = R2, òî

âûïîëíÿåòñÿ

∃u [Du 6= ∅& c(n, u) ∈ Wn & ∀z ∈ Du [(z E c(m1, 0))]]. (14)

Òàêèì îáðàçîì, n ∈ β−1(R2) (ñëåäîâàòåëüíî, n 6∈ β−1(R1)) è

n ∈ Φn(α
−1(R1)). Åñëè β(n) = R1, òî (14) íå âûïîëíÿåòñÿ. Îòñþäà,

n 6∈ Φn(α
−1(R1)). Â ëþáîì ñëó÷àå èìååì

β−1(R1) 6= Φn(α
−1(R1)).

Ñòàëî áûòü, β 66e α ïîñðåäñòâîì e-îïåðàòîðà Φn. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà n ïîëó÷àåì β 66e α.

�3. Ïîëíàÿ e-ìèíèìàëüíàÿ íóìåðàöèÿ

Ïî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó À.È. Ìàëüöåâà [11℄ åñëè íóìåðàöèÿ α

ìíîæåñòâà S ïîëíà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà b ∈ S, òî ìíîæåñòâî α−1(b) ïðî-
äóêòèâíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè α−1(a) â.ï. äëÿ âñåõ a ∈ S, â ÷àñòíîñòè,

åñëè α ïîçèòèâíà, òî îíà íå ìîæåò áûòü ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç

ýëåìåíòîâ S. Õîòÿ êàæäàÿ ïîçèòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ìèíèìàëüíà, îáðàòíîå

íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîé îòíî-

ñèòåëüíî íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìèíèìàëüíîé íóìåðàöèè, ðàíåå ñ�îðìóëè-

ðîâàííûé Ñ.À. Áàäàåâûì, Ñ.Ñ. �îí÷àðîâûì è À. Ñîðáè [18℄. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíàÿ Σ0
m+3-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ìîæåò áûòü

âûáðàíà êàê ìèíèìàëüíîé, òàê è e- è p-ìèíèìàëüíîé.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü S � áåñêîíå÷íîå Σ0
m+3-âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî è

B ∈ S. Òîãäà S îáëàäàåò Σ0
m+3-âû÷èñëèìîé ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B íó-

ìåðàöèåé µ, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé åãî íóìåðàöèè β èç β 6e µ ñëåäóåò

µ 6 β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � íåêîòîðàÿ Σ0
m+3-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ

ñåìåéñòâà S. Îïðåäåëèì èñêîìóþ íóìåðàöèþ µ ïî èíäóêöèè. ×òîáû îáåñ-

ïå÷èòü ïîëíîòó µ îòíîñèòåëüíî B, âûïîëíèì ñëåäóþùåå óñëîâèå

µ(c(e, x)) =

{

µ(ϕe(x)), åñëè ϕe(x) ↓,

B, åñëè ϕe(x) ↑,
(15)

äëÿ âñåõ e, x. Ïóñòü E0 � ïîçèòèâíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæ-

äåííîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì

{〈c(e, x), ϕe(x)〉 : e, x ∈ N, ϕe(x) ↓}.

Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ìîæåì âûáðàòü áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî

{n0 < n1 < n2 < . . . }

òàêîå, ÷òî

∀i [ϕni
(0) = c(ni, 0)]. (16)

Ïîëîæèì z0i = c(ni, 0) äëÿ âñåõ i ∈ N è µ0(x) = B äëÿ âñåõ

x ∈ N \
⋃

i[z
0
i ]E0

. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (16) è îïðåäåëåíèÿ E0 äëÿ ëþáûõ

ðàçëè÷íûõ i è j èìååò ìåñòî ¬(z0i E0 z
0
j ).

Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷àñòè÷íîå îòîáðàæå-

íèå µs : N → S, ïîçèòèâíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Es è âû÷èñëèìàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{zs0 < zs1 < zs2 < . . . },

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1. domµt ⊆ domµs è Et ⊆ Es äëÿ âñåõ t < s,

2. µs(x) = µs(z) äëÿ âñåõ x ∈ domµs è z ∈ [x]Es
,

3. ¬(zsi Es z
s
j ) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j,

4. domµs = N \ (
⋃

i[z
s
i ]Es

),

5. rngµs êîíå÷íî.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ µ0, ýêâèâàëåíòíîñòè E0 è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {z0i }i∈N ïðè s = 0 óñëîâèÿ 1�5 ñïðàâåäëèâû. Ïóñòü y � íàè-

ìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà

⋃

i[z
s
i ]Es

. Âûáåðåì ÷èñëî k òàêîå, ÷òî (y Es z
s
k).

Èñïîëüçóÿ îðàêóë ∅′′
, ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ

∀i∃c(x, u) ∈ Ws [Du 6= ∅& ∀z ∈ Du∃j > i [(z Es z
s
j )]]. (17)

Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî îïðåäåëèì

µs+1(x) =











µs(x), åñëè x ∈ domµs,

α(s), åñëè ∃i 6 k [(xEs z
s
i )],

íå îïðåäåëåíî, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

äëÿ âñåõ x, zs+1
i = zsi+k+1 äëÿ âñåõ i è Es+1 = Es. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå 1 ñîõðàíÿåòñÿ. Ïóñòü

x ∈ domµs+1 è z ∈ [x]Es+1
= [x]Es

. Åñëè x ∈ domµs, òî ðàâåíñòâî

µs+1(x) = µs+1(z)

âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ 2 äëÿ s. Åñëè

(xEs z
s
i ) äëÿ íåêîòîðîãî i 6 k, òî òàêæå èìååò ìåñòî (z Es z

s
i ). Òàêèì îáðà-

çîì, ðàâåíñòâî µs+1(x) = µs+1(z) ñíîâà âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè èíäóê-
öèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ 2. Ñîõðàíåíèå ïðåäïîëîæåíèé 3 è 4 î÷åâèäíî, à

ïðåäïîëîæåíèå 5 ñîõðàíÿåòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà rng µs+1 = {α(s)} ∪ rng µs.

Åñëè æå (17) âûïîëíÿåòñÿ, òî âûáåðåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ âû÷èñëè-

ìóþ �óíêöèþ h è âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ g òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ j èìååò

ìåñòî

h(j) > k, g(j) ∈ Ws, (18)

Xs
j ⇌ {[x]Es

: x ∈ Dr(g(j))} = {[zsh(j)]Es
, [zsh(j)+r0

]Es
, . . . , [zsh(j)+rn

]Es
}, (19)

h(j + 1) > h(j) + rn (20)

äëÿ íåêîòîðûõ 0 < r0 < · · · < rn. Ïî òåîðåìå ðåêóðñèè ìîæåì âûáðàòü

áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî

{m0 < m1 < m2 < . . . }

òàêîå, ÷òî ϕmi
(0) = zsh(c(mi,0))

äëÿ âñåõ i. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i

ñïðàâåäëèâî

(c(mi, 0)E0 ϕmi
(0) = zsh(c(mi,0))

). (21)

Ïîëîæèì zs+1
i = zsh(c(mi,0))

äëÿ âñåõ i, Es+1 ðàâíûì ïîçèòèâíîìó îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîìó áèíàðíûì îòíîøåíèåì

Es ∪ {〈i, zsh(i)〉 : i ∈ N} ∪ {〈z, zsh(i)〉 : z ∈ Dr(g(i)), i ∈ N},
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µs+1(x) =



















µs(y), åñëè y ∈ domµs& (y Es+1 x),

α(s), åñëè ∃i 6 k [(xEs z
s
i )],

íå îïðåäåëåíî, åñëè ∃i [(xEs+1 z
s+1
i )],

B, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

äëÿ âñåõ x. Çàìåòèì, ÷òî åñëè y, z ∈ domµs è (xEs+1 y Es+1 z), òî ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ Es+1 âûïîëíÿåòñÿ (y Es z). Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ 2 äëÿ s âûòåêàåò, ÷òî

µs+1(x) = µs(y) = µs(z).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ µs+1 êîððåêòíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè Es+1 è îòîáðàæå-

íèÿ µs+1 âûòåêàåò, ÷òî

Es ⊆ Es+1 è µs+1(y) = µs(y)

äëÿ âñåõ y ∈ domµs. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå 1

ñîõðàíÿåòñÿ.

Åñëè x ∈ domµs+1 è z ∈ [x]Es+1
, òî â êàæäîì èç ÷åòûðåõ óñëîâèé

îïðåäåëåíèÿ µs+1(x) ïîëó÷àåì, ÷òî µs+1(x) = µs+1(z). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå 2 òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ.

×òîáû äîêàçàòü ñîõðàíåíèå èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ 3, ïðåäïî-

ëîæèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå i è j, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

(zs+1
i Es+1 z

s+1
j ). Äëÿ êàæäîãî e îïðåäåëèì

Y s
e =

⋃

Xs
e .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Es+1 ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà l, n ∈ {i, j} è

êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k0, . . . , km, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî

k0 = c(ml, 0), km = c(mn, 0), ∀e < m [ke+1 ∈ Y s
ke
].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (21) âûïîëíÿåòñÿ

∀e 6 m [ke 6= c(mn, 0)].

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå 4 ñîõðàíÿåòñÿ â ñèëó òðåòüåãî óñëîâèÿ

â îïðåäåëåíèè µs+1, à ïðåäïîëîæåíèå 5 � â ñèëó ðàâåíñòâà

rng µs+1 = {α(s)} ∪ rng µs.
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Ïîñêîëüêó µs+1(y) = α(s) äëÿ âñåõ s, ãäå y � íàèìåíüøèé ýëåìåíò

ìíîæåñòâà N \ domµs, èìååì

domµ = N, rng µ = S.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (15). Ñëåäîâà-

òåëüíî, µ ïîëíà.

Ïóñòü íóìåðàöèÿ β ñåìåéñòâà S e-ñâîäèìà ê µ ïîñðåäñòâîì e-îïåðà-

òîðà Φs. Ïîñêîëüêó S áåñêîíå÷íî, à rngµs êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (17). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå �óíêöèè h è g, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (18)�(20). Ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè Es+1 è

íóìåðàöèè µ èìååì

∀j∀a, b ∈ Dr(g(j)) [µ(a) = µ(b)],

∀i [µ(i) = µ(zsh(i))].

Ñòàëî áûòü, µ(i) = β(l(g(i))) äëÿ âñåõ i. Îòñþäà, µ 6 β.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S � áåñêîíå÷íîå Σ0
m+3-âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî

è B ∈ S. Òîãäà S îáëàäàåò Σ0
m+3-âû÷èñëèìîé ïîëíîé îòíîñèòåëüíî B

íóìåðàöèåé µ, ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ñâîäèìîñòåé 6, 6p

è 6e.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ðåöåíçåíòó çà öåííûå ðåêîìåíäàöèè è ãëóáîêèå çà-

ìå÷àíèÿ, ïîçâîëèâøèå çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü òåêñò ñòàòüè.
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ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð ÏÔÎ Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè

óë. Êðåìëåâñêàÿ, ä. 35, 17 ìàÿ 2023 ã.

Êàçàíü, 420008, �ÎÑÑÈß.

E-mail: marat.faizrahmanov�gmail.
om


