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Èññëåäóåòñÿ íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ãî-

ëîìîð�íûõ �óíêöèé â ïîëèêðóãå D
m, m ∈ N. Ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðà-

âåíñòâî |f(z)| ≤ C ‖f‖α1

L
p1
φ1

(G1)
‖f‖α0

L
p0
φ0

(G0)
, 0 < p0, p1 ≤ ∞, ìåæäó çíà-

÷åíèåì ãîëîìîð�íîé �óíêöèè â D
m
è íîðìàìè åå ïðåäåëüíûõ çíà÷å-

íèé íà äâóõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ G1 è G0 = S
m \ G1 îñòîâà S

m

ïîëèêðóãà D
m, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì òåîðåìû áðàòüåâ Íåâàíëèííà î

äâóõ êîíñòàíòàõ. Èçó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî äà¼ò çíà-

÷åíèå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà ãîëîìîð�íîãî ïðîäîëæåíèÿ

�óíêöèè â çàäàííóþ òî÷êó ïîëèêðóãà ñ ÷àñòè îñòîâà G1. Â ýòèõ ñëó-

÷àÿõ ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè

ïî ïðèáëèæ¼ííî çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè îñòîâà G1 è ñâÿçàííîé

çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèîíàëà ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè

â ïîëèêðóã ñ G1.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå �óíêöèîíàëà,

íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå íåîãðàíè÷åííîãî �óíêöèîíàëà îãðàíè÷åííû-

ìè, ãîëîìîð�íûå �óíêöèè, ïîëèêðóã, òåîðåìà áðàòüåâ Íåâàíëèííà î

äâóõ êîíñòàíòàõ.

�1. Ââåäåíèå è îáîçíà÷åíèÿ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ è �àê-

òû (ñì., íàïðèìåð, [17, 20℄), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñòàòüå.

1.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì z = (z1, z2, . . . , zm)� òî÷êàm-ìåðíîãî

êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cm; Dm =
{
z ∈ Cm : |zj | < 1, j = 1, m

}
� ïî-

ëèêðóã (ïîëèöèëèíäð); Sm = (∂D)m =
{
z ∈ Cm : |zj| = 1, j = 1, m

}
�

îñòîâ (ãðàíèöà Øèëîâà) ïîëèêðóãà Dm; Tm = [0, 2π)m � òîð â m-ìåðíîì
âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Rm. ßñíî, ÷òî èìååò ìåñòî áèåêöèÿ: t =
(t1, t2, . . . , tm) ∈ T

m
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà eit = (eit1 , eit2 , . . . , eitm) ∈

Sm.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà � 22-21-00526,

https://rs
f.ru/proje
t/22-21-00526/

© �. �. Àêîïÿí; 2023



Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ãîëîìîð�íîé â ïîëèêðóãå �óíêöèè 4

Ïóñòü Θ = {E0, E1} � ðàçáèåíèå Tm
íà äâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîä-

ìíîæåñòâà E0 è E1. Ñîîòâåòñòâåííî, θ = {G0, G1} � ðàçáèåíèå Sm
íà èç-

ìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà Gk = {z ∈ Sm : z = eit, t ∈ Ek}. Äëÿ ìåð ýòèõ

ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µEk = µGk.

1.2. Èíòåãðàë Ïóàññîíà è m-ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

P ÿäðî Ïóàññîíà êðóãà, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

P(zj , ζj) :=
1

2π

1− |zj|2
|ζj − zj |2

=
1

2π

1− |zj|2
1− 2|zj| cos(tj − τj) + |zj|2

,

zj = |zj |eiτj ∈ D, ζj = eitj ∈ S, τj , tj ∈ T.

ßäðî Ïóàññîíà ïîëèêðóãà Dm
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P (z, ζ) :=

m∏

j=1

P(zj , ζj) =

m∏

j=1

1

2π

1− |zj |2
|ζj − zj |2

.

Èíòåãðàëîì Ïóàññîíà �óíêöèè ϕ ∈ L1(Tm) íàçûâàþò �óíêöèþ P [ϕ],
îïðåäåëÿåìóþ íà D

m
ðàâåíñòâîì

P [ϕ](z) :=

∫

Tm

P (z, eit)ϕ(t)dt, z ∈ D
m.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, èíòåãðàëîì Ïóàññîíà (êîìïëåêñíîçíà÷íîé áîðå-

ëåâñêîé íà Tm
) ìåðû ν íàçûâàþò �óíêöèþ P [dν], îïðåäåëÿåìóþ íà Dm

ðàâåíñòâîì

P [dν](z) :=

∫

Tm

P (z, eit)dν(t), z ∈ D
m.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà P [dν] ÿâëÿåòñÿ m-ãàðìîíè÷åñêîé â Dm
�óíêöèåé, íî

íå îáÿçàòåëüíî ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé (âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëîìîð�íîé

�óíêöèè).

Ïóñòü E � èçìåðèìîå (ïî Ëåáåãó) ïîäìíîæåñòâî Tm, è G � ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïîäìíîæåñòâî îñòîâà Sm. �àññìîòðèì èíòåãðàë Ïóàññîíà õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé �óíêöèè χE ìíîæåñòâà E :

w(z) = w(z, G,Dm) := P [χE](z) =

∫

E

P (z, eit)dt, z ∈ D
m. (1)

Â ñëó÷àåm = 1 çíà÷åíèå �óíêöèè w(x,G,D) â òî÷êå x ∈ D åñòü ãàðìîíè÷å-

ñêàÿ ìåðà ïîäìíîæåñòâà G îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî îáëàñòè (êðóãà) D è

òî÷êè x; â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå w(x) = w(x,G,D).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãîm ∈ N, m ≥ 2, �óíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ m-ãàðìîíè÷åñêîé
ïî z â ïîëèêðóãå D

m, à ïðè �èêñèðîâàííîé z ïî ïîäìíîæåñòâàì G � âå-

ðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà îñòîâå Sm.
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1.3. Êëàññû ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé. Êëàññîì ÍåâàíëèííûN = N(Dm)
íàçûâàþò êëàññ ãîëîìîð�íûõ â Dm

�óíêöèé f, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âå-
ëè÷èíà

sup

{∫

Tm

ln+ |f(reit)| dt : 0 < r < 1

}
.

Ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â Dm m-ãàðìîíè÷åñêîé
ìàæîðàíòû �óíêöèè ln |f |. Äëÿ �óíêöèè f ∈ N(Dm) îáîçíà÷èì ÷åðåç u[f ]
íàèìåíüøóþ m-ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó �óíêöèè ln |f | â D

m.
Êëàññîì Ñìèðíîâà N∗ = N∗(D

m) (óíèâåðñàëüíûì êëàññîì Õàðäè) íà-

çûâàþò êëàññ �óíêöèé f èç N(Dm), äëÿ êîòîðûõ �óíêöèè ln+ |f(reit)|,
0 < r < 1, ñîñòàâëÿþò ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîå ñåìåéñòâî íà Tm.

Äàëåå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè êëàññà Íåâàíëèííû è

ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ êëàññà Ñìèðíîâà.

Ïðåäëîæåíèå A. [17, 3.3.5℄ Ïóñòü f ∈ N(Dm) è f 6≡ 0. Òîãäà ïî÷òè
âñþäó íà Tm

ñóùåñòâóþò (ðàäèàëüíûå) ïðåäåëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

f(eit) = lim
r→1−0

f(reit),

ïðè÷åì ln |f | ∈ L1(Sm).
Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà σf íà Tm, òàêàÿ, ÷òî

u[f ] = P [ln |f | − dσf ].

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(A1) f ∈ N∗(D
m);

(A2) u[f ](z) ≤ P [ln |f |](z), z ∈ Dm, ò.å. σf ≥ 0;
(A3) ln |f(z)| ≤ P [ln |f |](z), z ∈ Dm.

Êëàññîì Õàðäè Hp = Hp(Dm), 0 < p < ∞, íàçûâàþò êëàññ ãîëîìîð�-
íûõ â D

m
�óíêöèé f, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

sup

{∫

Tm

|f(reit)|p dt : 0 < r < 1

}
.

Ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â Dm m-ãàðìîíè÷åñêîé
ìàæîðàíòû �óíêöèè |f |p. Êëàññ Õàðäè H∞ = H∞(Dm), â ñëó÷àå p = ∞,
åñòü êëàññ ãîëîìîð�íûõ è îãðàíè÷åííûõ â D

m
�óíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå B. [17, 3.4.2-3.4.3℄ Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(B1) f ∈ Hp, 0 < p ≤ ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ N∗ ∩ Lp(Sm);
(B2) åñëè f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f = P [f ].

Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ÿñíî, ÷òî èìååò ìåñòî öåïî÷êà âëîæåíèé

H∞ ⊂ Hq ⊂ Hp ⊂ N∗ ⊂ N, 0 < p ≤ q ≤ ∞.
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�2. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü �óíêöèÿ φ íåîòðèöàòåëüíà íà îñòîâå Sm
è lnφ ∈ L1(Sm). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç φk ñóæåíèÿ �óíêöèè φ íà ìíîæåñòâî Gk, k = 0, 1. Òàêèå
�óíêöèè â äàëüíåéøåì íàçûâàåì âåñîâûìè �óíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H = H p0,p1(Dm; θ;φ), 0 < p0, p1 ≤ ∞, êëàññ �óíêöèé
èç N∗(D

m) òàêèõ, ÷òî |f |pkφk ∈ L1(Gk), åñëè pk < ∞, ò.å. êîíå÷íû Lpk
-

ñðåäíèå ñ âåñîì φk :

‖f‖Lpk
φk

(Gk)
:=

(∫

Ek

|f(eit)|pkφk(e
it) dt

)1/pk

< +∞;

åñëè ïîêàçàòåëü pk ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖L∞(Gk) := ess sup{|f(ζ)| : ζ ∈ Gk}.
Âûäåëèì â êëàññå H = H p0,p1(Dm; θ;φ) ïîäêëàññ Q = Qp0,p1(Dm; θ;φ)

�óíêöèé f ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà G0, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðà-

âåíñòâó ‖f‖Lp0
φ0

(G0)
≤ 1.

×åðåç Υz îáîçíà÷èì �óíêöèîíàë íà H , ñîïîñòàâëÿþùèé ïðåäåëüíûì
çíà÷åíèÿì íà G1 �óíêöèè f åå çíà÷åíèå f(z) â òî÷êå z ∈ D

m
(�óíêöèîíàë

ãîëîìîð�íîãî ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè â òî÷êó z ñ ÷àñòè îñòîâà G1), ò.å.

äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Υzf = f(z). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöè-
îíàë Υz ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ íåñêîëüêî âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå Q äëÿ �óíêöèîíàëà Υz.
Ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ �óíêöèé, ãîëîìîð�íûõ â îáëàñòè

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C îãðàíè÷åííîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé Æîðäàíà,

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ãðàíèöû îáëàñòè. Ýòà òåî-

ðåìà èçâåñòíà êàê òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè È. È. Ïðèâàëîâà (1919), ñì.,

íàïðèìåð, [11, ãë.X, �2℄. Ïåðâûé ðåçóëüòàò î ìåòîäå âîññòàíîâëåíèÿ ãî-

ëîìîð�íîé �óíêöèè ïî å¼ (òî÷íûì) çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè ãðàíèöû ïî-

ëó÷èë Ò. Êàðëåìàí (1926) äëÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà îáëàñòåé.

�. Ì. �îëóçèí è Â. È. Êðûëîâ (1933) îáîáùèëè èäåþ Ò. Êàðëåìàíà äëÿ

ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. �àçëè÷íûì ïîäõîäàì ïî-

ñòðîåíèÿ �îðìóë Êàðëåìàíà � �îëóçèíà � Êðûëîâà íà êëàññàõ Õàðäè

Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è â òîì

÷èñëå äëÿ ïîëèêðóãà), èõ îáîáùåíèÿì, ïðèìåíåíèÿì â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ

êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè �óíêöèé, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðåòè÷å-

ñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå, îáðàáîòêå ñèãíàëîâ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî

ðàáîò ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èþ [1℄, îáçîð [20, 2.8, 2.9℄ è ïðèâåä¼ííóþ òàì

áèáëèîãðà�èþ. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì çäåñü ëèøü ñòàòüþ [25℄, ñîäåðæà-

ùóþ ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè èç Hp(D), 0 < p < 1, ïî ãðàíè÷íûì
çíà÷åíèÿì íà äóãå îêðóæíîñòè.
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Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàíû ïðèáëè-

æ¼ííî, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîð�íîé �óíêöèè â îáëàñòè (ãîëî-

ìîð�íîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé

(íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé). Ýòà çàäà÷à èññëåäîâàíà è ïðåäëîæåíû ìåòî-

äû å¼ ðåãóëÿðèçàöèè Ì. Ì. Ëàâðåíòüåâûì [12℄, [13, �ë.II, �1, ï.4-5℄ (ñì.

òàêæå [1, �ë.I, �2℄), äëÿ ðåøåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû ðåãóëÿðèçèðóþùèå

îïåðàòîðû, êîòîðûå èìåþò â êà÷åñòâå ÿäðà �óíêöèè, íàçâàííûå �óíêöè-

ÿìè Êàðëåìàíà, è ÿâëÿþùèåñÿ ïî ñóòè àïïðîêñèìàöèÿìè ÿäðà Êîøè. Â

÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî ðåãóëÿðèçóþùåãî îïåðàòîðà (ìåòîäà

âîññòàíîâëåíèÿ) Ì. Ì. Ëàâðåíòüåâ ðàññìîòðåë è êîíñòðóêöèþ, îñíîâàí-

íóþ íà �îðìóëå Êàðëåìàíà � �îëóçèíà � Êðûëîâà.

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå íàèëó÷øåãî (îïòèìàëüíîãî) ìå-

òîäà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ãîëîìîð�íîé â D
m
�óíêöèè â òî÷êå z (èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, �óíêöèîíàëà Υz) ïî çàäàííûì ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ

δ ïî íîðìå Lp1
φ1
(G1) çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè îñòîâà G1 è äîïîëíèòåëüíîé (àïðè-

îðíîé) èí�îðìàöèè ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè êëàññó (êîððåêòíîñòè) Q.

2.1. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïî ïðèáëèæ¼ííî çàäàííûì çíà-

÷åíèÿì íà ÷àñòè îñòîâà. Ïóñòü äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè f èç êëàñ-

ñà Q çàäàíà �óíêöèÿ fδ ∈ Lp1
φ1
(G1) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f − fδ‖Lp1
φ1

(G1)
≤ δ. Ìû õîòèì íàéòè íàèëó÷øèé (îïòèìàëüíûé) ñïîñîá

âîññòàíîâèòü ïî fδ çíà÷åíèå �óíêöèè f(z), z ∈ Dm, äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð

�óíêöèé f è fδ. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ R áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî F âñåõ âîçìîæíûõ, ìíîæåñòâî L ëèíåéíûõ,

èëè ìíîæåñòâî B ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèîíàëîâ íà Lp1
φ1
(G1).Ôîð-

ìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà. Äëÿ ÷èñëà δ ≥ 0 è ìåòîäà âîññòàíîâ-

ëåíèÿ T ∈ R âåëè÷èíà

U(T, δ) := sup
{
|f(z)− Tfδ| : f ∈ Q, fδ ∈ Lp1

φ1
(G1), ‖f − fδ‖Lp1

φ1
(G1)

≤ δ
}

(2)

ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ìåòîäîì T çíà÷åíèÿ â òî÷êå z
�óíêöèé êëàññà Q ïî èõ çíà÷åíèÿì íà G1, çàäàííûì ñ îøèáêîé δ ïî íîðìå
Lp1
φ1
(G1). Òîãäà

E(δ;R) = E(δ; Υz, Q,R) := inf {U(T, δ) : T ∈ R} (3)

åñòü âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êå z (èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèîíàëà Υz) �óíê-

öèé êëàññà Q ïî èõ δ-ïðèáëèæ¼ííûì çíà÷åíèÿì íà G1 ñ ïîìîùüþ ìåòî-

äîâ âîññòàíîâëåíèÿ R. Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû E(δ;R) è
îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ � �óíêöèîíàëà, íà

êîòîðîì â (3) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
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Â ñëó÷àå m = 1 è 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ çàäà÷à (3) ïîëíîñòüþ ðåøåíà â [2℄

(äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè îãðàíè÷åííîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé Æîðäàíà;

ñëó÷àé ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàëñÿ â [3℄).

Ïóñòü m > 1. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

α1 = α1(z) := w(z, G1,D
m), α0 = α0(z) := w(z, G0,D

m) = 1− α1(z);

C = C
p0,p1(z; θ) := C0C1,

Ck = exp

{∫

Ek

P (z, eit) ln

(
P (z, eit)

αk(z)φk(eit)

)1/pk

dt

}
.

Â ñëó÷àå pk = ∞ çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 1/pk = 0.
Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà δ è ïðîèçâîëüíîé �èêñèðîâàííîé òî÷-

êè z ∈ Dm
îïðåäåëèì íà îñòîâå Sm

íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ �îðìóëîé

ψδ(ζ) := δk
(

P (z, ζ)

αk(z)φk(ζ)

)1/pk

, ζ ∈ Gk, k = 0, 1. (4)

Ïóñòü uδ åñòü èíòåãðàë Ïóàññîíà �óíêöèè lnψδ, ò.å. uδ(ξ) = P [lnψδ](ξ),
ξ ∈ Dm. Ôóíêöèÿ uδ ÿâëÿåòñÿ m-ãàðìîíè÷åñêîé â Dm, íî íå îáÿçàòåëüíî
ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé.

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû (3) áóäóò ïîëó÷åíû â ñëåäóþùèõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ íà ïàðàìåòðû çàäà÷:

(i1) �óíêöèÿ uδ = P [lnψδ] ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â Dm;
(i2) 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (i1), îáîçíà÷èì ÷åðåç sδ ãîëîìîð�íóþ â Dm

�óíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé

sδ(ξ) := exp{uδ(ξ) + ivδ(ξ)}, ξ ∈ D
m, (5)

ãäå vδ � ñîïðÿæåííàÿ uδ �óíêöèÿ (âûáîð àääèòèâíîé êîíñòàíòû íå âàæåí).

Íà ïðîñòðàíñòâå Lp1
φ1
(G1) îïðåäåëèì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë Tδ �îðìóëîé

Tδf :=

∫

E1

P (z, eit)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt, f ∈ Lp1

φ1
(G1). (6)

Òåîðåìà 1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1), (i2) äëÿ âåëè÷èíû (3) èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

E(δ;F) = E(δ;L) = E(δ;B) = |sδ(z)| = C δα1 . (7)

Ïðè ýòîì â çàäà÷å (3) ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè âèäà ǫsδ, |ǫ| = 1;
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé

�óíêöèîíàë Tδ.
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Çàäà÷à (3) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

îïåðàòîðîâ íà êëàññå ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ïî íåïîëíîé (â

÷àñòíîñòè � íåòî÷íîé) èí�îðìàöèè; îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîé òåìàòèêå

è äàëüíåéøèå ññûëêè ìîæíî íàéòè â [4℄, [5℄, [6℄, [7℄, [14℄, [21℄. �åçóëüòà-

òû, ñâÿçàííûå ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ

�óíêöèé ñì. â [23℄ è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ.

Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (3) áóäåì èññëåäîâàòü âìåñòå è

ñ ïîìîùüþ çàäà÷ î ìîäóëå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà Υz è íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèîíàëà Υz ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè �óíêöèîíàëà-

ìè. Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ òàêîâà.

2.2. Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà Υz. Êàæäóþ èç äâóõ

�óíêöèþ ïåðåìåííîé δ ≥ 0, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

ω(δ) = ω(δ; Υz, Q) := sup
{
|f(z)| : f ∈ Q, ‖f‖Lp1

φ1
(G1)

≤ δ
}
, (8)

Ω(δ) = Ω(δ; Υz, Q) := sup
{
|f(z)− g(z)| : f, g ∈ Q, ‖f − g‖Lp1

φ1
(G1)

≤ δ
}
,

(9)

íàçûâàþò ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà Υz íà êëàññå Q. Çàäà÷à
ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè è íàõîæäåíèè (ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè) �óíêöèé, íà êîòîðûõ â (8) è (9) äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

Â ñëó÷àå 1 ≤ p0 ≤ ∞ êëàññ Q ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è óðàâíîâåøåííûì.

Ôóíêöèîíàë Υz ëèíåéíûé. Òîãäà âåëè÷èíû (8) è (9) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

Ω(δ) = 2ω(δ/2). (10)

À â ñëó÷àå 0 < p0 < 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

2ω(δ/2) ≤ Ω(δ) ≤ 21/p0ω(δ/21/p0). (11)

2.3. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèîíàëà. Ïóñòü B(N) åñòü ìíî-
æåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèîíàëîâ íà Lp1

φ1
(G1), íîðìà êîòîðûõ

íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà N > 0. Âåëè÷èíà

U(T ) := sup {|f(z0)− Tf | : f ∈ Q} (12)

ÿâëÿåòñÿ óêëîíåíèåì �óíêöèîíàëà T ∈ B(N) îò �óíêöèîíàëà Υz íà êëàñ-

ñå �óíêöèé Q. Ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà

E(N) := inf {U(T ) : T ∈ B(N)} (13)
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åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèîíàëà Υz íà êëàññå Q ìíîæåñòâîì

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèîíàëîâ B(N). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû âû÷èñëèòü âåëè÷èíó E(N) è íàéòè ýêñòðåìàëüíûé �óíêöèîíàë, íà

êîòîðîì â (13) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.

Çàäà÷à (13) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è Ñòå÷êèíà [19℄ ïðèáëè-

æåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åííûìè íà êëàññå ýëåìåíòîâ

áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà; ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâà-

íèé (ñì. ðàáîòû [6℄, [7℄, [8℄ è ïðèâåä¼ííóþ â íèõ áèáëèîãðà�èþ).

2.4. Âçàèìîñâÿçü çàäà÷. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè õîðîøî èçó÷åíà âçà-

èìîñâÿçü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ñ çàäà÷åé Ñòå÷-

êèíà è ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà. Ýòà âçàèìîñâÿçü áóäåò ñóùå-

ñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ è â äàííîé ðàáîòå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñò-

íîãî ñëó÷àÿ, ò.å. äëÿ çàäà÷ (3), (8) è (13) îíà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

∆(N) = sup {ω(δ)−Nδ : δ ≥ 0} , N > 0; (14)

l(δ) = inf {E(N) +Nδ : N > 0} , δ ≥ 0.

Èçâåñòíî (ñì. [18℄, [9℄, [10℄, [5℄, [14℄; [7℄, [23℄ è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáë.),

÷òî â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà íà âû-

ïóêëîì óðàâíîâåøåííîì êëàññå ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà F âñåõ âîçìîæíûõ

�óíêöèîíàëîâ ñóùåñòâóåò íàèëó÷øèé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé �óíêöèî-

íàë è ñàìà âåëè÷èíà óêëîíåíèÿ ðàâíà ìîäóëþ íåïðåðûâíîñòè âîññòàíàâ-

ëèâàåìîãî �óíêöèîíàëà; òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

E(δ;F) = E(δ;L) = E(δ;B) = ω(δ). (15)

Äàëåå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (3) áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî F âñåõ âîçìîæíûõ �óíêöèîíàëîâ íà Lp1
φ1
(G1).

Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷ (3) è (13) âçàèìîñâÿçü (ñì. [16℄, [15℄, [10℄; [6℄, [7℄ è

ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ) âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ

E(N) = ∆(N); ω(δ) = l(δ). (16)

2.5. Àíàëîã òåîðåìû áðàòüåâ Íåâàíëèííà î äâóõ êîíñòàíòàõ è å¼

ñëåäñòâèÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò íåðàâåíñòâî ìåæäó çíà÷åíè-

åì ãîëîìîð�íîé �óíêöèè â Dm
è íîðìàìè åå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà äâóõ

èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ G1 è G0 = S
m \ G1 îñòîâà S

m
ïîëèêðóãà D

m,
ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì òåîðåìû áðàòüåâ Íåâàíëèííà î äâóõ êîíñòàíòàõ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü θ � ðàçáèåíèå îñòîâà Sm
íà èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

Gk, φk � âåñîâûå �óíêöèè è 0 < pk ≤ ∞, k = 0, 1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè z ∈ Dm

è �óíêöèè f ∈ H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z)| ≤ C ‖f‖α1

L
p1
φ1

(G1)
‖f‖α0

L
p0
φ0

(G0)
. (17)

Èç íåðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî G1 îñòîâà

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ �óíêöèé

êëàññà H . Îòñþäà âûòåêàåò îäíîçíà÷íîñòü �óíêöèîíàëà Υz. Êðîìå òîãî,
íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ �óíê-

öèè ïî å¼ ïðèáëèæ¼ííî çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè îñòîâà ïîëîæèòåëü-

íîé ìåðû ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè âåñîâîé Lp
-ñðåäíåé íà äîïîëíè-

òåëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü θ � ðàçáèåíèå îñòîâà Sm
íà èçìåðèìûå ïîäìíîæå-

ñòâà Gk, µG1 > 0; φk � âåñîâûå �óíêöèè è 0 < pk ≤ ∞, k = 0, 1. Òîãäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ D

m
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
δ→+0

E(δ; Υz, Q,F) = 0. (18)

Ïðè ýòîì ïðåäåë (18) ðàâíîìåðíûé ïî z âíóòðè ïîëèêðóãà Dm.

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû (13), êàê è â òåîðåìå 1 çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

(3), ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1) è (i2) íà ïàðàìåòðû çàäà÷.

Òåîðåìà 4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1), (i2) äëÿ âåëè÷èíû (13) ïðè

N =
α1

δ
|sδ(z)| = α1 C δ−α0

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(N) = α0|sδ(z)| = C
1/α0α0α

α1/α0

1 N−α1/α0 . (19)

Ïðè ýòîì â çàäà÷å (13) �óíêöèîíàëîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèîíàë Tδ.

Â ñëó÷àå m = 1 è 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ òåîðåìà 2 ïîëó÷åíà â [2℄, äîêàçà-

òåëüñòâî îòëè÷íî îò ïðèâîäèìîãî çäåñü. Ïðè m = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

pk äîêàçàòåëüñòâî (17) ìîæíî èçâëå÷ü èç [3℄. Òåîðåìû 1 è 4 (âêëþ÷àÿ

âèä ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè sδ è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà Tδ) àíàëîãè÷íû
îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Â îòëè÷èè îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ â ìíîãîìåðíîì,

äàæå â ñëó÷àå ïîëèêðóãà, íå âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ãîëîìîð�íóþ, òåì

áîëåå âíåøíþþ, �óíêöèþ sδ ñ ìîäóëåì çíà÷åíèé ïî÷òè âñþäó íà îñòîâå
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ðàâíûì �óíêöèè ψδ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé �óíêöèè ýêâèâàëåíòíî ñîâïà-
äåíèþ íèæíåé îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, à çíà÷èò è âåëè÷èíû îï-

òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ñ âåðõíåé, ñëåäóþùåé èç íåðàâåíñòâà (17).

Êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè sδ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (i1). Óñëîâèå (i1)
ñëîæíî ïðîâåðÿåìîå. Ïîäðîáíî, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâíûõ ïîêàçàòåëåé

(p0 = p1) è ñïåöèàëüíîãî âåñà, îíî îáñóæäàåòñÿ â ïóíêòàõ 3.3 è 3.4. Îöåíêà
ñíèçó ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè (âåëè÷èíû îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ) â

áîëåå îáùåì ñëó÷àå îñíîâàíà íà äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïëþ-

ðèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà îñòîâå � òåîðåìå

�óäèíà (ïðåäëîæåíèå C). Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1 è 4 àíàëîãè÷íà

îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, îíà îñíîâàíà íà âçàèìîñâÿçè çàäà÷, îáñóæäàâøåéñÿ

âûøå, è ñïåöèàëüíîì èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (òåîðåìà 5), â îáîñíî-

âàíèè êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ Øòîëÿ âíåøíåé �óíêöèè

(ïðåäëîæåíèå D) è àíàëîãè òåîðåì Ïîëóáàðèíîâîé�Êî÷èíîé è Ñìèðíîâà

(ïðåäëîæåíèå B) äëÿ ïîëèêðóãà.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â ñòàòüå ñëåäóþùåå. Â §3 ïîëó÷åíû
îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè: â ïóíêòå 3.1 äîêàçàíà òåîðåìà 2 è êàê ñëåä-

ñòâèå âûïèñàíà îöåíêà ñâåðõó; â ïóíêòå 3.2 îáñóæäàåòñÿ îöåíêà ìîäóëÿ

íåïðåðûâíîñòè ñíèçó; ïóíêòû 3.3 è 3.4 ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ

ðàâíûõ ïîêàçàòåëåé (p0 = p1) è ñïåöèàëüíîãî âåñà, óñëîâèé ñîâïàäåíèÿ

îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó. Â §4 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 1, 3 è 4. Íàêîíåö, â

ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äâóõ êîíñòàíòàõ è

îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

3.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äâóõ êîíñòàíòàõ. �àññìîòðèì íà

êëàññå H = H p0,p1(Dm; θ;φ) ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó. Äëÿ òî÷-

êè z ∈ D
m
îáîçíà÷èì ÷åðåç M �óíêöèþ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

M(z;λ0, λ1) = sup
{
|f(z)| : f ∈ H , ‖f‖Lpk

φk
(Gk)

≤ λk, k = 0, 1
}
. (20)

Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè M(z;λ0, λ1) ïðè λk ≥ 0 è z ∈ Dm, à òàêæå
íàõîæäåíèè �óíêöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé), íà êîòîðîé â (20)

äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèÿ (20) ñëåäóåò òî÷íîå íåðàâåíñòâî

|f(z)| ≤ M

(
z; ‖f‖Lp0

φ0
(G0)

, ‖f‖Lp1
φ1

(G1)

)
, f ∈ H , z ∈ D

m,
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îöåíèâàþùåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f èç êëàññà H â ïîëèêðóãå Dm
÷åðåç åå

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà îñòîâå Sm.
Çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí (8) è (20) ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî,

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ω(δ) = M(z; 1, δ), δ > 0; M(z;λ0, λ1) = λ0ω(λ1/λ0), λk > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè f êëàññó

N∗ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ln |f(z)| èìååò m-ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó u =
P [ln |f |] â ïîëèêðóãå, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

u(z) =

∫

Tm

P (z, eit) ln |f(eit)| dt =
1∑

k=0

∫

Ek

P (z, eit) ln |f(eit)| dt; (21)

äëÿ �óíêöèè (21) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ln |f(z)| ≤ u(z), z ∈ D
m. (22)

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (21) ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Åñëè µ(Gk) = µ(Ek) ðàâíà íóëþ, òî èíòåãðàë òàêæå ðàâåí íóëþ. Ïîëà-
ãàåì µ(Gk) = µ(Ek) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, αk(z) > 0. Â ñëó÷àå 0 < pk <∞,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé, ïîëó÷èì

∫

Ek

P (z, eit) ln |f(eit)| dt = 1

pk

∫

Ek

P (z, eit) ln
|f(eit)|pkP (z, eit)αk(z)φk(e

it)

P (z, eit)αk(z)φk(eit)
dt

=
αk(z)

pk

∫

Ek

P (z, eit)

αk(z)
ln

|f(eit)|pk αk(z)φk(e
it)

P (z, eit)
dt+

+
1

pk

∫

Ek

P (z, eit) ln
P (z, eit)

αk(z)φk(eit)
dt ≤

≤ αk(z)

pk
ln

∫

Ek

P (z, eit)

αk(z)

|f(eit)|pk αk(z)φk(e
it)

P (z, eit)
dt+

+
1

pk

∫

Ek

P (z, eit) ln
P (z, eit)

αk(z)φk(eit)
dt = ln ‖f‖αk

L
pk
φk

(Gk)
+ ln Ck.

Ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ïðè pk = ∞
∫

Ek

P (z0, e
it) ln |f(eit)|dt ≤

≤ ess sup{ln |f(ζ)| : ζ ∈ Gk}
∫

Ek

P (z, eit)dt = ln ‖f‖αk

L∞(Gk)
;

â ýòîì ñëó÷àå ln Ck = 0. Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè ñëàãàåìûõ
â ñîîòíîøåíèÿ (21), (22) è ïîòåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

(17). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå p0 = p1 = ∞ äëÿ âñåõ z ∈ Dm
ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî C = 1. Íåðàâåíñòâî (17) ïðèìåò âèä

|f(z)| ≤ ‖f‖α1

L∞(G1)
‖f‖α0

L∞(G0)
, z ∈ D

m.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðè m = 1 èçâåñòíî (ñì. [22℄,[11℄) êàê òåîðåìà áðà-

òüåâ Íåâàíëèííà î äâóõ êîíñòàíòàõ.

Èç îïðåäåëåíèÿ (20) è íåðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ âåëè÷èíû (20) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M(z;λ0, λ1) ≤ C λα0

0 λα1

1 , λk > 0. (23)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (23) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (ñì. [2℄).

Â ñëó÷àå m > 1 ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê.

3.2. Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû (20). Îöåíêó ñíèçó âåëè÷èíû (20) è ìî-

äóëÿ íåïðåðûâíîñòè (8) äà¼ò ìîäóëü çíà÷åíèÿ â òî÷êå ëþáîé �óíêöèè èç

êëàññà Q.
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (m = 1) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè f èç êëàñ-

ñà N∗(D), äëÿ êîòîðîé ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ |f | ïî÷òè âñþäó ñîâïàäà-

þò ñ �óíêöèåé ψ íà S, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

lnψ ∈ L1(S). Â ñëó÷àå m > 1 ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìîå, íî íå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äà¼ò òåîðåìà �óäèíà.

Ïðåäëîæåíèå C. [17, 2.4.2℄ Ïóñòü �óíêöèÿ l ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóíå-
ïðåðûâíàÿ ñíèçó íà S

m
è l ∈ L1(Sm). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà

σ íà Sm, σ ≥ 0, ÷òî P [l − dσ] ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â Dm
.

Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ C, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ [17, 3.5.3℄, ðàññìîò-

ðèì l = lnψ. Ñóùåñòâóåò ãîëîìîð�íàÿ â Dm
�óíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî Re g =

P [lnψ − dσ]. Ïîëîæèì f = exp g. Òàê êàê ìåðà σ íåîòðèöàòåëüíàÿ, òî

f ∈ N∗(D
m).

Ôóíêöèþ φ áóäåì íàçâàòü ïî÷òè âñþäó ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó (ñíè-

çó) íà Sm, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó (ñíèçó)

íà Sm
è ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàþùàÿ ñ φ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü θ � ðàçáèåíèå îñòîâà Sm
íà èçìåðèìûå ïîä-

ìíîæåñòâà Gk ñ íóëåâîé ìåðîé ãðàíèöû µ∂Gk = 0; âåñîâûå �óíêöèè φk

� ñóæåíèÿ ïî÷òè âñþäó ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó íà Sm
�óíêöèè φ è

0 < pk ≤ ∞, k = 0, 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 è ïðîèçâîëüíîé �èêñè-

ðîâàííîé òî÷êè z ∈ Dm
ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà σδ íà Sm, σδ ≥ 0,
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è ñóùåñòâóåò ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ςδ èç êëàññà N∗(D
m) òàêèå, ÷òî ïðå-

äåëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ςδ ïî÷òè âñþäó íà Sm
ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè

�óíêöèè ψδ è ln |ςδ| = P [lnψδ − dσδ].
Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z ∈ Dm

è λk > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M(z;λ0, λ1) ≥ λ0|ςλ1/λ0
(z)| =

= C
p0,p1(z; θ) λ

α0(z)
0 λ

α1(z)
1 exp{−P [dσλ1/λ0

](z)}.
(24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ψδ

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íà Sm. Òîãäà ïî îáñóæäàâ-
øåéñÿ âûøå òåîðåìå �óäèíà (ïðåäëîæåíèå C) ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëü-

íàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà σδ è �óíêöèÿ ςδ èç N∗(D
m) òàêèå, ÷òî ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ |ςδ| ïî÷òè âñþäó íà Sm
ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèè ψδ è

ln |ςδ| = P [lnψδ − dσδ] íà Dm. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.
Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (24). Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ ςδ

ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñìèðíîâà N∗(D
m). Äëÿ ìîäóëÿ åå ïðåäåëüíûõ çíà-

÷åíèé íà Sm
ïî÷òè âñþäó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |ςδ(ζ)| = ψδ(ζ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà äëÿ íîðì:

‖ςδ‖Lpk
φk

(Gk)
= ‖ψδ‖Lpk

φk
(Gk)

= δk, k = 0, 1. (25)

Òîãäà �óíêöèÿ ςδ èç êëàññà H . Äëÿ ìîäóëÿ çíà÷åíèÿ ςδ â òî÷êå z èìååì

|ςδ(z)| = exp{uδ(z)−P [σδ](z)} = exp

{∫ 2π

0

P (z, eit) lnψδ(e
it) dt− P [dσδ](z)

}

= exp

{
1∑

k=0

∫

Ek

P (z, eit) ln

(
P (z, eit)

αk(z)φk(eit)

)1/pk

dt+ α1(z) ln δ − P [dσδ](z)

}
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

|ςδ(z)| = C
p0,p1(z; θ) δα1(z) exp{−P [σδ](z)}. (26)

Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû (20), ðàâåíñòâ (25) è (26) ïðè δ = λ1/λ0,
ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (24). Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî.

Ôóíêöèÿ f ∈ N∗(D
m) íàçûâàåòñÿ âíåøíåé �óíêöèåé, åñëè ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

ln |f(0)| =
∫

Tm

ln |f(eit)| dt.

Ïðåäëîæåíèå D. [24℄ Äëÿ f ∈ N∗(D
m) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿ:

(D1) �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé;

(D2) ln |f(z)| = u[f ](z) = P [ln |f |](z), z ∈ Dm, ò.å. σf ≡ 0;
(D3) 1/f ∈ N∗(D

m).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îöåíêà ñâåðõó (23) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. À èìåí-

íî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü �óíêöèÿ uδ = P [lnψδ] ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàð-

ìîíè÷åñêîé â Dm. Òîãäà �óíêöèÿ sδ, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (5) ÿâëÿ-

åòñÿ ãîëîìîð�íîé, è, áîëåå òîãî, âíåøíåé �óíêöèåé êëàññà N∗. Äëÿ âñåõ
λ1 = δλ0, λ0 > 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(z;λ0, λ1) = C
p0,p1(z; θ) λα0

0 λα1

1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �óíêöèÿ uδ ÿâëÿåòñÿ ïëþðè-

ãàðìîíè÷åñêîé â Dm, òî �óíêöèÿ sδ ãîëîìîð�íàÿ â Dm. Òàê êàê σδ ≡ 0,
òî �óíêöèÿ sδ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé êëàññà N∗. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

M(z;λ0, λ1) ≥ λ0|sλ1/λ0
(z)| = C

p0,p1(z; θ) λ
α0(z)
0 λ

α1(z)
1 .

Îáúåäèíÿÿ åå ñ îöåíêîé ñâåðõó (23), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 2.

3.3. Ñëó÷àé ðàâíûõ ïîêàçàòåëåé è ñïåöèàëüíîãî âåñà. Ïóñòü Φ �

âíåøíÿÿ �óíêöèÿ êëàññà N∗(D
m). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëè

ðàâíû p := p0 = p1 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

φk(ζ) = φ(ζ) = |1/Φ(ζ)|, ζ ∈ Gk, k = 0, 1. (27)

ßñíî, ÷òî φk ≥ 0 è lnφk ∈ L1(Gk), k = 0, 1, ò.å. ÿâëÿþòñÿ âåñîâûìè �óíê-

öèÿìè.

Ëîãàðè�ìèðóÿ ðàâåíñòâî (4), èìååì ïðåäñòàâëåíèå

lnψδ(e
it) = lnα

−1/p
0 χE0

(eit)+ln(δα
−1/p
1 )χE1

(t)+1/p lnP (z, eit)+1/p ln |Φ(eit)|.

Òîãäà äëÿ �óíêöèè uδ = P [lnψδ] ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

uδ(ξ) = a + bw(ξ) + 1/p (ln |Π(z, ξ)|+ ln |Φ(ξ)|), (28)

â êîòîðîì

a = a(z) := −1/p lnα0(z), b := b(δ; z) = ln δ + 1/p lnα0(z)−1/p lnα1(z),

ãîëîìîð�íàÿ ïî ξ â D
m
�óíêöèÿ Π(z, ξ) çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

Π(z, ξ) :=
m∏

j=1

1

2π

1− |zj |2
(1− zjξj)2

, è ln |Π(z, ξ)| =
∫

Tm

P (ξ, eit) lnP (z, eit) dt,

à �óíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿm-ãàðìîíè÷åñêîé ìåðîé: w(ξ) = w(ξ, G1,D
m).Ôóíê-

öèè ln |Π(z, ·)| è ln |Φ| ÿâëÿþòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèìè â Dm
, êàê ëîãàðè�-

ìû ìîäóëÿ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé, íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü.



17 �. �. Àêîïÿí

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

̟(z) := Π(z, z) =

m∏

j=1

1

2π

1

1− |zj |2
.

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

3.3.1. Ïóñòü ïàðàìåòð δ ðàâåí δ∗ = (α1/α0)
1/p. Òîãäà âåëè÷èíà b â ïðåä-

ñòàâëåíèè (28) ðàâíà íóëþ, è �óíêöèÿ uδ ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé.
Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü θ � ðàçáèåíèå îñòîâà Sm
íà èçìåðèìûå ïîä-

ìíîæåñòâà Gk; âåñîâûå �óíêöèè φk èìåþò âèä (27) è 0 < p ≤ ∞. Òîãäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ Dm

êîíñòàíòà C = C p,p(z; θ) â íåðàâåíñòâå
(17) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé (íàèìåíüøåé âîçìîæíîé). Íåðàâåíñòâî (17) îá-

ðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà �óíêöèÿõ csδ∗ , δ∗ = (α1/α0)
1/p, c ∈ C.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(z;λα
1/p
0 , λα

1/p
1 ) = C

p,p(z; θ) λα
α0/p
0 α

α1/p
1 = λ(̟(z)|Φ(z)|)1/p.

Âåðõíÿÿ ãðàíü (20) äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèÿõ cα
1/p
0 sδ∗ = c(ΠΦ)1/p, |c| = λ.

3.3.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(Tm) � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíî-

æåñòâ E òîðà Tm
òàêèõ, ÷òî �óíêöèÿ w, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì (1),

ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé ïî z â ïîëèêðóãå Dm. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ðàçáèåíèå òàêîâî, ÷òî E1 � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî T
m, èç P(Tm).

Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì è òîëüêî ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ δ > 0 �óíêöèÿ uδ
ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé. Òàê æå, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó-

÷èì óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü E1 � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Tm
èç ñåìåé-

ñòâà P(Tm); âåñîâûå �óíêöèè φk èìåþò âèä (27). Òîãäà äëÿ âñåõ 0 < p ≤
∞, λ0, λ1 > 0 è z ∈ Dm

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(z;λ0, λ1) = C
p,p(z; θ) λα0

0 λα1

1 =
(
α−α0

0 α−α1

1 ̟(z)|Φ(z)|
)1/p

λα0

0 λ
α1

1 .

Âåðõíÿÿ ãðàíü â (20) äîñòèãàåòñÿ è íåðàâåíñòâî (17) îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-

ñòâî íà �óíêöèÿõ ǫλ0sδ, δ = λ1/λ0, |ǫ| = 1.

3.3.3. Íàêîíåö îáñóäèì äîñòàòî÷íî îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü Θ � ðàçáèåíèå

Tm
íà èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà Ek ñ íóëåâîé ìåðîé ãðàíèöû µ∂Ek = 0,

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ðàçáèåíèå θ îñòîâà Sm
íà ïîäìíîæåñòâà Gk, µ∂Gk = 0.

Ïîñòðîèì ïàðó íåîòðèöàòåëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ ìåð νk, k = 0, 1, çàâèñÿ-
ùèõ òîëüêî îò ðàçáèåíèÿ Θ. �àññìîòðèì �óíêöèþ hk èç êëàññà N∗(D

m) (à
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òî÷íåå, èç H∞(Dm)) ïî÷òè âñþäó íà Sm, èìåþùóþ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

ìîäóëÿ, ðàâíûå expχG◦

k
, G◦

k = Gk\∂Gk. Ïî òåîðåìå �óäèíà òàêèå �óíêöèè
ñóùåñòâóþò. Ïðè ýòîì â Dm

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ln |hk| = P [χEk
− dνk],

ãäå νk � íåîòðèöàòåëüíûå ñèíãóëÿðíûå ìåðû.

Çàäàäèì èíäåêñ k(b) ïî ïðàâèëó: k(b) = 0 ïðè b < 0 è k(b) = 1 ïðè

b ≥ 0. Ôóíêöèþ ςδ îïðåäåëèì �îðìóëîé

ςδ(ξ) =
(
α−1
0 Φ(ξ)Π(z, ξ)

)1/p
e(1−k(b))b h

|b|
k(b)(ξ), ξ ∈ D

m. (29)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

β+
1 := β+

1 (z) = α1(z)+P [dν0](z), β+
0 := β+

0 (z) = 1−β+
1 = α0(z)−P [dν0](z);

β−
1 := β−

1 (z) = α1(z)−P [dν1](z), β−
0 := β−

0 (z) = 1−β−
1 = α0(z)+P [dν1](z).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü θ � ðàçáèåíèå Sm
íà èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà

Gk ñ íóëåâîé ìåðîé ãðàíèöû µ∂Gk = 0, âåñîâûå �óíêöèè φk èìåþò âèä

(27) è 0 < p ≤ ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Dm
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Mz(λ0, λ1) ≥ λ0|ςλ1/λ0
(z)| =

(
α−β0

0 α−β1

1 ̟(z)|Φ(z)|
)1/p

λβ0

0 λβ1

1 , (30)

â êîòîðîì βk = β+
k ïðè λ1 ≤ δ∗λ0 è βk = β−

k ïðè λ1 > δ∗λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ > 0 è òî÷êè

z ∈ Dm
�óíêöèÿ ςδ ïðèíàäëåæèò êëàññó N∗(D

m) è ïî÷òè âñþäó íà Sm

ìîäóëü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ςδ ñîâïàäàåò ñ ψδ. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ
ςδ ïðèíàäëåæèò êëàññó H è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ‖λ0ςλ1/λ0

‖Lp

φk
(Ek) =

λk, k = 0, 1. Òîãäà ìîäóëü çíà÷åíèÿ â òî÷êå z äàåò îöåíêó ñíèçó âåëè÷èíû
(20). Âû÷èñëÿÿ λ0|ςλ1/λ0

(z)| ïî îïðåäåëåíèþ (29), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

(30).

3.4. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ P(Tm). Íàïîìíèì, ÷òî èçìåðèìîå ìíîæå-

ñòâî E � ïîäìíîæåñòâî òîðà Tm
� ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó P(Tm), åñëè

m-ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà w(ξ, G,Dm) = P [χE ](ξ) ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷å-
ñêîé â ïîëèêðóãå Dm.

Êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâà E ñåìåéñòâó P(Tm) ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîñòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè χE âñåì �óíêöèÿì eikt,
â êîòîðûõ öåëî÷èñëåííûé âåêòîð k èìååò êîîðäèíàòû ðàçíûõ çíàêîâ, ò.å.

∫

E

eikt dt = 0, k 6∈ Z
m
+ ∪ Z

m
− .
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ßñíî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âåñü òîð Tm
ïðèíàäëåæàò P(Tm). Êðî-

ìå òîãî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:

E ∈ P(Tm), µ(E0) = 0 ⇒ E ∪ E0 ∈ P(Tm);

E1, E2 ∈ P(Tm) ⇒ (E1 ∪ E2 ∈ P(Tm) ⇔ E1 ∩ E2 ∈ P(Tm)) .

Äàëåå ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ, äàþùàÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàä-

ëåæíîñòè ìíîæåñòâà ñåìåéñòâó P(Tm).
Ïóñòü g åñòü âíóòðåííÿÿ �óíêöèÿ, ò.å. g ∈ H∞(Dm) è ïî÷òè âñþäó

íà Tm
äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |g(eit)| = 1. Äëÿ

�óíêöèè g è èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà γ ìíîæåñòâà T îïðåäåëèì ìíîæå-

ñòâî E(g, γ) �îðìóëîé

E(g, γ) := {t ∈ T
m : g(eit) = eiτ , τ ∈ γ}.

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé �óíêöèè g è γ �

èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà T ïîëîæèòåëüíîé ìåðû � ìíîæåñòâî E(g, γ)
ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó P(Tm).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ u, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-

ïîçèöèåé âíóòðåííåé �óíêöèè g è �óíêöèè w � ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû γ
îòíîñèòåëüíî êðóãà D, ò.å. u(ξ) = w(g(ξ)), ξ ∈ D

m. Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåò-

ñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â Dm
, äëÿ íåå ïî÷òè âñþäó íà Tm

ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî u(t) = χE(g,γ)(t). Ñëåäîâàòåëüíî, E(g, γ) ïðèíàäëåæèò P(Tm).

�4. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè,

ãîëîìîð�íîé â ïîëèêðóãå

4.1. Óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé. Äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 3. Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

(3). Èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íî îáùóþ îöåíêó [4, Òåîðåìà 3℄, [5, Òåîðåìà 1.1℄,

èìååì

E(δ; Υz, Q,F) ≤
√
3

3
Ω(δ; Υz, Q). (31)

Çäåñü ìíîæèòåëü

√
3/3� êîíñòàíòà Þíãà ïëîñêîñòè C. Ñîîòíîøåíèÿ (10),

(11), (31) äàþò öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

E(δ; Υz, Q,F) ≤
√
3

3
Ω(δ) ≤ 2κ

√
3

3
ω(δ/2κ) ≤ 2κ

√
3

3
C (δ/2κ)α1 ,

ãäå κ = max{1, 1/p0}. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (18). Â ïîëó÷åííîé îöåí-

êå âåëè÷èíû C = C p0,p1(z; θ) è α1(z) = w(z, G1,D
m) çàâèñÿò îò òî÷êè z.
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�àññìîòðèì èõ êàê �óíêöèè ïåðåìåííûõ z íà Dm. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû
ïðåäñòàâëåíèÿ

C
p0,p1(z; θ) = expP [lnψ1](z), α1(z) = P [χE1

](z).

Êàê ñëåäñòâèå m-ãàðìîíè÷íîñòè èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà, îíè íåïðåðûâíû

íà Dm. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ Dm
ââåäåì âåëè÷èíû C =

max{C p0,p1(z; θ) : z ∈ K} è α1 = min{α1(z) : z ∈ K}. ×èñëî α1 ïîëî-

æèòåëüíîå. Òåïåðü äëÿ δ < 2κ èìååì ðàâíîìåðíóþ íà êîìïàêòå K îöåíêó

E(δ; Υz, Q,F) ≤ 2κ
√
3

3
C (δ/2κ)α1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë (18) ðàâíîìåðíûé ïî z âíóòðè ïîëèêðóãà Dm. Òåî-
ðåìà 3 äîêàçàíà.

4.2. Ñïåöèàëüíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Â ñëåäóþùåé òåî-

ðåìå ïîëó÷åíî ñïåöèàëüíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé êëàññà

Q.

Òåîðåìà 5. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1) è (i2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè
f ∈ Q ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z) =

∫

Tm

P (z, eit)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt. (32)

Ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1) è (i2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè
f èç êëàññà Q �óíêöèÿ f/sδ ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H

1(Dm).

Äîêàçàòåëüñòâî. ëåììû 4.1. Ôóíêöèÿ sδ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ D �óíêöèÿ 1/sδ ïðèíàäëåæèò êëàññó N∗(D
m).

Ôóíêöèÿ f èç êëàññà Q è ñòàëî áûòü èç êëàññà N∗(D
m). Òîãäà èç íåðà-

âåíñòâà ln+ |f(z)/sδ(z)| ≤ ln+ |f(z)| + ln+ |1/sδ(z)| è îïðåäåëåíèÿ êëàññà

N∗(D
m) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f/sδ òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó N∗(D

m).
Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè f/sδ êëàññó Õàðäè H1(Dm)
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ñóììèðóåìû

íà Sm. �àññìîòðèì èíòåãðàëû íà èçìåðèìûõ ÷àñòÿõ Gk, k = 0, 1. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè sδ íà Gk è èñïîëüçóÿ ïðèíàäëåæíîñòü

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé f, êàê �óíêöèè êëàññà Q, ïðîñòðàíñòâó Lpk
φk
(Gk),

ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó

∫

Ek

∣∣∣∣
f(eit)

sδ(eit)

∣∣∣∣P (z, e
it) dt =

∫

Ek

|f(eit)|α1/pk
k φ

1/pk
k (eit)

δkP 1/pk(z, eit)
P (z, eit) dt =
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=
α
1/pk
k

δk

∫

Gk

{
|f(eit)|φ1/pk

k (eit)
}
P 1−1/pk(z, eit) dt ≤

≤ α
1/pk
k

δk

(∫

Ek

|f(eit)|pkφk(e
it) dt

)1/pk
(∫

Ek

P (z, eit) dt

)1−1/pk

=
αk

δk
‖f‖Lpk

φk
(Gk)

.

Èòàê, �óíêöèÿ f/sδ ïðèíàäëåæèò êëàññó N∗(D
m) è å¼ ïðåäåëüíûå çíà-

÷åíèÿ ñóììèðóåìû íà Sm. Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ D �óíêöèÿ f/sδ
ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1(Dm). Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïî ëåììå 4.1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíê-

öèè f ∈ Q �óíêöèÿ f/sδ ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H
1(Dm). Òîãäà â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(z)/sδ(z) = P [f/sδ](z). Óìíîæèâ
åãî íà sδ(z), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (32). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå �óíê-

öèîíàëà Υz. Óáåäèìñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë Tδ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, âû-
÷èñëèì åãî íîðìó è óêëîíåíèÿ (2) è (12).

Ëåììà 4.2 Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i1) è (i2) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

‖Tδ‖ =
α1

δ
|sδ(z)| = α1 C δ−α0 , (33)

U(Tδ) = α0|sδ(z)| = α0 C δα1 , (34)

U(Tδ, δ) = |sδ(z)| = C δα1 . (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè g ∈ Lp1
φ1
(G1) èìååì îöåíêó

|Tδg| =
∣∣∣∣
∫

E1

P (z, eit)
sδ(z)

sδ(eit)
g(eit) dt

∣∣∣∣ ≤

≤ α
1/p1
1

δ
|sδ(z)|

∫

E1

{
|g(eit)|φ1/p1

1 (eit)
}
P 1−1/p1(z, eit) dt ≤

≤ α
1/p1
1

δ
|sδ(z)|

(∫

E1

|g(eit)|p1φ1(e
it) dt

)1/p1 (∫

E1

P (z, eit) dt

)1−1/p1

=

=
α1

δ
|sδ(z)| ‖g‖Lp1

φ1
(G1)

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðåâ â êà÷åñòâå g ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíê-
öèè δ−1sδ íà G1, ïîëó÷èì

Tδ
(
δ−1sδ

)
=
α1

δ
sδ(z),
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÷òî äà¼ò îáðàòíîå íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû �óíêöèîíàëà è, êàê ñëåäñòâèå,

ðàâåíñòâî (33).

Ïî òåîðåìå 5 äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f ∈ Q ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(32). Îòñþäà èìååì ïðåäñòàâëåíèå

f(z)− Tδf =

∫

E0

P (z, eit)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt.

Òåïåðü, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà (33), íåòðóäíî

ïîëó÷èòü è ðàâåíñòâî (34). Âåðõíÿÿ ãðàíü (12) äîñòèãàåòñÿ íà sδ.
�àâåíñòâî (35) ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé. Äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé f ∈ Q è g ∈ Lp1
φ1
(G1) èìååì

|f(z)− Tδg| ≤ |f(z)− Tδf |+ |Tδ(f − g)| ≤ U(Tδ) + ‖Tδ‖ ‖f − g‖Lp1
φ1

(G1)
.

Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (33) è (34) äëÿ óêëîíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó

U(Tδ, δ) ≤ α0|sδ(z)| +
α1

δ
|sδ(z)| · δ = |sδ(z)|.

Äëÿ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû U(Tδ, δ) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîíêðåòíûå
�óíêöèè f è g. Âûáðàâ f = sδ è g ≡ 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

U(Tδ, δ) ≥ |sδ(z)− 0| = |sδ(z)|.
Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (24) ïðåäëîæåíèÿ 1,

ðàâåíñòâà (15) è ðàâåíñòâà (35) ëåììû 4.2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|sδ(z)| ≤ ω(δ) = E(δ;F) ≤ U(Tδ, δ) = |sδ(z)|.
Îòñþäà ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïîëîæèì N = ‖Tδ‖ = α1δ
−1|sδ(z)|. Òî-

ãäà â ñèëó (33) è (34) äëÿ âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ (13) ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

E(N) ≤ U(Tδ) = α0|sδ(z)|.
Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó âåëè÷èíû (13). Äëÿ âåëè÷èíû (14) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ñíèçó

∆(N) ≥ ω(δ)−Nδ = |sδ(z)| −
α1

δ
|sδ(z)| · δ = α0|sδ(z)|.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (16), ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó íàèëó÷øåãî ïðè-

áëèæåíèÿ �óíêöèîíàëà. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ïîêàçàòåëåé p = p0 = p1 è âåñîâûõ �óíêöèé âèäà
(27), êàê ñëåäñòâèå, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü E1 � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Tm
èç ñåìåé-

ñòâà P(Tm). Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞, δ > 0, N > 0 è z ∈ Dm
ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà (7) è (19). Ïîìèìî òîãî, â çàäà÷å (3) îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé �óíêöèîíàë

Tδ; â çàäà÷å (13) �óíêöèîíàëîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Tδ, ó

êîòîðîãî ïàðàìåòð δ = C 1/α0α
1/α0

1 N−1/α0 . Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

C =
(
α−α0

0 α−α1

1 ̟(z)|Φ(z)|
)1/p

.

�5. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

5.1. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ãîëîìîð�íîé �óíêöèè íà ïîä-

ìíîæåñòâå ïîëèêðóãà. Â ñëó÷àå p0 = p1 = ∞ è E1 ∈ P(Tm) ýêñ-
òðåìàëüíàÿ â (8) �óíêöèÿ sδ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè z ∈ D

m. Êàê
ñëåäñòâèå, ïîòî÷å÷íûé îïòèìàëüíûé ìåòîä (6) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì è â

çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîð�íîé �óíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå

âíóòðè ïîëèêðóãà. Ïðèâåäåì òî÷íûå �îðìóëèðîâêè çàäà÷è è âûòåêàþùå-

ãî ðåçóëüòàòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â Dm. Ïóñòü B(K) � áà-

íàõîâà ðåø¼òêà (èëè, áîëåå îáùî, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ñîõðàíÿþùåé ïîðÿäîê) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà K, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

êîíñòàíòû. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå B(K) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàí-
ñòâà Lq(K,µ), ãäå 0 < q ≤ ∞ è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà K. Êëàññ Q �

êëàññ �óíêöèé f èç H∞(Dm), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ‖f‖L∞(G0) ≤
1; èìååò ìåñòî âëîæåíèå Q ⊂ B(K). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΥK îïåðàòîð íà

H∞(Dm), ñîïîñòàâëÿþùèé ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì íà G1 �óíêöèè f åå

ñóæåíèå íà êîìïàêò K.

Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ΥK íà êëàññå Q íàçûâàåòñÿ �óíê-

öèÿ ïåðåìåííîé δ ≥ 0, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

ω(δ) = ω(δ; ΥK, Q) := sup
{
‖f‖B(K) : f ∈ Q, ‖f‖L∞(G1) ≤ δ

}
. (36)

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ R, èç êîòîðûõ âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî F âñåõ âîçìîæíûõ,

ìíîæåñòâî L ëèíåéíûõ, èëè ìíîæåñòâî B ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ èç L∞(G1) â B(K). Äëÿ ÷èñëà δ ≥ 0 è ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ T ∈ R
âåëè÷èíà

U(T, δ) := sup
{
‖f − Tfδ‖B(K) : f ∈ Q, fδ ∈ L∞(G1), ‖f − fδ‖L∞(G1) ≤ δ

}
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ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ìåòîäîì T íà êîìïàêòå K �óíê-

öèé êëàññà Q ïî èõ çíà÷åíèÿì íà G1, çàäàííûì ñ îøèáêîé δ ïî íîðìå

L∞(G1). Òîãäà

E(δ;R) = E(δ; ΥK, Q,R) := inf {U(T, δ) : T ∈ R} (37)

åñòü âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êîìïàêòå K (èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ΥK) �óíêöèé êëàññà

Q ïî èõ δ-ïðèáëèæ¼ííûì çíà÷åíèÿì íà G1 ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âîññòà-

íîâëåíèÿ R. Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû ER(δ) è îïðåäåëåíèè
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ � îïåðàòîðà, íà êîòîðîì â (37) äî-

ñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü. Âåëè÷èíû (36) è (37) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

ω(δ) ≤ E(δ;F) ≤ E(δ;L) ≤ E(δ;B). (38)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî p0 = p1 = ∞ è ðàçáèåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

E1 ⊂ P(Tm), ðàññìîòðèì �óíêöèþ sδ, δ > 0, îïðåäåë¼ííóþ ðàâåíñòâîì

(5). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

sδ(ξ) = sln δ
1 (ξ), s1(ξ) = exp{w(ξ) + iv(ξ)}, ξ ∈ D

m,

â êîòîðîì w(ξ) = w(ξ, G1,D
m) åñòü ïëþðèãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, à v �

ñîïðÿæåííàÿ ê w �óíêöèÿ â Dm. Äëÿ ìîäóëÿ è íîðì �óíêöèè sδ èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

|sδ(ξ)| = δw(ξ), ξ ∈ D
m; ‖sδ‖L∞(Gk) = δk, k = 0, 1.

ßñíî, ÷òî sδ ∈ H∞(Dm), áîëåå òîãî sδ ∈ Q. Îòñþäà, �óíêöèÿ sδ äà¼ò

îöåíêó ñíèçó äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà (36):

ω(δ) ≥ ‖sδ‖B(K) = ‖δω‖B(K). (39)

Íà ïðîñòðàíñòâå L∞(G1) îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Tδ �îðìóëîé

(Tδf) (z) :=

∫

E1

P (z, eit)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt, z ∈ D

m. (40)

Îïåðàòîð (40) è �óíêöèîíàë (6) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (Tδf) (z) = Tδf, z ∈
Dm. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.2, ïðåäïîëîæåíèÿ íà B(K) è ïðåäñòàâëåíèå sδ
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà äëÿ íîðìû è óêëîíåíèÿ îïåðàòîðà Tδ.

Ëåììà 5.3 Ïóñòü E1 èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Tm
èç P(Tm). Òî-

ãäà Tδ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç L∞(G1) â B(K);
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

‖Tδ‖L∞(G1)→B(K) = ‖wδw−1‖B(K),

U(Tδ, δ) = ‖δw‖B(K). (41)
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Îòñþäà äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîð�íîé �óíê-

öèè íà êîìïàêòå K ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü E1 � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Tm
èç P(Tm). Òîãäà

äëÿ âåëè÷èí (36) è (37) äëÿ âñåõ δ > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ω(δ) = E(δ;B) = E(δ;L) = E(δ;F) = ‖sδ‖B(K) = ‖δw‖B(K).

Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëüíûìè â (36) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè âèäà ǫsδ, |ǫ| = 1;
â çàäà÷å (37) îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Tδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6 ñëåäóþò èç (38), (39) è (41),

äàþùèõ öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

‖δw‖B(K) ≤ ω(δ) ≤ E(δ;F) ≤ E(δ;L) ≤ E(δ;B) ≤ U(Tδ, δ) = ‖δw‖B(K).

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

5.2. Îáîáùåíèå íà ïîëèöèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè. �àññìîòðåííûå â

íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷è è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîëîìîð�íîé çàìåíîé

ïåðåìåííûõ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ïîëèöèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé.

Ïóñòü ïîëèöèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü B ∈ Cm
ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðî-

èçâåäåíèåì îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Bj ∈ C, j = 1, m, ò.å. B := B1 × B2 ×
. . . × Bm, îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûìè ñïðÿìëÿåìûìè æîðäàíîâûìè êðè-

âûìè ∂Bj , j = 1, m. Ìíîæåñòâî Σ := ∂B1 × ∂B2 × . . . × ∂Bm åñòü îñòîâ

îáëàñòè B.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψj �óíêöèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ îäíîëèñòíîå îòîáðà-

æåíèå êðóãà D íà îáëàñòü Bj . Èçâåñòíî [11, ãë.X,�1℄, ÷òî ψj íåïðåðûâíà íà

çàìûêàíèè D è àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îêðóæíîñòè S; å¼ ïðîèçâîäíàÿ
ψ′
j èç êëàññà H

1(D). Ïðè ýòîì èçìåðèìîìó ïîäìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé

ìåðû íà S ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà ∂Bj è îáðàò-

íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ âåêòîð �óíêöèþ ψ(z) := (ψ1(z1), ψ2(z2) . . . ψm(zm)),
êîòîðàÿ çàäà¼ò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ãîëîìîð�íîå îòîáðàæåíèå ïîëèêðóãà

Dm
íà ïîëèöèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü B.
Êëàññ Ñìèðíîâà (òàêæå êàê è êëàññû Íåâàíëèíà è Õàðäè) èíâàðèàíòåí

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ζ = ψ(z). Òî÷íåå, �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò

êëàññó N∗(B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóïåðïîçèöèÿ F (z) = f(ψ(z)) èç
N∗(D

m). Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ H òàêæå îáëàäàåò èíâàðèàíòíîñòüþ.

�àññìîòðèì âíåøíèå �óíêöèè (�óíêöèè Ñåã¼), îïðåäåëÿåìûå â êðóãå

D ðàâåíñòâîì

ψ̃j(zj) := exp

{
1

2π

∫ 2π

0

eiτ + zj
eiτ − zj

ln |ψ′
j(e

iτ )| dτ
}
.
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Ââåä¼ì �óíêöèþ Ψ̃ êàê ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé ψ̃j : Ψ̃(z) :=
∏m

j=1 ψ̃j(zj),

z ∈ Dm. Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ Ψ̃ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: Ψ̃ � âíåøíÿÿ

�óíêöèÿ êëàññà N∗(D
m); ðàâåíñòâî |Ψ̃(eit)| = ∏m

j=1 |ψ′
j(e

itj )| ñïðàâåäëèâî
ïî÷òè âñþäó íà Tm.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ Θ = {E0, E1} òîðà Tm
(èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçáèåíèÿ

θ = {G0, G1} � îñòîâà ïîëèêðóãà S
m
), îïðåäåëèì ðàçáèåíèå θ̃ = {G̃0, G̃1}

îñòîâà Σ îáëàñòè B ðàâåíñòâîì G̃k = {ζ ∈ Σ : ζ = ψ(eit), t ∈ Ek}. Ïóñòü
φ̃k � ñóæåíèÿ âåñà φ̃ íà ìíîæåñòâà G̃k, k = 0, 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H p0,p1(B; θ̃; φ̃), 0 < p0, p1 ≤ ∞, êëàññ �óíêöèé èç

N∗(B) òàêèõ, ÷òî |f |pkφ̃k ∈ L1(G̃k), åñëè pk < ∞, ò.å. êîíå÷íû Lpk
-ñðåäíèå

ñ âåñîì φ̃k :

‖f‖Lpk

φ̃k

(Gk)
:=

(∫

G̃k

|f(ζ)|pkφ̃k(ζ) |dζ |
)1/pk

=

=

(∫

Ek

|f(ψ(eit)|pk φ̃k(ψ(e
it))

m∏

j=1

|dψj(e
it)|
)1/pk

< +∞.

Åñëè ïîêàçàòåëü pk ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖L∞(G̃k)
:= ess sup{|f(ζ)| : ζ ∈ G̃k}.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññóH p0,p1(B; θ̃; φ̃) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ F (·) = f(ψ(·)) èç êëàññà H p0,p1(Dm; θ;φ),

ãäå âåñà φ̃ è φ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì φ(z) = φ̃(ψ(z))|Ψ̃(z)|, z ∈ S
m. Ïðè ýòîì

äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f ∈ H p0,p1(B; θ̃; Φ̃) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f‖Lpk

φ̃k

(G̃k)
= ‖F‖Lpk

φk
(Gk)

, k = 0, 1. (42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ N∗(B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F ∈ N∗(D
m), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ äëÿ íîðì.

Â ñëó÷àå pk = ∞ ýòî î÷åâèäíî, ðàññìîòðèì ñëó÷àé 0 < pk <∞. Èñïîëüçóÿ
çàìåíó ïåðåìåííûõ ζ = ψ(eit) è öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

φ̃(ζ) |dζ | = φ̃(ψ(eit))
m∏

j=1

|ψ′
j(e

itj )|dtj = φ̃(ψ(eit))|Ψ̃(eit)|dt = φ(eit)dt,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íîðì (42). Ïðåäëîæåíèå 8 äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê Ψ̃ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé �óíêöèåé èç êëàññà N∗(D
m),

òî âåñîâàÿ �óíêöèÿ φ ïðåäñòàâèìà â âèäå (27) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âåñîâàÿ �óíêöèÿ φ̃(ψ) èìååò âèä (27).
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Îïðåäåëèì â H p0,p1(B; θ̃; φ̃) êëàññ Qp0,p1(B; θ̃; φ̃) �óíêöèé f ñ ïðåäåëü-

íûìè çíà÷åíèÿìè íà G̃0, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó ‖f‖Lp0

φ̃0
(G̃0)

≤ 1.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f èç êëàññà Qp0,p1(B; θ̃; φ̃) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ F ïðèíàäëåæèò Qp0,p1(Dm; θ;φ). Äëÿ �óíê-

öèîíàëà Υ̃ζ , ñîïîñòàâëÿþùåãî ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì íà G̃1 �óíêöèè f å¼
çíà÷åíèå f(ζ) â òî÷êå ζ = ψ(z) ∈ B (�óíêöèîíàëà ãîëîìîð�íîãî ïðîäîë-

æåíèÿ �óíêöèè â òî÷êó ζ ñ ÷àñòè îñòîâà G̃1), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

ω(δ; Υ̃ζ, Q
p0,p1(B; θ̃; φ̃)) = ω(δ; Υz, Q

p0,p1(Dm; θ;φ)), δ > 0;

E(δ; Υ̃ζ, Q
p0,p1(B; θ̃; φ̃),F) = E(δ; Υz, Q

p0,p1(Dm; θ;φ),F), δ > 0;

E(N ; Υ̃ζ , Q
p0,p1(B; θ̃; φ̃)) = E(N ; Υz, Q

p0,p1(Dm; θ;φ)), N > 0.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Ï.À. Áîðîäèíó, ÷åé âîïðîñ

èíèöèèðîâàë èññëåäîâàíèå çàäà÷è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, è ïðî�åññîðó
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