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À. À. Áûñòðîâ, Í. Â. Âîëîäüêî

Ïóñòü Rn � öåíòðèðîâàííîå è íîðìèðîâàííîå ÷èñëî öèêëîâ �èêñèðî-

âàííîé äëèíû, ñîäåðæàùèõñÿ â îáîáù¼ííîì ãðà�å ñ n âåðøèíàìè. Â

ðàáîòå ïîëó÷åíî ýêñïîíåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî òèïà Õ¼âäèíãà äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Rn.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: ñëó÷àéíûé îáîáù¼ííûé ãðà�, ÷èñëî ïîäãðà-

�îâ, öèêëû, ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû âûøëî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ èñ-

ñëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñåòåé ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Êàê

ïðàâèëî, òàêèìè ìîäåëÿìè ñëóæàò ñëó÷àéíûå ãðà�û ðàçíûõ òèïîâ. Èç-

âåñòíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ãðà� Ýðä¼øà-�åíüè ñ n âåðøè-

íàìè, ãäå êàæäîå èç âîçìîæíûõ ð¼áåð ïîÿâëÿåòñÿ ñ �èêñèðîâàííîé âå-

ðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1) íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ð¼áåð. Íàðÿäó ñ ãðà�àìè

Ýðä¼øà-�åíüè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è áîëåå îáùèå êîíñòðóêöèè. Ïîïó-

ëÿðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü îáîáùåííîãî ãðà�à, â êîòîðîì êàæäàÿ

âåðøèíà èìååò âåñ, ñëó÷àéíûé èëè äåòåðìèíèðîâàííûé, à âåðîÿòíîñòü

ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé èõ âåñîâ. Òàê, âåð-

øèíû ñ áîëüøèì âåñîì ñêîðåå îêàæóòñÿ îáëàäàòåëÿìè áîëüøîãî ÷èñëà

ñîñåäåé, ÷åì âåðøèíû ñ ìàëåíüêèì âåñîì.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ îáúåêòîâ â äàííûõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèå ÷èñëà êîïèé íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî ïîäãðà�à â ñëó÷àéíûõ ãðà-

�àõ. Ìíîãèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ

òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Òàê, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ÷èñëà ïîäãðà-

�îâ â ãðà�å Ýðä¼øà-�åíüè èçó÷àëàñü â [14℄. Ïðèíöèï áîëüøèõ óêëîíåíèé

äëÿ ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ â ãðà�å Ýðä¼øà-�åíüè áûë ïîëó÷åí â [6℄ äëÿ

p = p(n) → 0 è â [7℄ äëÿ �èêñèðîâàííîãî p (ñì. òàêæå [12℄,[2℄). ×òî êàñà-

åòñÿ áîëåå îáùèõ ìîäåëåé, â ñòàòüå [13℄ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðå-

äåëåíèþ ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ â îáîáù¼ííîì ñëó÷àéíîì ãðà�å ê ïóàññî-

íîâñêîìó çàêîíó. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ÷èñëà öèêëîâ â îáîáù¼ííîì

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (ãðàíò

22-21-00414).
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ñëó÷àéíîì ãðà�å áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [3℄ (öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé

íåïðåðûâíûé ïóòü (ìíîãîóãîëüíèê), â êîòîðîì íåò ïîâòîðÿùèõñÿ âåðøèí,

çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé è ïîñëåäíåé). Òàêæå â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàíà è

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãàÿ ìîäåëü îáîáù¼ííîãî ãðà-

�à, à èìåííî, ìîäåëü, â êîòîðîé êîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî

ðåáðà çàâèñèò òîëüêî îò âåñîâ âåðøèí, ñîåäèíÿåìûõ ýòèì ðåáðîì (ïðè

ýòîì âñå âîçìîæíûå ðåáðà âîçíèêàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà). Öåëüþ

ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ òèïà Õ¼âäèí-

ãà äëÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà

öèêëîâ â îáîáù¼ííîì ãðà�å.

Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Õ¼âäèíãà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ([10℄) èìååò ñëåäóþøèé âèä:

P(n−1(Sn − ESn) > t) 6 e−2nt2/(b−a)2

äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t. Çäåñü Sn � ñóììà n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â [a, b]. Âåðõíèå îöåíêè òàêîãî âèäà øèðîêî èçó÷à-
þòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé. Â ÷àñòíîñòè, õîðîøî èçâåñòíû

ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè òèïà Õ¼âäèíãà äëÿ òàêèõ âåñüìà îáùèõ îáúåê-

òîâ, êàê U- è V -ñòàòèñòèêè, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå íàáëþäåíèé èç ñòàöè-

îíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óñëîâèÿìè ñëàáîé çàâèñèìîñòè. Ê ñîæàëå-

íèþ, ïðè èçó÷åíèè ÷èñëà êîïèé äàííîãî ïîäãðà�à, íàïðèìåð ÷èñëà öèêëîâ

ñ k âåðøèíàìè (k-öèêëîâ), ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ êðàòíûìè ñóììàìè

ñèëüíî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íåðàâåíñòâà, â èçâåñòíîì ñìûñëå áëèçêèå ê èíòåðåñóþùèì íàñ, áûëè

ïîëó÷åíû â ðàáîòå [11℄, íî ëèøü äëÿ óêëîíåíèé ïîðÿäêà n (ïîñëå íîðìè-

ðîâêè) è áåç ÿâíî âûïèñàííîé êîíñòàíòû â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:

P(Tn > ETn + εnkpk) 6 exp(−α(ε, k)n2p2),

ãäå Tn � ÷èñëî k−öèêëîâ â ãðà�å Ýðä¼øà-�åíüè, à α(ε) èìååò íåÿâíûé

âèä. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïîäãðà�û áîëåå îáùåãî âèäà.

Áëèçêèé ðåçóëüòàò äëÿ ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ áûë ïîëó÷åí â ñòàòüå [8℄.

Â ðàáîòàõ ([4]) è ([5]) ìû ïîëó÷èëè èíòåðåñóþùèå íàñ îöåíêè äëÿ êî-

ëè÷åñòâà k−öèêëîâ è ïðîèçâîëüíûõ ïîäãðà�îâ ñîîòâåòñòâåííî â ãðà�å

Ýðä¼øà-�åíüè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàò äëÿ öèêëîâ ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ íà ñëó÷àé îáîáù¼ííûõ ãðà�îâ.

� 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü V (G) = {1, 2, ..., n} � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G, à Wi � ñëó-

÷àéíûé âåñ i−é âåðøèíû (1 6 i 6 n). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå
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ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(A1) W1, . . . ,Wn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû íà îòêðûòîì èí-

òåðâàëå (0, 1).
(A2) Ïðè �èêñàöèè íàáîðàW = (W1,W2, ...,Wn) ëþáûå äâå âåðøèíû i è j
ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ pij = pij(Wi,Wj) íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
ð¼áåð.

(A3) Cóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2 òàêèå, ÷òî 0 < c1 6 min (c2, 1) è ïðè

âñåõ (i, j)

c1WiWj 6 pij(Wi,Wj) 6 c2WiWj .

Äëÿ k > 3 îáîçíà÷èì I(k) ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ k−öèêëîâ â G. Ìîù-

íîñòü I(k) ðàâíà (n)k/(2k), ãäå ÷èñëî ðàçìåùåíèé (n)k = n(n−1)...(n−k+1)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñ ó÷¼òîì
ïîðÿäêà, à âåëè÷èíà 2k ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó âàðèàíòîâ âûáðàòü íà÷àëüíóþ

òî÷êó è íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà (âñå íàáîðû k óïîðÿäî÷åííûõ âåðøèí

ñ ðàçëè÷íûìè îðèåíòàöèÿìè è ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè âåðøèíàìè ïðåä-

ñòàâëÿþò èç ñåáÿ îäèí è òîò æå öèêë). Äëÿ êàæäîãî ïîòåíöèàëüíîãî öèê-

ëà α ∈ I(k) îáîçíà÷èì Yα èíäèêàòîð ñîáûòèÿ �G ñîäåðæèò α�. Òî÷íåå,

Yα =
∏

i<j:(i,j)∈α zij , ãäå zij � íåçàâèñèìûå áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû, ðàâíûå åäèíèöå, åñëè eij ∈ E(G) (E(G) � ìíîæåñòâî ðåáåð G).
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ âåðîÿò-

íîñòåé óêëîíåíèé öåíòðèðîâàííîé è íîðìèðîâàííîé êðàòíîé ñóììû

Rn = b−1/2
n

∑

α∈I(k)

(Yα − EYα),

ãäå

bn = E Var(
∑

α∈I(k)

Yα|W ),

à Var(...|W ) � óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïðè �èêñàöèè íàáîðà âåñîâ {Wi}.
Ëåììà 1. Îáîçíà÷èìmj = EW j

1 . Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A1)�

(A3) äëÿ ëþáîãî C ∈ (0, 1
2
) ñóùåñòâóåò ÷èñëî nk = nk(C) òàêîå, ÷òî äëÿ

âñåõ íàòóðàëüíûõ n > nk èìååò ìåñòî íèæíÿÿ îöåíêà

bn > Cρn2k−2, (1)

ãäå

ρ = m
2(k−2)
2 min

26l6k
(c2k−1

1 ml
3 − c2k2 ml

4).

Çäåñü êîíñòàíòà C ∈ (0, 1
2
) ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, à nk = nk(C)

� íàèáîëüøèé êîðåíü íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà, îïðåäåëÿåìîãî â äîêàçà-

òåëüñòâå.
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

(A4) ρ > 0.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) � (A4). Òîãäà äëÿ âñåõ n >

nk è âñåõ x > 0 èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóþùåãî âèäà:

P(|Rn| > x) 6 exp

{

− Cρk2/3x2

25+2(k−1)/3e

}

,

ãäå ρ, C è nk îïðåäåëåíû â Ëåììå 1.

Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå (A3), êîãäà c1 = c2 = 1, óñëîâèå (A4)
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó ñòðîãîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{mj}. Îòñþäà âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Åñëè âåðíû (A1), (A2) è pij = WiWj , òî óòâåðæäåíèå

òåîðåìû âûïîëíåíî, ïðè ýòîì ρ = m
2(k−2)
2 min26l6k(m

l
3 −ml

4).

� 2. Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ âûâîäà ïîêàçàòåëüíûõ îöåíîê äëÿ õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ Rn ìû

èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñòåïåí-

íîãî íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà (ñ ìîìåíòàìè ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêà)

äëÿ êðàòíûõ ñóìì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à

� ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ ïî n âåðõíèõ îöåíîê äëÿ ìîìåíòîâ ÷¼òíûõ ïî-

ðÿäêîâ ER2m
n , m = 1, 2, . . . ñ `ïðàâèëüíûì' ïîðÿäêîì ïî m. Ñíà÷àëà íàì

íóæíî îáîñíîâàòü îöåíêó ñíèçó äëÿ bn.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.

Óñëîâíîå ñðåäíåå äëÿ ââåä¼ííûõ âûøå èíäèêàòîðîâ öèêëîâ ïðè �èê-

ñàöèè âåñîâ âåðøèí ãðà�à G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

E(Yα|W ) = P
(

Yα = 1|W
)

=
∏

i<j:(i,j)∈α

pij .

Äàëåå, çà�èêñèðóåì äâà öèêëà α, α′ ∈ I(k), èìåþùèõ îáùèå ðåáðà. Äëÿ

íèõ

cov
(

Yα, Yα′|W
)

= E(YαYα′|W )− E(Yα|W )E(Yα′|W ) =

=
∏

(i,j)∈α△α′

pij
∏

(i,j)∈α∩α′

pij −
∏

(i,j)∈α△α′

pij
∏

(i,j)∈α∩α′

p2ij .

Çäåñü è äàëåå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, â ïðîèçâåäåíèÿõ íå óêàçû-

âàåì i < j, íî ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ðåáðî (i, j) âõîäèò â ãðà� åäèíîæäû, âíå

çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà âåðøèí, îáðàçóþùèõ ýòî ðåáðî. Òàêæå ìû ïèøåì

(i, j) ∈ α ∩ α′
, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì,
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ïðèíàäëåæàùèì îäíîâðåìåííî îáîèì öèêëàì (ñ àíàëîãè÷íûì ñîãëàøåíè-

åì â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè). Åñëè äâà öèêëà íå èìåþò îáùèõ

ð¼áåð, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèêàòîðû íåçàâèñèìû.

Èñïîëüçóÿ (A3), ìû ìîæåì îöåíèòü ýòó óñëîâíóþ êîâàðèàöèþ ñíèçó:

cov
(

Yα, Yα′|W
)

>

> c2k−1
1

∏

(i,j)∈α△α′

WiWj

∏

(i,j)∈α∩α′

WiWj − c2k2
∏

(i,j)∈α△α′

WiWj

∏

(i,j)∈α∩α′

W 2
i W

2
j .

Çäåñü ìû âçÿëè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü c1 â óìåíüøàåìîì, òàê
êàê c1 6 1. Ñòåïåíü c2 â âû÷èòàåìîì ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ðåáåð â ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ïðîèçâåäåíèè è âñåãäà ðàâíà 2k.

Ñòåïåíü êàæäîãî Wi â ïðîèçâåäåíèè

∏

(i,j)∈α△α′

WiWj

∏

(i,j)∈α∩α′

WiWj (2)

ðàâíà ñòåïåíè âåðøèíû i â α ∪ α′
. Ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåíü Wi â ïðîèçâå-

äåíèè

∏

(i,j)∈α△α′

WiWj

∏

(i,j)∈α∩α′

W 2
i W

2
j (3)

ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé âåðøèíû i â α è α′
.

Äàëåå ìû õîòèì ïåðåéòè îò ïðîèçâåäåíèé ïî âñåì ð¼áðàì ê ïðîèçâå-

äåíèÿì ïî âåðøèíàì öèêëîâ. Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ìû ìîæåì ðàçáèòü

âñå âåðøèíû äâóõ öèêëîâ íà ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïïû. Íà ðèñóí-

êå íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçîáðàæåíà ïàðà öèêëîâ äëèíû 6, â êîòîðîé
ïðèñóòñòâóþò è îáîçíà÷åíû âñå ÷åòûðå òèïà. Â ïåðâóþ ãðóïïó (I) îòíå-

ñåì âåðøèíû, ñîåäèíÿþùèå ðîâíî äâà ðåáðà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ëèøü

îäíîìó èç öèêëîâ. Äëÿ âåðøèí èç ýòîé ãðóïïû ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî

âåñà Wi áóäåò ðàâíà äâóì è äëÿ (2), è äëÿ (3). Âî âòîðóþ ãðóïïó (II) îò-

íåñ¼ì âåðøèíû, ñîåäèíÿþùèå ðîâíî äâà ÿâëÿþùèõñÿ îáùèìè äëÿ îáîèõ

öèêëîâ ðåáðà. Äëÿ íèõ ñòåïåíü Wi áóäåò ðàâíÿòüñÿ äâóì äëÿ (2) è ÷åòû-

ð¼ì äëÿ (3). Â òðåòüþ ãðóïïó (III) îòíåñ¼ì âåðøèíû, ñîåäèíÿþùèå ðîâíî

òðè ðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî îáùåå äëÿ îáîèõ öèêëîâ. Äëÿ òàêèõ âåðøèí

ñòåïåíü Wi áóäåò ðàâíÿòüñÿ òð¼ì äëÿ (2) è ÷åòûð¼ì äëÿ (3). Íàêîíåö, â
ïîñëåäíþþ ãðóïïó (IV) îòíåñ¼ì âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå îáîèì öèêëàì,

íî íå îáùèì ð¼áðàì öèêëîâ (òî÷êè êàñàíèÿ). Äëÿ âåðøèí èç ýòîé ãðóïïû

ñòåïåíü âåñà Wi áóäåò ðàâíà ÷åòûð¼ì è äëÿ (2), è äëÿ (3).
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Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåë¼ííîñòè Wi ìàòåìàòè-

÷åñêèå îæèäàíèÿ (2) è (3) áóäóò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèÿì ìîìåíòîâ Wi.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ s−é ãðóïïå â äàííîé �èêèñðî-
âàííîé ïàðå öèêëîâ ÷åðåç ls, s = 1, 2, 3, 4. Òîãäà

Ecov
(

Yα, Yα′|W
)

> ml1
2 m

l4
4 (c

2k−1
1 ml3

3 m
l2
2 − c2k2 ml2+l3

4 ) >

> ml1+2l4
2 (c2k−1

1 ml
3 − c2k2 ml

4) > m
2(k−2)
2 min

26l6k
(c2k−1

1 ml
3 − c2k2 ml

4) = ρ. (4)

Çäåñü l = l2 + l3 � ÷èñëî âåðøèí, âõîäÿùèõ â îáùèå ðåáðà äâóõ öèêëîâ.

Âî âòîðîì íåðàâåíñòâå â öåïî÷êå âûøå ìû èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî

m2 > m3 (íåâîçðàñòàíèå ìîìåíòîâ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî Wi ïðèíàäëåæàò

(0, 1) ïî÷òè íàâåðíîå) è íåðàâåíñòâî m4 > m2
2.

Òåïåðü ìû îöåíèì ñíèçó âûðàæåíèå

bn = EVar(
∑

α∈I(k)

Yα|W ) = E

∑

α,α′∈I(k)

cov(Yα, Yα′|W ) =
∑

α,α′∈I(k)

E cov(Yα, Yα′|W )

(5)

(íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî n, êîòîðîå îïðåäåëèì ïîçæå).

Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåé ñóììû â (5) íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü ÷èñëî

ïàð (α, α′) ñ íåíóëåâûìè óñðåäí¼ííûìè êîâàðèàöèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

α è α′
äîëæíû èìåòü õîòÿ áû îäíî îáùåå ðåáðî. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷èñëî

ïàð, â êîòîðûõ äâà ìíîæåñòâà âåðøèí èìåþò ðîâíî l îáùèõ ýëåìåíòîâ (l
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 2 äî k), ïðè÷¼ì âñå îáùèå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò

îáùèì ð¼áðàì. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî l ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ

â ñóììå (5) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò n, ïðè÷åì íàè-

áîëüøèé ïîðÿäîê (n2k−2
, êàê ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ

l = 2: α è α′
èìåþò ðîâíî äâå îáùèå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì. ×èñëî

òàêèõ ñëàãàåìûõ ðàâíÿåòñÿ
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C2
n(n− 2)k−2(n− k)k−2 =

n(n− 1)...(n− 2k + 3)

2
,

ãäå C2
n � ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå îáùèå âåðøèíû (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè,

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ), (n− 2)k−2 � ÷èñëî ñïîñîáîâ äîñòðîèòü (îò îäíîãî

îáùåãî ðåáðà) öèêë α è (n − k)k−2 � ÷èñëî ñïîñîáîâ äîñòðîèòü öèêë α′
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ äâà öèêëà èìåþò äâà èëè áîëåå

îáùèõ ðåáðà, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîãî÷ëåí îò n ìåíüøåãî ïîðÿäêà.

Íàïðèìåð, ÷èñëî ïàð öèêëîâ, èìåþùèõ ðîâíî äâà îáùèõ ðåáðà, ðàâíÿåòñÿ

C1C
3
nC

k−3
n−3C

k−3
n−k+C2C

2
nC

2
n−2C

k−4
n−4C

k−4
n−k è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò n ïîðÿäêà

2k − 3 (çäåñü C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò k).
Äëÿ äâóõ öèêëîâ, èìåþùèõ îáùåå ðåáðî, E cov(Yα, Yα′) > ρ â ñèëó (4).

Ñëåäîâàòåëüíî,

bn >
ρ

2
n2k−2 + ρrn,

ãäå rn � ýòî ìíîãî÷ëåí îò n ïîðÿäêà ñòðîãî ìåíüøå 2k − 2. Ïîëó÷åííóþ
íèæíþþ îöåíêó äëÿ bn ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

bn > Cρn2k−2 + (1/2− C)ρn2k−2 + ρrn.

Çäåñü ìû ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèå C ∈ (0, 1
2
). Ìíîãî÷ëåí

(1
2
−C)n2k−2 + rn > 0 äëÿ âñåõ n > nk, ãäå nk � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ïðåâûøàþùåå íàèáîëüøèé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàìåòèì, ÷òî

÷åì áëèæå ê

1
2
ìû âûáåðåì C (÷òî óëó÷øàåò äîêàçûâàåìóþ îöåíêó), òåì

áîëüøèì áóäåò çíà÷åíèå nk. Íàïðèìåð, äëÿ k = 3 (÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ)

ìîæíî âçÿòü C = 1
6
è ïîëó÷èòü n3 = 7. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíÿÿ

îöåíêà èìååò ìåñòî íå òîëüêî ïðè n > nk, íî è ïðè âñåõ äðóãèõ n äëÿ

êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí íåîòðèöàòåëåí.

Èòàê, äëÿ n > nk, ìû ïîëó÷èëè ïîäõîäÿùóþ îöåíêó ñíèçó:

bn > Cρn2k−2. (6)

Òåì ñàìûì, Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Òåïåðü ìû îöåíèì ñâåðõó ER2m
n . Ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà â îñíîâíîì

ïîâòîðÿåò [4℄. Îáîçíà÷èì

Ỹα = Yα − EYα.

ER2m
n = b−m

n

∑

αs∈I(k)

EỸα1
...Ỹα2m

. (7)
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Çà�èêñèðóåì ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå. Îíî îòëè÷íî îò íóëÿ åñëè êàæ-

äûé öèêë αs èç ñìåøàííîãî ìîìåíòà EỸα1
...Ỹα2m

èìååò õîòÿ áû îäíî îá-

ùåå ðåáðî ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè äðóãèìè öèêëàìè â ýòîì ñìåøàííîì

ìîìåíòå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè âîçíèêàåò

ìíîæèòåëü E(Ỹαs
|W ), êîòîðûé çàíóëÿåò äàííîå ñëàãàåìîå. Çàìåòèì, ÷òî

|Ỹαs
| 6 1 ïî÷òè íàâåðíî äëÿ âñåõ α. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëà-

ãàåìûõ â (7).

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì íóæíóþ îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ

m 6
n(n− 1)

8
. (8)

Íàøà öåëü - îöåíèòü ñâåðõó êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, òî åñòü

òàêèõ, â êîòîðûõ êàæäûé èç öèêëîâ {α1, . . . , α2m} èìååò õîòÿ áû îäíî îá-

ùåå ðåáðî ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè èç îñòàëüíûõ öèêëîâ â ýòîì íàáîðå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêóþ îöåíêó, ìû ñíà÷àëà îïðåäåë¼ííûì îá-

ðàçîì ðàçîáú¼ì íà êëàññû êàê ð¼áðà, òàê è ñàìè öèêëû â êàæäîì òàêîì

íàáîðå. Ñðàçó ïîÿñíèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå íà êëàññû íå åäèíñòâåííî,

íàñ èíòåðåñóåò ëèøü òîò �àêò, ÷òî îíî îñóùåñòâèìî.

Ñíà÷àëà âûäåëèì â ñïèñêå âñåõ ð¼áåð, èìåþùèõñÿ â íàáîðå öèêëîâ

{α1, . . . , α2m} òå, ÷òî ïîâòîðÿþòñÿ â ðàçíûõ öèêëàõ. Íàçîâ¼ì ýòè ðåáðà �îá-

ùèìè�, à îñòàëüíûå ðåáðà íàçîâ¼ì �ïðîèçâîëüíûìè�. Äàëåå, ÷àñòü ð¼áåð

èç ÷èñëà �îáùèõ� ìû ïåðåâåäåì â ñïèñîê �ïðîèçâîëüíûõ.� Âî-ïåðâûõ, åñëè

äâà öèêëà èìåþò áîëåå îäíîãî îáùåãî ðåáðà, òî â ñïèñêå �îáùèõ� îñòàâèì

ëèøü îäíî (ëþáîå) èç íèõ (ïåðåâåäÿ îñòàëüíûå â ñïèñîê �ïðîèçâîëüíûõ�).

Òàêèì îáðàçîì, äâà ëþáûõ öèêëà èç íàøåãî íàáîðà èìåþò íå áîëåå îäíîãî

�îáùåãî� ðåáðà. Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîéäåìñÿ ïî âñåì öèêëàì íàøå-

ãî íàáîðà. �Òåêóùèé� öèêë αs ìîæåò èìåòü íåñêîëüêèõ �ñîñåäåé� (öèêëîâ,

èìåþùèõ �îáùåå� ðåáðî ñ αs). Åñëè �ñîñåä� èìååò åù¼ è �îáùåå� ðåáðî ñ

êàêèì-òî äðóãèì öèêëîì, òî åãî �îáùåå� ðåáðî ñ öèêëîì αs òàêæå ïåðåâå-

ä¼ì â ñïèñîê �ïðîèçâîëüíûõ�, åñëè òîëüêî ýòî íå ïîñëåäíåå �îáùåå� ðåáðî

öèêëà αs. Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðîéäåìñÿ ïî âñåì öèêëàì íàøåãî íàáîðà,

íàçîâåì �öåíòðàìè� (öèêëàìè ïåðâîãî òèïà) òå öèêëû, ó êîòîðûõ îñòàëîñü

áîëåå îäíîãî �îáùåãî� ðåáðà è íàçîâ¼ì �ëåïåñòêàìè� (öèêëàìè âòîðîãî òè-

ïà) öèêëû, èìåþùèå �îáùåå� ðåáðî ñ öåíòðîì. Çàìåòèì, ÷òî �öåíòðû� íå

ìîãóò èìåòü �îáùèõ� ð¼áåð äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàçáèëè

âñå ð¼áðà íà äâà òèïà � �îáùèå� è �ïðîèçâîëüíûå�, à âñå öèêëû èç íàáîðà

íà òðè òèïà - �öåíòðû�, �ëåïåñòêè� è îñòàëüíûå (âñå öèêëû òðåòüåãî òèïà

äåëÿòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàñòåðû, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèêëû

èìåþò ðîâíî îäíî �îáùåå� ðåáðî). �àçáèåíèå ð¼áåð è öèêëîâ íà òèïû çà-

âèñèò îò òîãî, êàêîå èìåííî èç íåñêîëüêèõ îáùèõ ð¼áåð äâóõ öèêëîâ ìû

îñòàâëÿëè â ñïèñêå �îáùèõ�, à òàêæå îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ìû øëè ïî

öèêëàì íàøåãî íàáîðà, òàêæå óáèðàÿ íåêîòîðûå ð¼áðà èç ñïèñêà �îáùèõ�.
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Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà êëàññè�è-

öèðîâàòü ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ìû

ðàññìàòðèâàåì ýòè òðåóãîëüíèêè, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü �öåíòð� ñ òðåìÿ

�ëåïåñòêàìè� (òðè �îáùèõ� ðåáðà) ëèáî æå äâà êëàñòåðà, â êàæäîì èç êî-

òîðûõ áóäåò äâà öèêëà òðåòüåãî òèïà (äâà �îáùèõ� ðåáðà):

2

1

4

3 1

2 3 4
1-2-3-43-1-2-4

32 4

1

Äàëüíåéøàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ íà òèïû.

Òåïåðü ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì áóêâîé l ÷èñëî ð¼áåð
â ñïèñêå �îáùèõ�, áóêâîé s ÷èñëî öèêëîâ-öåíòðîâ, áóêâîé Q ÷èñëî �îáùèõ�

ð¼áåð, ïðèíàäëåæàùèõ �öåíòðàì�. Òàê êàê êàæäûé �öåíòð� èìååò íå ìåíåå

äâóõ �ëåïåñòêîâ� (à çíà÷èò, íå ìåíåå äâóõ ðåáåð èç óêàçàííûõ Q �îáùèõ�),

òî âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

0 6 2s 6 Q 6 l 6 2m, 3s 6 2m.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîå êîëè÷åñòâî öèêëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî

òèïîâ (�öåíòðîâ� è �ëåïåñòêîâ�) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì s+Q, à ÷èñëî
ïîäãðà�îâ òðåòüåãî òèïà íå ìåíüøå, ÷åì 2(l − Q) (òàê êàê êàæäîå ðåáðî

èç l �îáùèõ�, íå âõîäÿùåå â Q ïðèíàäëåæùèõ �öåíòðàì�, ñîäåðæèòñÿ êàê

ìèíèìóì â äâóõ ïîäãðà�àõ òðåòüåãî òèïà). Òàêèì îáðàçîì, 2m > s+Q+
2(l −Q), îòêóäà ñ ó÷¼òîì Q > s èìååì

m > s+ l −Q. (9)

Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â

(7) ïðè �èêñèðîâàííûõ l, s, Q, à çàòåì ïðîñóììèðîâàòü ïî âñå âîçìîæíûì

çíà÷åíèÿì l, s, Q.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü t1, ..., tl � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî

t1 + ...+ tl = u > l. Òîãäà
u!

t1!...tl!
6 l!lu−l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò â ëåâîé ÷àñòè äîêàçû-

âàåìîãî íåðàâåíñòâà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè �êèñè-

ðîâàííîì u â ñëó÷àå, êîãäà âñå ti ñîâïàäàþò, ëèáî (åñëè u íå äåëèòñÿ íà l)
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà åäèèíöó.
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Îáîçíà÷èì ⌊x⌋ öåëóþ ÷àñòü x, è ïóñòü

j = u−
⌊

u

l

⌋

· l.

Òîãäà ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ

u!
(t1!...tl!)

ïî t1, ..., tl ïðè óñëîâèè t1+...+tl = u > l
ðàâíÿåòñÿ

u!
(

(⌊

(u)/l
⌋

+ 1
)

!

)j(
⌊

(u)/l
⌋

!

)l−j
. (10)

Çàìåòèì, ÷òî

u! = l!

j
∏

i=1

(i+ l)(i+2l) · ... ·
(

i+
⌊

u/l
⌋

l
)

l
∏

i=j+1

(i+ l)(i+2l) · ... ·
(

i+
(⌊

u/l
⌋

−1
)

l
)

6 l!

j
∏

i=1

(

l⌊u/l⌋
(⌊

u/l
⌋

+ 1
)

!

) l
∏

i=j+1

(

l⌊u/l⌋−1
⌊

u/l
⌋

!

)

=

= l!lu−l

(

(⌊

u/l
⌋

+ 1
)

!

)j(
⌊

u/l
⌋

!

)l−j

,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ â (10) íå ïðåâûøàåò l!lu−l
.

×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü âåðøèíû è ð¼áðà äëÿ s �öåíòðîâ� íå ïðåâû-

øàåò ((n)k/(2k))
s
è ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó ÷èñëîì

(

nk

2k

)s

. (11)

×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü, êàêèå èìåííî èç 2m öèêëîâ â íàáîðå {α1, . . . , α2m}
îêàæóòñÿ �öåíòðàìè� ðàâíÿåòñÿ

Cs
2m. (12)

Òåïåðü âûáåðåì �îáùèå� ð¼áðà, ïðèíàäëåæàùèå �öåíòðàì�. Äëÿ ýòîãî

îöåíèì ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü Q â âèäå Q = q1 + . . . + qs, ãäå qi > 2
� ÷èñëî �ëåïåñòêîâ� i−ãî �öåíòðà�. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü íàòó-

ðàëüíîå Q íà s öåëûõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ìåíüøå äâóõ,

ðàâíÿåòñÿ Cs−1
Q−2s+(s−1) è îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

2Q−s−1. (13)
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Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü äëÿ êàæäîãî �öåíòðà� ñðåäè åãî k
ð¼áåð qi �îáùèõ� îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

∑

q1+...+qs=Q

s
∏

i=1

Cqi
k . (14)

Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü �îáùèå� ð¼áðà, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â

öèêëàõ òðåòüåãî òèïà, ðàâíÿåòñÿ C l−Q
n(n−1)/2−Q è ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó

âåëè÷èíîé

n2l−2Q

2l−Q(l −Q)!
. (15)

Äàëåå îöåíèì ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü öèêëû âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ

íà l íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï (ïî ãðóïïå íà êàæäîå èç l �îáùèõ� ð¼áåð).
×èñëî öèêëîâ â êàæäîé ãðóïïå îáîçíà÷èì ti, i = 1, . . . l. Ïðè ýòîì èç êðàò-

íîñòåé �îáùèõ� ð¼áåð ti ðîâíî Q øòóê íå ìåíüøå åäèíèöû (òå, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþò âòîðîìó òèïó), à îñòàëüíûå l−Q øòóê íå ìåíüøå äâóõ (êàæäîå

èç ýòèõ ð¼áåð âõîäèò êàê ìèíèìóì â äâà ïîäãðà�à òðåòüåãî òèïà). ×èñëî

ñïîñîáîâ âûáðàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ t1, . . . , tl è ðàçáèòü 2m − s öèêëîâ
íà ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàòíîñòåé ðàâíÿåòñÿ

C l−1
2m−s−l+Q−1

(2m− s)!

t1!...tl!
è îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

22m−s−l+Q−1l!l2m−s−l
(16)

â ñèëó Ëåììû 2 è òîãî �àêòà, ÷òî Cb
a 6 2a. Ìû óæå ïîëüçîâàëèñü ýòèì

�àêòîì â (13).

Íàêîíåö, îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ äîñòðîèòü êàæäîå èç ýòèõ

2m− s ð¼áåð äî öèêëà. Íàì ïîäîéäåò îöåíêà

(nk−2)2m−s. (17)

Ïåðåìíîæàÿ òåïåðü âñå âûïèñàííûå âûðàæåíèÿ (11-17), ìû ïîëó÷àåì

îöåíêó ñâåðõó äëÿ ÷èñëà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â (7) â âèäå

∑

s,l,Q

∑

q1+...+qs=Q

s
∏

i=1

Cqi
k 22m−2s+3Q−2l−2n2m(k−2)+2s+2(l−Q)Cs

2ml
2m−s−l l!

(2k)s(l −Q)!

Ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî

l!
(l−Q)!

6 lQ, Q 6 l è íîðìèðîâêó â (6), ïîëó÷àåì
âåðõíþþ îöåíêó

ER2m
n 6

∑

s,l,Q

Cs
2m

(

∑

q1+...+qs=Q

s
∏

i=1

Cqi
k

)

22m−2 1

Cmρm(2k)s

(

4l

n2

)m−s−l+Q

lm.
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (8) (èç êîòîðîãî ñëåäóåò 4l 6 8m 6 n2
) è (9),

ïîëó÷àåì

(

4l

n2

)m−s−l+Q

6 1.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

∑

Q

∑

q1+...+qs=Q

s
∏

i=1

Cqi
k 6 2ks,

∑

s

Cs
2m 6 22m,

(

2k

2k

)s

6

(

2k−1

k

)2m/3

,

èìååì

ER2m
n 6

24m−2+2m(k−1)/3

Cmρmk2m/3

∑

l

lm.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

2m
∑

l=1

lm 6

∫ 2m+1

0

tmdt =
1

m+ 1
(2m+ 1)m+1 =

2m+ 1

m+ 1
(2m+ 1)m

6 2 · (2m)m
(

1 +
1

2m

)m

6 2
√
e(2m)m < 22(2m)m.

Îêîí÷àòåëüíî,

ER2m
n 6

24m+2m(k−1)/3

k2m/3Cmρm
(2m)m = C2m

0 (2m)m, (18)

ãäå

C0 =
22+(k−1)/3

k1/3(Cρ)1/2
.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòåïåííîãî ìîìåíòà ÷¼òíîãî ïî-

ðÿäêà ïîçâîëÿåò ïðåäúÿâèòü è îöåíêó äëÿ õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ Rn. Ñîîò-

âåòñòâóþùåå èçâåñòíîå ðàññóæäåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1℄ (Ëåììà

1, Çàìå÷àíèå 1):
Ëåììà 3. Ïóñòü ζ - ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûìè

ñòåïåííûìè ìîìåíòàìè ëþáîãî ïîðÿäêà r > 0, ïðè÷¼ì

E|ζ|r 6 ACr
or

r/2
äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ r,

ãäå êîíñòàíòû A > 1 è Co > 0 íå çàâèñÿò îò r. Òîãäà ïðè âñåõ x > 0
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

P(|ζ| > x) 6 Ae−
1

2e
(x/Co)2 .
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Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óòâåðæäåíèåì, ïîëîæèâ ζ = Rn, A = 1, è
r = 2m, è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

P(|Rn| > x) 6 exp

{

− Cρk2/3x2

25+2(k−1)/3e

}

.

Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ n > nk, ãäå nk òåì

áîëüøå, ÷åì áëèæå ê

1
2
ìû âûáåðåì âåëè÷èíó C. Çíà÷åíèå nk ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíî äëÿ îïðåäåë¼ííûõ k and C. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó È. Ñ. Áîðèñîâó çà öåí-

íûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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