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Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñðåäè âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòóðíûõ �îð-

ìóë äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà, òî÷íûõ íà òîæäå-

ñòâåííî ïîñòîÿííûõ �óíêöèÿõ, ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êâàä-

ðàòè÷íîé �îðìû ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàò-

ðèöåé îò áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Äîêàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ýòîé

öåëåâîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò è äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåí-

íîé òî÷êå ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñóùåñòâî-

âàíèå åäèíñòâåííîé ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå óçëîâ îïòèìàëüíîé êâàä-

ðàòóðíîé �îðìóëû ïî çàìêíóòîìó ãëàäêîìó êîíòóðó, òî åñòü �îðìóëû

ñ íàèìåíüøåé íîðìîé �óíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè â ñîïðÿæåííîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Âåñà èñêîìîé âåñîâîé îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû,

êàê ïîêàçàíî, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé íåâûðîæäåííîé ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, �óíêöèîíàë ïîãðåø-

íîñòè, ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà íà çàìêíóòîé êðèâîé, êîíñòàíòà è �óíê-

öèÿ âëîæåíèÿ, îïòèìàëüíàÿ �îðìóëà.

Ââåäåíèå

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) çàäàíà îáëàñòü
S, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé ãëàäêîé êðèâîé (L) êîíå÷íîé äëèíû |L|. Ïî
ãðàíèöå îáëàñòè S, òî åñòü ïî êðèâîé (L), âçÿò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà

∫

(L)

f(x, y) dl

îò íåïðåðûâíîé íà êðèâîé (L) ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè f(x, y).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè îáëàñòè S âìåñòå

ñ êðóãîì, èìåþùåì öåíòð â íà÷àëå è ïîëîæèòåëüíûé ðàäèóñ R1. Ñàìà æå

îáëàñòü S ðàñïîëîæåíà âíóòðè äðóãîãî êðóãà òàêæå ñ öåíòðîì â íà÷àëå è

ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà R2, R2 > R1. Ïðè ýòîì ëþáîé ëó÷, âûõîäÿùèé èç

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.
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© Â. Ë. Âàñêåâè÷, È. Ì. Òóðãóíîâ; 2023



45 Â. Ë. Âàñêåâè÷, È. Ì. Òóðãóíîâ

íà÷àëà, ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè S, òî åñòü êðèâóþ (L), â åäèíñòâåííîé
òî÷êå.

Íà êðèâîé (L) ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòóðíûå �îðìóëû âèäà

1

|L|

∫

(L)

f(x, y) dl ∼=

N−1
∑

j=0

cjf(xj , yj), (1)

ãäå |L| � íå ðàâíàÿ íóëþ äëèíà êðèâîé, à òî÷êè (xj , yj), j = 0, 1, 2, ...N−1,
ëåæàò íà êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ (L) è çàäàþò óçëû �îðìóëû. Âåñà cj
�îðìóëû ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 1. (1')

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (1') îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü êâàäðàòóð-

íûå �îðìóëû òî÷íû íà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííûõ �óíêöèÿõ.

�àçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëîì â ëåâîé ÷àñòè ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà

(1) è êâàäðàòóðíîé ñóììîé â åãî ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé �óíê-

öèîíàë ïîãðåøíîñòè [1,2℄

(lN , f) =
1

|L|

∫

(L)

f(x, y) dl−
N−1
∑

j=0

cjf(xj , yj), ∀ f ∈ C(L). (2)

Îáëàñòü äåéñòâèÿ ýòîãî �óíêöèîíàëà � ýòî âñå ïðîñòðàíñòâî C(L) íåïðå-
ðûâíûõ íà êðèâîé (L) �óíêöèé.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé èíòåðåñíî çíàòü, êàê âåäåò ñåáÿ

ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà N óçëîâ �îð-

ìóëû, îò ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè f è îò ãåîìåòðèè

êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (2) �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè

lN íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C(L) íåïðåðûâíûõ íà êðèâîé (L) �óíêöèé
îãðàíè÷åí. Ïðè ýòîì

‖lN | C∗(L)‖ = 1 +
N−1
∑

j=0

|cj|.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1'), òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå 2. Äîñòèãàåòñÿ ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå íà êâàäðàòóð-
íîé �îðìóëå ñ ðàâíûìè âåñàìè.
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Ïóñòü àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå ïðîñòî íåïðå-

ðûâíà íà êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ, íî è îáëàäàåò íåêîòîðîé äîïîëíèòåëü-

íîé ãëàäêîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñåâîçìîæíûå �óíêöèè ñ òàêîé æå

ãëàäêîñòüþ îáðàçóþò â C(L) íîðìèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî X(L), âëî-
æåííîå îãðàíè÷åííî â C(L), òî åñòü òàêîå, ÷òî

‖f | X(L)‖ ≤ A‖f | C(L)‖, ∀ f ∈ X(L).

Ïîñòîÿííàÿ A â ýòîé îöåíêå êîíå÷íà. Â òåîðèè êâàäðàòóðíûõ �îðìóë

òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è [2,3℄.

Çàäà÷à 1. Ñðåäè âñåõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë âèäà

1

|L|

∫

(L)

f(x, y) dl ∼=

N−1
∑

j=0

cjf(xj , yj),

ñóììà âåñîâ êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå, âûäåëèòü òå è òîëüêî òå, �óíêöè-

îíàëû ïîãðåøíîñòè êîòîðûõ èìåþò ìèíèìàëüíóþ íîðìó â ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå X∗(L).
Ëþáàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ñ ìèíèìàëüíûì ïî íîðìå �óíêöèîíà-

ëîì ïîãðåøíîñòè íàçûâàåòñÿ X∗(L)-îïòèìàëüíîé.
Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà â ïðî-

ñòðàíñòâå X(L) åäèíñòâåííà.
Öåëü ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðåøåíèè ýòèõ äâóõ ýêñòðåìàëü-

íûõ çàäà÷ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâîX(L) íå ñîâïàäàåò
ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì C(L) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òî÷íåå, â êà÷åñòâå X(L) äà-
ëåå âûáèðàþòñÿ íåêîòîðûå àíàëîãè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè [3℄.

� 1. Ïðîñòðàíñòâà ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà íà îêðóæíîñòè C åäèíè÷íîãî ðà-

äèóñà, ëåæàùåé íà èñõîäíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò îêðóæ-
íîñòè C òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà

x = cosϕ, y = sinϕ, ãäå 0 ≤ ϕ < 2π.

Ïóñòü f � ýòî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîëèíîì, çàäàâàåìûé â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

f(ϕ) =
a0
2

+

∞
∑

k=1

(

ak cos kϕ + bk sin kϕ
)

. (3)
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Ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ ak = ak(f) è bk = bk(f) â ýòîì

ðàçëîæåíèè íå ðàâíû íóëþ. Ñâÿçü ýòèõ êîý��èöèåíòîâ ñ ïîëèíîìîì f
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

ak(f) =
1

π

2π
∫

0

f(ϕ) cos kϕ dϕ, k = 0, 1, 2, . . .

bk(f) =
1

π

2π
∫

0

f(ϕ) sin kϕ dϕ, k = 1, 2, . . . .

Ñèìâîëîì Hs = Hs(C), s > 1/2, îáîçíà÷àåòñÿ ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà

âñåõ îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì (3) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïî íîð-

ìå [4℄

‖f |Hs(C)‖ =











∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

2π
∫

0

f(ϕ)dϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∞
∑

k=1

k2s
(

|ak,1(f)|
2 + |ak,2(f)|

2
)











1

2

. (4)

Ëþáàÿ �óíêöèÿ f = f(ϕ) èç Hs
ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ïî íîðìå (4)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä.

Ïðîñòðàíñòâî Hs
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

äâóõ åãî ýëåìåíòîâ f è g âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû èõ ðàçëîæåíèé

â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f, g)s =
1

4
a0(f)a0(g) +

∞
∑

k=1

k2s
(

ak(f)ak(g) + bk(f)bk(g)
)

.

Ëþáàÿ �óíêöèÿ f = f(ϕ) èç Hs
ïðè s > 1/2 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 2π],

ïðè÷åì ìàêñèìóì çíà÷åíèé åå ìîäóëÿ ïî îêðóæíîñòè C äîïóñêàåò îöåíêó

max
ϕ∈[0,2π]

|f(ϕ)| ≤ A(s)‖f | Hs‖. (5)

Çäåñü A(s) � ýòî êîíñòàíòà âëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-

ñòâîì [3,5,6℄:

A(s) =

{

1 +
1

π

∞
∑

k=1

1

k2s

}1/2

, s > 1/2.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Hs(L), ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé, çàäàí-
íûõ íà èñõîäíîé êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ óñëîâèìñÿ ïðåæäå

âñåãî, ÷òî ðàäèóñ êðóãà, ñîäåðæàùåãî âíóòðè ñåáÿ èñõîäíóþ îáëàñòü S ñ
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ãðàíèöåé L, ðàâåí åäèíèöå: R2 = 1. Ýòî íå îãðàíè÷èò îáùíîñòè ïðîâîäè-

ìûõ äàëåå ðàññóæäåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ öåëèêîì

ëåæèò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Âçÿâ íåïðåðûâíóþ íà êðèâîé L �óíêöèþ f = f(x, y), ïîñòàâèì åé â

ñîîòâåòñòâèå �óíêöèþ f+ = f+(ϕ), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòè C. Òî÷íåå, âûïóñòèâ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷ ïîä óã-
ëîì ϕ ê îñè àáñöèññ, 0 ≤ ϕ < 2π, íàéäåì åãî òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (x(ϕ), y(ϕ))
ñ èñõîäíîé êðèâîé L. Ïî óñëîâèþ, ýòà òî÷êà åäèíñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öèêëè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé èíòåãðèðîâà-

íèÿ:

x(ϕ) = r(ϕ) cosϕ, y(ϕ) = r(ϕ) sinϕ. (6)

Çäåñü r(ϕ) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, R1 < r(ϕ) < R2 = 1. Ïîëàãàÿ òåïåðü

f+(ϕ) = f(x(ϕ), y(ϕ)), óñòàíàâëèâàåì âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

è ïðîñòðàíñòâîì C(L). Íîðìû îáðàçà è ïðîîáðàçà ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè

ñîâïàäàþò.

Âçÿâ ÷èñëî s > 1/2, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî Hs(L) ïîäûí-
òåãðàëüíûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(x, y)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs(L) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ

f+(ϕ) = f(x(ϕ), y(ϕ)) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ñîáîëåâà Hs(C) íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè.

Íîðìó â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Hs(L) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

‖f(x, y) | Hs(L)‖ = ‖f+(ϕ) | H
s‖. (7)

Åñëè êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ L ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ, òî

ïðîñòðàíñòâà Hs(L) è Hs
òàêæå ñîâïàäàþò.

� 2. Âåñîâîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè

Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ ïðåäëî-

æåííóþ âûøå öèêëè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (6) êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè (x(ϕ), y(ϕ))
ðàâíî r(ϕ). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî èç óçëîâ (xj , yj) ðàññìàòðèâàåìîé êâàä-
ðàòóðíîé �îðìóëû íàéäåòñÿ ñâîé óãîë ϕj , 0 ≤ ϕj < 2π, ñ êîòîðûì îêà-

æóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðàâåíñòâà

xj = r(ϕj) cosϕj , yj = r(ϕj) sinϕj ; j = 0, 1, 2, ...N − 1.
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Ïî óñëîâèþ êðèâàÿ L ãëàäêàÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïåð-

âàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè r(ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
âåñîâàÿ �óíêöèÿ

p(ϕ) =

√

(

x′(ϕ)
)2

+
(

y′(ϕ)
)2
.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ (6) â èíòåãðàëå I ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî:

∫

(L)

f(x, y) dl =

2π
∫

0

p(ϕ)f+(ϕ) dϕ.

Âåñîâàÿ �óíêöèÿ p(ϕ) çäåñü íåîòðèöàòåëüíà, ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π è

óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

1

|L|

2π
∫

0

p(ϕ) dϕ =
1

|L|

∫

(L)

dl = 1.

Ïðåäñòàâëåíèå (2) ïîãðåøíîñòè (lN , f) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ñëåäóþùåå ðà-
âåñòâî

1

|L|

∫

(L)

f(x, y) dl−
N−1
∑

j=0

cjf(xj, yj) =
1

|L|

2π
∫

0

p(ϕ)f+(ϕ) dϕ−
N−1
∑

j=0

cjf+(ϕj). (8)

Çäåñü f(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà êîíòóðå L �óíêöèÿ, à f+(ϕ)
� ïîñòàâëåííàÿ åé â ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé

�óíêöèè f(x, y) èç ïðîñòðàíñòâà Hs(L).

�àçíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèå íà

�óíêöèþ f+(ϕ) ñëåäóþùåãî ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

(l+N , f+) =
1

|L|

2π
∫

0

p(ϕ)f+(ϕ) dϕ−
N−1
∑

j=0

cjf+(ϕj).

Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìà ýòîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóþùàÿ ñèìâîëèêó òåîðèè

îáîáùåííûõ �óíêöèé, èìååò âèä

(l+N , f+) =

∫ 2π

0

[ 1

|L|
p(ϕ)−

N−1
∑

j=0

cjδ(ϕ− ϕj)
]

f+(ϕ) dϕ.
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Çäåñü δ(ϕ) îáîçíà÷àåò èçâåñòíóþ äåëüòà-�óíêöèþ Äèðàêà, à δ(ϕ − ϕj) �
ýòî ñäâèã ýòîé îáîáùåííîé �óíêöèè. Äëÿ íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé

âåñîâîé �óíêöèè p(ϕ) ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè

l+N(ϕ) =
1

|L|
p(ϕ)−

N−1
∑

j=0

cjδ(ϕ− ϕj)

îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 2π] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå �óíêöèé.
Èç îöåíêè (5) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè l+N òàêæå ëèíå-

åí è îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Hs
, åñëè òîëüêî s > 1/2. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî l+N ïðèíàäëåæèò ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó Hs∗
.

Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (7) è (8), íîðìû �óíêöèîíàëîâ ïîãðåøíîñòè

lN è l+N â ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîâïàäàþò:

‖lN | Hs∗(L)‖ = ‖l+N | Hs∗‖.

� 3. Ýêñòðåìàëüíûå �óíêöèè è èx íîðìû

�àññìîòðèì â ýòîì ðàçäåëå ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ïî-

ãðåøíîñòè âèäà

l+N(ϕ) =
1

|L|
p(ϕ)−

N−1
∑

j=0

cjδ(ϕ− ϕj)

ñ ãëàäêîé (2π)-ïåðèîäè÷åñêîé âåñîâîé �óíêöèåé p(ϕ), óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ

1

|L|

2π
∫

0

p(ϕ) dϕ = 1.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ýòîò ëèíåéíûé �óíêöèîíàë l+N(ϕ) òî÷åí íà ëþ-

áîé òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé �óíêöèè, òî åñòü òàêîâ, ÷òî

(l+N(ϕ), 1) = 0.

Ýòî óñëîâèå ñîãëàñóåòñÿ ñ íîðìèðîâî÷íûì óñëîâèåì íà âåñîâóþ �óíêöèþ

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îãðàíè÷åíèÿ íà âåñà �óíêöèîíàëà l+N(ϕ):

N−1
∑

j=0

cj = 1.
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�àññìàòðèâàåìûé �óíêöèîíàë l+N(ϕ) ïðèíàäëåæèò ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó Hs∗

, s > 1/2, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞
∑

k=1

1

k2s

(

|(l+N(ϕ), cos kϕ)|
2 + |(l+N(ϕ), sin kϕ)|

2
)

< +∞.

Ïðè ýòîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∞
∑

k=1

(

(l+N (ψ), cos kψ) cos kϕ+ (l+N (ψ), sin kψ) sin kϕ
)

ñõîäèòñÿ ê �óíêöèîíàëó ïîãðåøíîñòè l+N (ϕ) ïî íîðìå

‖l | Hs∗‖ =

{

∞
∑

k=1

1

k2s
(

|(l(ϕ), cos kϕ)|2 + |(l(ϕ), sin kϕ)|2
)

}1/2

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

SM(ϕ) =
M
∑

k=1

(

(l+N (ψ), cos kψ) cos kϕ+ (l+N (ψ), sin kψ) sin kϕ
)

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

lim
M→+∞

‖l+N − SM | Hs∗‖ = 0.

Ïðîñòðàíñòâó Hs∗
, s > 1/2, ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, âñÿêàÿ îáîáùåí-

íàÿ �óíêöèÿ âèäà

l(ϕ | ϕ0) = δ(ϕ− ϕ0)−
1

2π

∫ 2π

0

δ(ϕ− ϕ′) dϕ′, 0 ≤ ϕ0 < 2π.

Íà ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè �óíêöèþ g =
g(ϕ) ýòà îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

(

l(ϕ | ϕ0), g(ϕ)) = g(ϕ0)−
1

2π

∫ 2π

0

g(ϕ′) dϕ′,

ò.å. ñðàâíèâàåò çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ñ åå ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïî

îêðóæíîñòè.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåííîé �óíêöèè l(ϕ | ϕ0) ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî

ñèíóñàì è êîñèíóñàì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

l(ϕ | ϕ0) =

∞
∑

k=1

(

cos kϕ0 cos kϕ+ sin kϕ0 sin kϕ
)

=

∞
∑

k=1

Tk(cosω0).
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Çäåñü ω0 = ϕ − ϕ0, à Tk(t) � ýòî ïîëèíîì ×åáûøåâà, íîðìàëèçîâàííûé

óñëîâèåì Tk(+1) = 1. Äëÿ ïîëèíîìà Tk(t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

max
−1≤t≤1

|Tk(t)| = Tk(+1) = 1.

Ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ l+N(ϕ) �óíêöèÿ uN(ϕ) èç H
s
, s > 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ

êàê �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì ñîîòíîøåíèÿì [1,7℄:

‖l+N | Hs∗‖2 = (l+N , uN) = ‖uN | Hs‖2. (9)

Ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ l+N (ϕ) �óíêöèÿ uN(ϕ) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è îð-

òîãîíàëüíà òîæäåñòâåííîé ïîñòîÿííîé. Åå ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìàì èìååò âèä

uN(ϕ) =

∞
∑

k=1

1

k2s

(

(l+N (ψ), cos kψ) cos kϕ+ (l+N (ψ), sin kψ) sin kϕ
)

. (10)

Íà îêðóæíîñòè C �óíêöèÿ uN(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(

−
d2

dϕ2

)s

u(ϕ) = l+N(ϕ). (11)

Åñëè s � ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåí-

öèàëüíûì.

Åñëè æå s äðîáíîå, òî óðàâíåíèå (11) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïñåâäîäè�-
�åðåíöèàëüíîå. Ïðè ýòîì äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (− d2

dϕ2 )
s
èç Hs

â

Hs∗
âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàâåíñòâ

(− d2

dϕ2 )
s cos kϕ = k2s cos kϕ,

(− d2

dϕ2 )
s sin kϕ = k2s sin kϕ.

(12)

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

(11) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèîíàë l+N(ϕ) èç H
s∗
, s > 1/2, ïðèíèìàåò íóëå-

âûå çíà÷åíèÿ íà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííûõ �óíêöèÿõ, òî åñòü (l+N(ϕ), 1) =
0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(

−
d2

dϕ2

)s

u(ϕ) = l+N(ϕ), u(ϕ) ∈ Hs,

2π
∫

0

u(ϕ)dϕ = 0, (13)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ l+N (ϕ) �óíêöèåé uN(ϕ).



53 Â. Ë. Âàñêåâè÷, È. Ì. Òóðãóíîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñóììà òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîãî ðÿäà

uN(ϕ) =
∞
∑

k=1

1

k2s

(

(l+N(ψ), cos kψ) cos kϕ + (l+N(ψ), sin kψ) sin kϕ
)

óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

(

−
d2

dϕ2

)s

u(ϕ) = l+N(ϕ).

Ýòà æå �óíêöèÿ, êàê ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Ñîáîëåâà Hs
è ïðè ýòîì îðòîãîíàëüíà â ýòîì æå ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîé �óíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ uN(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì

òðåáóåìûì óñëîâèÿì, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (13) çàâåäîìî ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü òåïåðü �óíêöèÿ u(ϕ) èç ïðîñòðàíñòâà Hs
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (13). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (11) è ðàâåíñòâ (12) ñëåäóåò, ÷òî åå ðàç-

ëîæåíèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååò âèä

u(ϕ) =

∞
∑

k=1

1

k2s

(

(l+N (ψ), cos kψ) cos kϕ+ (l+N (ψ), sin kψ) sin kϕ
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, u(ϕ) ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ lN(ϕ)�óíêöèåé uN(ϕ).

Ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ l+N (ϕ) �óíêöèÿ åäèíñòâåííà. Ïðîèçâîëüíîå ðåøå-

íèå êðàåâîé çàäà÷è (13), êàê äîêàçàíî, ñîâïàäàåò ñ ýòîé ýêñòðåìàëüíîé

�óíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (13) òàêæå åäèíñòâåí-

íî.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ ïåðåìåííîé t, ãäå −1 ≤ t ≤ 1:

u(t) = −

∞
∑

k=1

1

k2s
Tk(t). (14)

Çäåñü Tk(·) � ýòî ïîëèíîì ×åáûøåâà, íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì Tk(+1) =
1. Êàê èçâåñòíî, Tk(cosϕ) = cos kϕ.

�ÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) ïðè s > 1/2 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå −1 ≤ t ≤ 1:

∣

∣

∞
∑

k=1

1

k2s
Tk(t)

∣

∣ ≤

∞
∑

k=1

1

k2s
< +∞.
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Ïîëàãàÿ ωj = ϕ − ϕj ïðè j = 0, 1, . . . , N − 1, ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùóþ

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ:

N−1
∑

j=0

cju(cosωj) = −

N−1
∑

j=0

cj

∞
∑

k=1

1

k2s
Tk(cosωj) = −

∞
∑

k=1

1

k2s

(

N−1
∑

j=0

cjTk(cosωj)
)

.

Çàìåòèâ, ÷òî

Tk(cosωj) = cos kωj = cos kϕj cos kϕ+ sin kϕj sin kϕ,

ïîëó÷àåì ïðè k = 1, 2, . . . ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

−

N−1
∑

j=0

cjTk(cosωj) = (−

N−1
∑

j=0

cj cos kϕj) cos kϕ+ (−

N−1
∑

j=0

cj sin kϕj) sin kϕ.

Íî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

−

N−1
∑

j=0

cj cos kϕj = (l+N , cos kψ), −

N−1
∑

j=0

cj sin kϕj = (l+N , sin kψ).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

−

N−1
∑

j=0

cjTk(cosωj) = (l+N , cos kψ) cos kϕ+ (l+N , sin kψ) sin kϕ.

Äàëåå ïîëó÷àåì

N−1
∑

j=0

cju(cosωj) =

∞
∑

k=1

1

k2s

(

(l+N , cos kψ) cos kϕ+ (l+N , sin kψ) sin kϕ
)

.

Ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà

ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé uN(ϕ), ýêñòðåìàëüíîé äëÿ �óíêöèîíàëà ïîãðåøíî-

ñòè l+N .
Äîêàçàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýêñòðåìàëüíóþ �óíêöèþ uN(ϕ) âîçìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé:

uN(ϕ) =
N−1
∑

j=0

cju(cos(ϕ− ϕj)). (15)

Çäåñü �óíêöèÿ u(t) îïðåäåëåíà âûøå ðàâåíñòâîì (14) êàê ñóììà ðÿäà

u(t) = −

∞
∑

k=1

1

k2s
Tk(t).
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Âìåñòå ñ �óíêöèåé u(t) èñïîëüçóåì äàëåå åé ïðîòèâîïîëîæíóþ, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì êàê G(t), òî åñòü ïîëàãàåì

G(t) =

∞
∑

k=1

1

k2s
Tk(t) = −u(t). (16)

Ôóíêöèÿ G(cosϕ) ÿâëÿåòñÿ äëÿ îïåðàòîðà

(

− d2

dϕ2

)s

�óíêöèåé �ðèíà:

(

−
d2

dϕ2

)s

G(cosϕ) =
(

−
d2

dϕ2

)s(
∞
∑

k=1

Tk(cosϕ)

k2s

)

=

=
(

−
d2

dϕ2

)s(
∞
∑

k=1

cos kϕ

k2s

)

=
∞
∑

k=1

cos kϕ = δ(ϕ)−
1

2π

∫ 2π

0

δ(ϕ− ϕ′) dϕ′.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè uN , â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ êîòîðûì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖l+N | Hs∗‖2 = (l+N , uN).

Ïîäñòàâèâ ñþäà íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå uN â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

(15), ïîëó÷èì äëÿ êâàäðàòà íîðìû �óíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè ñëåäóþùóþ

êëþ÷åâóþ �îðìóëó:

‖l+N | Hs∗‖2 =

N−1
∑

i,j=0

cicjG(cosωij). (17)

Çäåñü ωij = ϕi − ϕj , à êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñïðàâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåíà.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû (17) � ýòî çíà÷åíèÿG(cosωij)
�óíêöèè �ðèíà. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ

ïðè i = j, ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì è ðàâíû G(+1). Èíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî ñ êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ A(s) ýòè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñâÿçàíû ñëå-

äóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

G(+1) =

∞
∑

k=1

1

k2s
= π

(

A2(s)− 1
)

.

Â ñèëó (10) ýêñòðåìàëüíàÿ �óíêöèÿ uN(ϕ) ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàçëà-

ãàåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

uN(ϕ) =

∞
∑

k=1

(l+N , cos kψ) cos kϕ+ (l+N , sin kψ) sin kϕ

k2s
.
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Ïðèìåíèâ �óíêöèîíàë l+N ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà íîðìû �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè:

‖l+N | Hs∗‖2 =
∞
∑

k=1

(l+N , cos kϕ)
2 + (l+N , sin kϕ)

2

k2s
.

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íîðìà �óíêöèîíàëà ïî-

ãðåøíîñòè ‖l+N | Hs∗‖, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ ãëàäêîñòè s, ìîíî-
òîííî óáûâàåò.

� 4. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòà íîðìû �óíê-

öèîíàëà ïîãðåøíîñòè â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé

�îðìû (17) îò âåñîâ èñõîäíîé �îðìóëû ïîçâîëÿåò ðåøèòü îáå ïîñòàâëåí-

íûå âî ââåäåíèè ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è.

Òåîðåìà 2. Ñðåäè âñåõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë âèäà

1

|L|

∫

(L)

f(x, y) dl ∼=

N−1
∑

j=0

cjf(xj , yj), (18)

ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì óçëîâ (xj , yj), j = 0, 1, 2, ...N − 1, ëåæàùèõ íà

êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ (L), è âåñàìè, óäîâëåòâîðþùèìè óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 1, (19)

ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà, äëÿ êîòîðîé íîðìà �óíêöèîíàëà ïîãðåøíî-

ñòè â ïðîñòðàíñòâå Hs∗(L), s > 1/2, ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå

çíà÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðîâàâ íà êðèâîé (L) óçëû (xj, yj), j = 0, 1, .
.., N − 1, çàìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè lN âèäà (18) ñ óñëîâè-

åì (19) èìååò â Hs∗(L) ìèíèìàëüíóþ íîðìó òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåñîâîé �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè

l+N(ϕ) =
1

|L|
p(ϕ)−

N−1
∑

j=0

cjδ(ϕ− ϕj)

èìååò ìèíèìàëüíóþ íîðìó â Hs∗ = Hs∗(C).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòàâëåííûé èç âåñîâ �îðìóëû âåêòîð c0 = (c00, .

.., c0N−1) äîñòàâëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè

N−1
∑

j=0

cj = 1 â ïðîñòðàíñòâå R
n
ìèíè-

ìóì êâàäðàòè÷íîé �îðìå

ψ(c) =
N−1
∑

i,j=0

cicjG(cosωij).

Çäåñü G(cosω) � ýòî ââåäåííàÿ ðàâåíñòâîì (16) �óíêöèÿ �ðèíà. Èñïîëü-

çóåì ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ëàãðàíæà ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â ïðè-

ìåíåíèè ê �óíêöèè ψ(c) ïåðåìåííûõ (c0, c1, ..., cN−1).

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè

Ëàãðàíæà

ψ1(c, λ) = ψ(c) + 2λ
(

1−
N−1
∑

j=0

cj

)

,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:















N−1
∑

j=0

G(cosωij)cj − λ = 0, i = 0, 1, ..., N − 1,

N−1
∑

j=0

cj = 1.

(20)

Ïóñòü gij = G(cosωij), G = (gij) îáîçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ðàçìåðîâ

N×N , à P � ýòî âåêòîð-ñòðîêà äëèíû N ñ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà

ìàòðè÷íûé âèä ñèñòåìû (20) ñëåäóþùèé:

(

G P ∗

P 0

)(

c

−λ

)

=

(

0

1

)

, èëè Q

(

c

−λ

)

=

(

0

1

)

. (21)

Çäåñü Q � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ (N+1)×(N+1), çàäàâàåìàÿ
ðàâåíñòâîì

Q =

(

G P ∗

P 0

)

.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà ìàòðèöà Q íåâûðîæäåíà.

Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà Q âûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ

(21) îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

Q

(

c

µ

)

=

(

G P ∗

P 0

)(

c

µ

)

= 0 (22)
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èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

(

c∗
µ∗

)

. Ïðè ýòîì c∗ = (c∗0, . . . , c
∗
N−1) 6= (0, . . . , 0)

(èíà÷å è µ∗ = 0, òî åñòü ðåøåíèå òðèâèàëüíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî âûáî-
ðó).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâîìó âåêòîðó âåñîâ c∗ �óíê-
öèîíàë ïîãðåøíîñòè íóëÿ

mN(ϕ) =
N−1
∑

j=0

c∗jδ(ϕ− ϕj), (c∗0, . . . , c
0
N−1) = c∗ 6= 0.

Ôóíêöèîíàë mN(ϕ) ëèíååí è îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 2π] íåïðå-
ðûâíûõ �óíêöèé.

Â ñèëó îöåíêè (5) �óíêöèîíàë mN (ϕ) òàêæå ëèíååí è îãðàíè÷åí íà

ïðîñòðàíñòâåHs
, ãäå s > 1/2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pc∗ = 0 èëè, ÷òî îäíî è òî æå,

N−1
∑

j=0

c∗j = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâèå �óíêöèîíàëà mN (ϕ) íà òîæäåñòâåííî

åäèíè÷íóþ �óíêöèþ ðàâíî íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ mN �óíêöèÿ u∗N(ϕ) èç ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà Hs

çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé àíàëîãè÷íîé ðàâåíñòâó (15) �îðìó-

ëîé:

u∗N(ϕ) =

N−1
∑

j=0

c∗jG(cosωj), ãäå ωj = ϕ− ϕj . (23)

Ïåðâûå N óðàâíåíèé ñèñòåìû (21) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (23) ïîçâîëÿþò

ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàïèñü:

u∗N(ϕj) + µ∗ = 0, j = 0, ..., N − 1.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè u∗N(ϕ) â òî÷êàõ ϕj ñîâ-

ïàäàþò äðóã ñ äðóãîì:

u∗N(ϕi) = u∗N(ϕj) = −µ∗, i, j = 0, ..., N − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖u∗N | Hs‖2 = (mN , u
∗
N) =

N−1
∑

j=0

c∗ju
∗
N(ϕj) = −µ∗

N−1
∑

j=0

c∗j .

Ïîñëåäíåå (N + 1)-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (22) èìååò âèä

∑N−1
j=0 c

∗
j = 0 è

ïîýòîìó íîðìà ‖u∗N | Hs‖ ðàâíà íóëþ. Ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà

�óíêöèÿ u∗N(ϕ) òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçû-

âàþùåå, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (22) ìîæåò èìåòü òîëüêî òîæäåñòâåííî

íóëåâîå ðåøåíèå.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Q íåâûðîæäåíà è ñèñòåìà (22) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå íåòðèâèàëüíî. Îáîçíà÷èì åãî êàê (c(0), λ(0)).
Òî÷êà (c(0), λ(0)) � ñòàöèîíàðíàÿ äëÿ �óíêöèè ψ1(c, λ) (ïî îïðåäåëå-

íèþ). Äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ó �óíêöèè ψ1(c, λ) íåò. Óáåäèìñÿ, ÷òî
c(0) ïðè ýòîì äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèè ψ(c) íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ c,

óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 1.

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

Φ(c) =

N−1
∑

i,j=0

∂2ψ1

∂ci∂cj
(c(0), λ(0))cicj = 2

N−1
∑

i,j=0

G(cosωij)cicj

è äîêàæåì, ÷òî ýòà �îðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå

âåêòîðîâ c, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó
N−1
∑

j=0

cj = 0.

Ïóñòü âåêòîð c = (c0, ..., cN−1) � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð, êîì-

ïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 0. �àññìîòðèì ñîîò-

âåòñòâóþùèé ýòîìó âåêòîðó �óíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè íóëÿ

mN (ϕ) =

N−1
∑

i=0

ciδ(ϕ− ϕi), (c0, . . . , cN−1) = c 6= 0.

Ýòî íåòðèâèàëüíûé �óíêöèîíàë è ïîýòîìó åãî íîðìà â ñîïðÿæåííîì ïðî-

ñòðàíñòâå ‖mN | Hs∗‖ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿmN �óíê-

öèÿ uN(ϕ) èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Hs
çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìó-

ëîé:

uN(ϕ) =

N−1
∑

j=0

cjG(cosωj), ãäå ωj = ϕ− ϕj.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(mN , uN) =

N−1
∑

j=0

cj(mN , G(cosωj)) =

N−1
∑

i,j=0

cicjG(cosωij) = ‖mN | Hs∗‖2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c, êîìïîíåíòû êî-

òîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 0, èìååì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

Φ(c) =
N−1
∑

i,j=0

∂2ψ1

∂ci∂cj
(c(0), λ(0))cicj = 2

N−1
∑

i,j=0

G(cosωij)cicj > 0.
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Ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà c(0) äîñòàâëÿëà ñòðîãèé
ìèíèìóì �óíêöèè ψ(c) íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ c, óäîâëåòâîðÿþùèõ äî-

ïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

N−1
∑

j=0

cj = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé â Hs∗(L) êâàäðàòóðíîé

�îðìóëû äîêàçàíî. Åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîé �îðìóëû ñëåäóåò èç îä-

íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ

òî÷åê �óíêöèè ψ(c).
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