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Â ðàìêàõ ïîñòàíîâîê ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà�èè, îáðàòíûõ çàäà÷ �î-

òîìåòðèè è âîëíîâîé îïòèêè è äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè â ðàáîòå èçó÷à-

þòñÿ âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ñâåòèìî-

ñòè äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷àþùèõ èñòî÷íèêîâ ïî åãî èçîáðà-

æåíèÿì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ìàëîãî ÷èñëà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðî-

âåäåí àíàëèç ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñòàíîâëåíû êðèòåðèè åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ äèñêðåòíîãî òå-

ëà, ñîñòîÿùåãî èç íåêîãåðåíòíûõ èëè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ.

Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-

äà÷è îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è ñâåòèìîñòåé ñîâîêóïíîñòè èçëó÷àþùèõ

òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïî èõ èçîáðàæåíèÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîìîãðà�èÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à

îïòèêè, îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äèñêðåòíàÿ òîìîãðà�èÿ, èñòî÷íèê èçëó÷å-

íèÿ, äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü.

�1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Îáðàòíàÿ çàäà÷à �èçè÷åñêîé îïòèêè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè õàðàêòåðè-

ñòèê èçëó÷àþùèõ èëè ðàññåèâàþùèõ èñòî÷íèêîâ ïî ðåçóëüòàòàì äèñòàí-

öèîííûõ èçìåðåíèé. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ â ðàìêàõ ñõåìû �èñòî÷íèê

- ñðåäà - ïðèåìíèê� ïðè èçó÷åíèè ïðÿìûõ çàäà÷ ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè èñ-

òî÷íèê è ñðåäó, à öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ. Â

îáðàòíîé çàäà÷å ïî èçâåñòíîìó ñåìåéñòâó èçîáðàæåíèé òðåáóåòñÿ îïðåäå-

ëèòü òèï, ãåîìåòðè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà èçó÷åíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáðàòíûõ çàäà÷ âîëíîâîé îïòèêè è �îòîìåòðèè

ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [4℄�[7℄. Òàì æå �îðìàëèçîâàíû è îáîáùåíû ïîíÿòèÿ

îïòè÷åñêîãî ïðèáîðà òèïà �îòîàïïàðàòà, ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ ðåàëüíîãî

(ðàçìûòîãî) è èäåàëüíîãî (ðåçêîãî) èçîáðàæåíèé; èññëåäîâàíû âîïðîñû

ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðÿäà îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.

Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ïðîåêò FWNF-2022-0009(122041100003-2).
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èñòî÷íèêîâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè îò íóëÿ äî òðåõ. Êàê ïðàâèëî,

èñïîëüçîâàëèñü âååðíûå èëè êîíóñíûå ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ. Íàðÿäó ñ ïî-

ñòðîåíèåì òåîðèè áûëè ïðåäëîæåíû êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû è àëãîðèòìû

ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ âîëíîâîé îïòèêè [2℄, [3℄.

Â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ èñòî÷íèêîâ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïî-

ñòàíîâîê îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèêè. Òàê, åñëè â êà÷åñòâå ïîäëåæàùèõ ðåêîí-

ñòðóêöèè èñòî÷íèêîâ, ðàññåèâàþùèõ èëè èçëó÷àþùèõ, âûñòóïàþò ìíîæå-

ñòâà òî÷åê, ÷àñòè êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé, òî îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äàí-

íûå â �îðìå íåñêîëüêèõ îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð

òàêîãî ðîäà ïîñòàíîâîê � çàäà÷è äåøè�ðèðîâàíèÿ àýðî�îòî- èëè êîñ-

ìè÷åñêèõ ñíèìêîâ äëÿ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ òåìàòèêå �îòîãðàììåòðèè

è äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè [10℄, [11℄. Â ÷àñòíîñòè, òðåáóåò-

ñÿ ïî íåñêîëüêèì èçîáðàæåíèÿì (àýðî�îòî- èëè êîñìè÷åñêèì ñíèìêàì)

îïðåäåëèòü ðåëüå� ó÷àñòêà çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ �î-

òîìåòðèè è âîëíîâîé îïòèêè, â îòëè÷èå îò òîìîãðà�è÷åñêèõ ïîñòàíîâîê,

÷àñòî äîñòàòî÷íî äâóõ èëè òðåõ èçîáðàæåíèé äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ �îðìû ïîâåðõíîñòè, ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ àïðèîðíîé èí�îðìàöèè

î çàêîíå, ïî êîòîðîìó ñâåòèòñÿ èëè èçëó÷àåò îáúåêò, è çíàíèÿ ìåñòîïî-

ëîæåíèÿ ëèíèè èëè òî÷êè, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè [4℄, [7℄, [8℄. Ìåòîäû

èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèêè ïî îïðåäåëåíèþ èñòî÷íèêîâ òîïî-

ëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìåíåå òðåõ òàêæå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò

ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òîìîãðà�èè.

Ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ çàíèìàþò âàæíîå

ìåñòî â äèñòàíöèîííûõ îïòè÷åñêèõ è òîìîãðà�è÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â

ðàáîòå [9℄ èçó÷åíû âîïðîñû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è �îòîìåòðèè â ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ îäíîðîäíîñòè ñðåäû, ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè èñòî÷íè-

êîâ è �èíèòíîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ â Rn
. Òàê, ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà

èçîáðàæåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëå-

íèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñâåòÿùèõñÿ òî÷åê. Èìåííî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷-

íîãî ìíîæåñòâà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåòÿùèõñÿ

òî÷åê, òàê �çàñëîíÿþùèõ� äðóã äðóãà, ÷òî ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê

äàþò îäíè è òå æå èçîáðàæåíèÿ íà çà�èêñèðîâàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå

îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Èíûìè ñëîâàìè, � åñëè äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü îòðè-

öàòåëüíîé ñâåòèìîñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, � ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâà-

íèå îïòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé-íåâèäèìîê, êîòîðûå ñîñòîÿò èç êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà òî÷åê, äàþùèõ íóëåâûå èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïîñðåäñòâîì

íàïåðåä çàäàííîãî ñåìåéñòâà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì óæå ñ÷åòíîãî

÷èñëà èçîáðàæåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ëþáî-

ãî îïòè÷åñêîãî òåëà [9℄. Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. �åçóëüòàòû ñ�îðìóëèðîâàíû

è äîêàçàíû â ðàìêàõ òîìîãðà�è÷åñêèõ ïîñòàíîâîê êàê ñ ïàðàëëåëüíûìè,
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òàê è ñ êîíóñíûìè ñõåìàìè íàáëþäåíèÿ [20℄, [14℄.

Âîçíèêíîâåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà�èè (�Ò) â êîíöå ïðîøëîãî âå-

êà ñâÿçàíî ñ èìåíåì �. Äæ. �àðäíåðà (R. J. Gardner), à åå ïîñòàíîâêè, ìå-

òîäû èññëåäîâàíèé è îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ îòðàæåíû â àâòîðñêîé ìîíî-

ãðà�èè [15℄. Öåëü �Ò ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èí�îðìàöèè î ãåîìåòðè÷åñêîì

îáúåêòå èç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïóòåì åãî îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ïëîñêîñòè, ëèáî ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè. Ïî-ñóùåñòâó, �Ò �

ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã õîðîøî èçâåñòíîé êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè

[12℄. �Ò òåñíî ñâÿçàíà ñ âûïóêëîé è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèåé, äèñêðåòíîé

òîìîãðà�èåé, ðàçðàáîòêàìè â îáëàñòè ìàøèííîãî çðåíèÿ è ðîáîòîòåõíè-

êè.

Áóðíîå ðàçâèòèå äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè (ÄÒ) ñâÿçàíî ñ åå ìíîãî÷èñ-

ëåííûìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè. Åå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ èìåíåì Ë.

Øåïïà (L. Shepp), êîòîðûé îðãàíèçîâàë ïåðâóþ êîí�åðåíöèþ ïî ýòîé òå-

ìå (DIMACS Mini-Symposium on Disrete Tomography, September 19, 1994,

Rutgers University). Öåëü äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè â øèðîêîì ñìûñëå ñî-

ñòîèò â âîññòàíîâëåíèè äèñêðåòíîé �óíêöèè ñ öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿ-

ìè ïî íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó åå èçîáðàæåíèé [16℄. Â ÷àñòíîñòè, ÄÒ �îêó-

ñèðóåòñÿ íà ïðîáëåìå âîññòàíîâëåíèÿ áèíàðíûõ äèñêðåòíûõ �óíêöèé èëè

êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, ïî íåáîëüøîìó ÷èñëó èõ

ïðîåêöèé. Äèñêðåòíàÿ òîìîãðà�èÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ äðóãèìè ìàòåìàòè÷å-

ñêèìè äèñöèïëèíàìè, à èìåííî ñ òåîðèåé ÷èñåë, äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-

êîé, òåîðèåé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, êîìáèíàòîðèêîé. Äèñêðåòíàÿ òîìî-

ãðà�èÿ îáëàäàåò îáøèðíûì ñïèñêîì ïðèëîæåíèé. Ýòî îáðàáîòêà èçîá-

ðàæåíèé, ýëåêòðîííàÿ ìèêðîñêîïèÿ, íàíîòåõíîëîãèè, ìàòåðèàëîâåäåíèå,

íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü, ìåäèöèíà. Â öåëîì çàäà÷è ÄÒ î÷åíü íåóñòîé-

÷èâû è îáëàäàþò áîëüøîé ñòåïåíüþ íåîäíîçíà÷íîñòè [13℄, [22℄.

Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé òîìîãðà�èè, � äëÿ ïà-

ðàëëåëüíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ, � èññëåäîâàëèñü ðàíåå â èçâåñòíûõ ðà-

áîòàõ [21℄�[19℄. Â ïåðâîé ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèé-íåâèäèìîê äëÿ

ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîåêöèé. Îñòàëüíûå òðè

ðàáîòû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ

�óíêöèé-íåâèäèìîê. Òàê, ïðåäëîæåíû êîíñòðóêöèè íà îñíîâå áûñòðî îñ-

öèëëèðóþùèõ �óíêöèé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

[20℄, [14℄, íîñÿò áîëåå îáùèé õàðàêòåð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ëåæàùåé íà ñòûêå ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà�èè,

îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèêè è äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè, ñ�îðìóëèðîâàíû óñëî-

âèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå êîîðäè-

íàò è ñâåòèìîñòåé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èçëó÷àþùèõ ïî ðàçëè÷íûì çàêî-

íàì òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé òðåõìåðíîé ñðåäå áåç

ïîãëîùåíèÿ è ñ ïîãëîùåíèåì. Èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îïòè÷åñêîé ñèñòåìû
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ñ ïëîñêèì ýêðàíîì [4℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå Ôðàóíãî�åðà [1℄.

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Çàäàäèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå R3
äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîä îïòè÷åñêîé ñè-

ñòåìîé (ÎÑ) F = {Σ, E,W, F} ïîíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèáî-

ðà òèïà �îòîàïïàðàòà [4℄, [7℄. �åîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ÎÑ âêëþ÷àåò â ñåáÿ:

1. ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè H (íîñèòåëü äèà�ðàãìû) è E (ýêðàí) ñ ëåæà-

ùåé â íåì ý��åêòèâíîé îáëàñòüþ W , ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè d1
äðóã îò äðóãà;

2. äèà�ðàãìó Σ, çàêðûòóþ òîíêîé ñ�åðè÷åñêîé ëèíçîé ñ �îêóñíûì ðàñ-

ñòîÿíèåì h,
1

h
=

1

D
+

1

d1
;

3. åäèíè÷íûé âåêòîð nF , ëåæàùèé íà îïòè÷åñêîé îñè ïðèáîðà è íàïðàâ-

ëåííûé â ñòîðîíó ïðåäìåòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû

èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ; âåêòîð nF ïðèëîæåí ê öåíòðó îáúåêòèâà â òî÷êå q.
Òî÷êà w0 ∈ W òàêîâà, ÷òî |q − w0| = d0 = inf

w∈E
{|q − w|}. Íàðÿäó ñ

ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìîé ÎÑ ñîäåðæèò �óíêöèþ �èëüòðàöèè F .
Ñåìåéñòâî îïòè÷åñêèõ ñèñòåì Fl, l = 1, . . . , L ðàñïîëàãàåòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå R3
òàê, ÷òî öåíòðû èõ îáúåêòèâîâ ql = (q1l , q

2
l , q

3
l ) ïðèíàäëåæàò ïëîñ-

êîñòè H = {x ∈ R3 | x3 = H}. Ýêðàí E, îáùèé äëÿ âñåõ ÎÑ Fl, çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì x3 = H + d1. Â êà÷åñòâå ý��åêòèâíûõ îáëàñòåé Wl ⊂ E âûáè-

ðàåì îòêðûòûå êâàäðàòû ñî ñòîðîíàìè äëèíîé 2d, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì

àáñöèññ è îðäèíàò çàäàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; öåíòðû ý��åêòèâíûõ îá-

ëàñòåé îáëàäàþò êîîðäèíàòàìè (w1
0l, w

2
0l, H + d1), ãäå

w1
0l = d1

q1l
H
, w2

0l = d1
q2l
H
.

Ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òî÷êè x ∈ {y ∈ R3 | y3 − H < 0}
ïîñðåäñòâîì ÎÑ Fl îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Pl(x) =
(
P 1
l (x), P

2
l (x), H+d1

)
=

(
q1l +d1

x1 − q1l
x3 −H

, q2l +d1
x2 − q2l
x3 −H

,H+d1

)
. (1)

Òî÷êè xj , xk ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûå, åñëè ñóùåñòâóåò l, ïðèíàäëåæàùàÿ
ìíîæåñòâó {1, . . . , L}, òàêàÿ, ÷òî Pl(xj) = Pl(xk). Âñþäó â äàëüíåéøåì

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî öåíòðû îáúåêòèâîâ ëþáûõ òðåõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì èç

çàäàííîãî ñåìåéñòâà Fl íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ìíîæåñòâî

F+ =

L⋂

l=1

Fl+ =

L⋂

l=1

{x ∈ R
3 | x3 −H < 0, Lxql ∩Wl 6= ∅},
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íàçûâàåìîå äîïóñòèìîé îáëàñòüþ ñåìåéñòâà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, è ïðåä-

ñòàâëÿþùåå ñîáîé ïåðåñå÷åíèå äîïóñòèìûõ îáëàñòåé Fl+, j = 1, . . . , L
êàæäîé ÎÑ èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà. Çäåñü ÷åðåç Lxql îáîçíà÷åíà ïðÿ-

ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè x, ql. Ïîä äèñêðåòíûì òåëîì â R3
ïîíèìà-

åòñÿ ïàðà

(
V, µ

)
, ñîñòîÿùàÿ èç íîñèòåëÿ V = {x1, . . . , xN} è ïëîòíîñòè

µ(x) =
N∑
j=1

cjδ(x − xj), ãäå x, xj ∈ R3
, cj ∈ C, δ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äè-

ðàêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F+ íå ïóñòî, è â íåì ñîäåðæèòñÿ íîñèòåëü V
äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, V ⊂ ⋂L

l=1Fl+.

�åçêîå èçîáðàæåíèå äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, ïîëó÷åííîå ïîñðåäñòâîì

îïòè÷åñêîé ñèñòåìû Fl, çàäàåòñÿ �îðìóëîé

uδl(wl) = B
N∑

j=1

cj c(xj , ql)δ
(
wl − Pl(xj)

)
, (2)

ãäå xj ∈ V , B � íåêîòîðàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îòîáðàæåíèå Pl(xj)
îïðåäåëåíî �îðìóëîé (1), à �óíêöèÿ c(x, ql), íàçûâàåìàÿ âåñîâîé �óíêöè-

åé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò çàêîí èçëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî òåëà, ìîæåò ïðèíè-

ìàòü êàê âåùåñòâåííûå, òàê è êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ. ��àçìûòîå� èçîáðà-

æåíèå òîãäà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä,

uFl
(wl) = B

N∑

j=1

cj c(xj , ql)∆l

(
wl − Pl(xj)

)
, (3)

ãäå ∆l

(
wl − Pl(x)

)
� �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êîí�èãóðàöèåé äèà�ðàãìû

è ïàðàìåòðàìè îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äèà�ðàãìû ÿâëÿ-

þòñÿ êâàäðàòàìè ñî ñòîðîíàìè 2d, à äèñêðåòíîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ [1℄, òî

∆l

(
wl − Pl(xj)

)
=

sin
(kd
d1

(
w1

l − P 1
l (xj)

))

w1
l − P 1

l (xj)

sin
(kd
d1

(
w2

l − P 2
l (xj)

))

w2
l − P 2

l (xj)
. (4)

Çäåñü k � âîëíîâîå ÷èñëî.

Ñåìåéñòâî {wl} òî÷åê wl ∈ Wl, l = 1, . . . , L íàçîâåì ãåîìåòðè÷åñêè ñî-

ãëàñîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ ⋂L
l=1Fl+ òàêàÿ, ÷òî Pl(x) = wl äëÿ

âñåõ l = 1, . . . , L. Â ÷àñòíîñòè, êðèòåðèé ãåîìåòðè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè

äëÿ äâóõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì F1, F2 �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 1.1. Òî÷êè w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàíû åñëè

è òîëüêî åñëè

|w1 − w2| > |b|, |〈w1 − w2 , b〉| = |w1 − w2| |b|.
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Îáùèé ñòåðåîïðîîáðàç x òî÷åê w1, w2 ìîæåò áûòü íàéäåí ïî �îðìóëàì

x = q1 +
(b, a2, a1 × a2)

|a1 × a2|2
a1 = q2 −

(b, a1, a1 × a2)

|a1 × a2|2
a2, (5)

ãäå a1 = w1 − q1, a2 = w2 − q2, b = q1 − q2, ÷èñëèòåëè äðîáåé ñîäåðæàò

ñìåøàííûå ïðîèçâåäåíèÿ (a , b , c) âåêòîðîâ a, b, c.

Äîêàçàòåëüñòâî ñ�îðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â íåïîñðåä-

ñòâåííîé ïðîâåðêå.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ è çàêëþ-

÷åíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîâåäåí ñâåäåííûé ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ

àíàëèç õàðàêòåðà íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè âîññòàíîâëåíèè ïðîñòåéøåãî äèñ-

êðåòíîãî òåëà ïðè ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ �óíêöèÿõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. �àç-

äåë 3, ïîñâÿùåííûé âîïðîñàì îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ äèñ-

êðåòíîãî òåëà, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ

ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè (èíòåíñèâíîñòåé îïòè÷åñêèõ èñòî÷íè-

êîâ) äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷àþùèõ òî÷åê. Òàì æå îáñóæäàþòñÿ

âàðèàíòû àëãîðèòìîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ êàê íîñèòåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà(
V, µ

)
, òàê è åãî ïëîòíîñòè µ(x). Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ñæàòîå èçëîæåíèå

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû.

�2. Àíàëèç íåîäíîçíà÷íîñòåé ïðè âîññòàíîâëåíèè

äèñêðåòíîãî òåëà

Â ðàáîòå [14℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

ñâåòÿùèõñÿ òî÷åê (äèñêðåòíîãî òåëà) â Rn
ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó åãî èçîáðà-

æåíèé ìîæåò âîçíèêàòü ñóùåñòâåííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü. Ïðèâåäåì è ïðî-

àíàëèçèðóåì ïðèìåð, ïðîÿñíÿþùèé õàðàêòåð íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè îïðå-

äåëåíèè êîîðäèíàò è ñâåòèìîñòåé äèñêðåòíîãî òåëà ïðè n = 3. Áóäåì
èñõîäèòü èç ðåçêîãî èçîáðàæåíèÿ äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
ïðè âåñîâûõ

�óíêöèÿõ c(x, ql) âèäà:
(1) c(x, ql) = |x− ql|r;
(2) c(x, ql) = exp{ik|x− ql|} |x− ql|r;
(3) c(x, ql) = exp{−ε|x− ql|} |x− ql|r, l = 1, 2, r âåùåñòâåííî, r 6= 0.

Ïóñòü äèñêðåòíîå òåëî

(
V, µ

)
ñîñòîèò èç òî÷åê x0, x1 ∈ F1+

⋂F2+ ⊂ R3

(ðèñ. 1), ïëîòíîñòü æå µ åñòü µ(x) = c0δ(x− x0) + c1δ(x− x1), íî çíà÷åíèÿ
êîý��èöèåíòîâ c0, c1 ïðîèçâîëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè x0, x1, q1, q2
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (q1−
q2, x0−x1, x0−q1) îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (ëåììà 1.1), ÷òî
êàæäàÿ èç òî÷åê w10 = P1(x0), w11 = P1(x1) ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàíà ñ
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òî÷êàìè w20 = P2(x0), w21 = P2(x1). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Q ãåîìåò-

ðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {w10, w20},
{w10, w21}, {w11, w20}, {w11, w21}, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè

(5) äàþò ÷åòûðå ïðîîáðàçà, à èìåííî òî÷êè x0, x1, x2, x3 ∈ V̄ , è íîñèòåëü V
èñõîäíîãî äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå V̄ , ïðè÷åì V

íå ñîäåðæèò ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê, à V̄ óæå öåëèêîì ñîñòîèò èç

òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíîé ïî îòíîøåíèþ

ê êàæäîé èç äâóì çàäàííûì ÎÑ.

Ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé �àêò â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé �îðìå áûë

óñòàíîâëåí â ðàáîòå [14℄ ìåòîäàìè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Çäåñü ïðèâåäå-

íî íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà ëåììû. Îñòàëü-

íûå ðåçóëüòàòû ýòîãî è ðàñïîëàãàþùèõñÿ íèæå ðàçäåëîâ íîâûå.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü â R3
çàäàíû äâå îïòè÷åñêèå ñèñòåìû F1, F2, íî-

ñèòåëü V = {x0, x1} äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
òàêîâ, ÷òî V ⊂ F1+

⋂F2+,

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (q1− q2, x0 −x1, x0− q1) îáðàùàåòñÿ â íóëü, wlj =
Pl(xj) ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð èíäåêñîâ l = 1, 2, j = 0, 1. Ïóñòü
x2 ∈ Lx0q1

⋂ Lx1q2, x3 ∈ Lx0q2

⋂ Lx1q1, è V̄ = {x0, x1, x2, x3}. Òîãäà äëÿ

òî÷åê x0, x1, x2, x3 ∈ V̄ , q1, q2 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

|x0 − q1|
|x2 − q1|

|x1 − q1|
|x3 − q1|

=
|x0 − q2|
|x3 − q2|

|x1 − q2|
|x2 − q2|

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ

øåñòè òî÷åê q1, q2, x0, x1, x2, x3. Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå Lx0q1

è Lx0q2 ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ââåäåì â ïëîñêîñòè, êîòîðîé

ïðèíàäëåæàò òî÷êè x0, x1, x2, x3, q1, q2, ñîáñòâåííóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äå-

êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 òàê, ÷òî x0 = (0, 0),
x2 = (1, 0), q1 = (u, 0), x3 = (0, 1) è q2 = (0, v), u, v > 1. Òîãäà |x0 − q1| = u,
|x0 − q2| = v, |x2 − q1| = u − 1, |x3 − q2| = v − 1, |x3 − q1| =

√
u2 + 1,

|x2 − q2| =
√
v2 + 1. Íàõîäÿ êîîðäèíàòû òî÷êè x1 =

(u(v − 1)

uv − 1
,
v(u− 1)

uv − 1

)
,

ïîëó÷èì |x1 − q1| =
u(v − 1)

uv − 1

√
u2 + 1, |x1 − q2| =

u(v − 1)

uv − 1

√
v2 + 1. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé â (6), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

u
v(u− 1)

uv − 1

√
u2 + 1

(u− 1)
√
u2 + 1

=
v
u(v − 1)

uv − 1

√
v2 + 1

(v − 1)
√
v2 + 1

,

êîòîðîå äàåò òîæäåñòâî

uv

uv − 1
=

uv

uv − 1
, çàâèñÿùåå ëèøü îò �ðàññòîÿ-

íèé� 1, u, v ìåæäó òî÷êàìè íà ïðÿìûõ Lx0q1, Lx0q2 è íå çàâèñÿùåå îò âå-

ëè÷èí

√
u2 + 1,

√
v2 + 1, êîòîðûå ëèøü è âîçíèêàþò â ðàìêàõ òðåáîâàíèÿ
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åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû R2
. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêîâ áû íè áûë óãîë ìåæäó

ïðÿìûìè Lx0q1 è Lx0q2, òîæäåñòâî (6) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. ✷

Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ìîæíî ëè ïîäîáðàòü íå îáðàùàþùè-

åñÿ â íóëü âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà cj , j = 0, 1, 2, 3, òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðåçêèå èçîáðàæåíèÿ uδl, l = 1, 2, òî÷åê x0, x1, x2, x3 ∈ V̄ îá-

ðàùàëèñü â íóëü? Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òðåõ

�èñ. 1: Íîñèòåëü V̄ = {x0, x1, x2, x3}, ñîäåðæàùèé èñõîäíûå òî÷êè {x0, x1} è

ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûå òî÷êè {x2, x3} äèñêðåòíîãî òåëî
(
V̄ , µ

)
.

âàðèàíòîâ âåñîâûõ �óíêöèé, ïðåäâàðèòåëüíî çàïèñàâ ðåçêîå èçîáðàæå-

íèå (2) äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, V = {x1, . . . , xN}, µ(x) =

N∑
j=1

cjδ(x − xj),

V ⊂ ⋂L

l=1Fl+, â ïðèâû÷íîì âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé:

wlj ≡
(
Pl(xj)

)
= B

N∑

j=1

aljcj , l = 1, . . . , L, (7)

ãäå alj = c(xj , ql).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè V çàäàíî, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîäåðæèò N íåèç-

âåñòíûõ cj è ñîñòîèò èç NL óðàâíåíèé. Åñëè V íå ñîäåðæèò ãåîìåòðè-

÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê, òî ñåìåéñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê

ñîñòîèò èç N2
ýëåìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî V̄ òàêæå ñîñòîèò

èõ N2
ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì �íîâàÿ� ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî N2

íåèçâåñòíûõ c̄j ñîñòîèò èç òàêîãî æå êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé.
(1) Âåñîâàÿ �óíêöèÿ c(x, ql) = |x− ql|r, r ðàöèîíàëüíî, r 6= 0, l = 1, 2.

Â ÷àñòíîñòè, âåñîâàÿ �óíêöèÿ c(x, ql) = |x − ql|−2
, l = 1, 2, ñîîòâåòñòâóåò

ðåçêîìó �îòîìåòðè÷åñêîìó èçîáðàæåíèþ. Ìàòðèöà A ñèñòåìû ëèíåéíûõ
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îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé A c = 0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ cj, ñî-
ñòàâëÿþùèõ âåêòîð-ñòîëáåö c = (c0, c1, c2, c3)

T
, j = 0, 1, 2, 3, òàêîâà,

A =




|x0 − q1|r 0 |x2 − q1|r 0

0 |x1 − q1|r 0 |x3 − q1|r

|x0 − q2|r 0 0 |x3 − q2|r

0 |x1 − q2|r |x2 − q2|r 0




. (8)

Åå îïðåäåëèòåëü

detA = −|x0 − q1||x1 − q1||x2 − q2||x3 − q2|+ |x0 − q2||x1 − q2||x2 − q1||x3 − q1|
â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.1 îáðàùàåòñÿ â íóëü, ðàíã æå ìàòðèöû A ðà-

âåí 3. Ïðèäàâàÿ çíà÷åíèþ êîý��èöèåíòà c0 ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî,

âûðàæàÿ îñòàëüíûå òðè êîý��èöèåíòà ÷åðåç c0, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå-

�íåâèäèìêó�, ñîñòîÿùåå èç 4-õ òî÷åê ñî ñâåòèìîñòÿìè, íå ðàâíûìè íóëþ,

íî ïðè ýòîì îáà ðåçêèõ èçîáðàæåíèé êîòîðîãî îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Åñëè ñòîëáåö B ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû A c = B íåíóëåâîé, òî ëèáî

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, ÷òî íà ïðàêòèêå íå ðåàëèçóåìî, ëèáî ðàíãè îñíîâ-

íîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñîâïàäàþò è ðàâíû òðåì. È òîãäà ñâåòèìîñòè

÷åòûðåõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî

âûáîðà ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû.

(2) Âåñîâàÿ �óíêöèÿ c(x, ql) = exp{ik|x − ql|}|x − ql|r, l = 1, 2, r ðà-

öèîíàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè c(x, ql) =
exp{ik|x− ql|}

|x− ql|
, l = 1, 2 âåñîâàÿ

�óíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåçêîìó âîëíîâîìó èçîáðàæåíèþ ïðè n = 3. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ ρjl äëÿ âåëè÷èí |xj − ql|, j = 0, 1, 2, 3, l = 1, 2. Ìàòðèöà

A ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé A c = 0, c = (c0, c1, c2, c3)
T
,

j = 0, 1, 2, 3, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ cj , j = 0, 1, 2, 3, ïðèìåò ñëå-
äóþùèé âèä,

A =




eikρ01ρr01 0 eikρ21ρr21 0

0 eikρ11ρr11 0 eikρ31ρr31

eikρ02ρr02 0 0 eikρ32ρr32

0 eikρ12ρr12 eikρ22ρr22 0




. (9)

Åå îïðåäåëèòåëü

detA = −eikρ01ρr01e
ikρ11ρr11e

ikρ22ρr22e
ikρ32ρr32 + eikρ02ρr02e

ikρ12ρr12e
ikρ21ρr21e

ikρ31ρr31

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

eikρ01ρr01
eikρ21ρr21

eikρ11ρr11
eikρ31ρr31

=
eikρ02ρr02
eikρ32ρr32

eikρ12ρr12
eikρ22ρr22

,
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êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå:

eik(ρ01−ρ21)eik(ρ11−ρ31)

(
ρ01ρ11
ρ21ρ31

)r

= eik(ρ02−ρ32)eik(ρ12−ρ22)

(
ρ02ρ12
ρ32ρ22

)r

. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü îáðàùàåòñÿ

â íóëü ïðè óñëîâèè

eik
(
|x0−x2|+|x1−x3|

)
= eik

(
|x1−x2|+|x0−x3|

)
. (10)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòíîøåíèå (10) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âîëíîâîå ÷èñëî ïðè-

íèìàåò îäíî èç ñëåäóþùåãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé,

k =
2πn

|x0 − x2|+ |x1 − x3| − |x1 − x2| − |x0 − x3|
, n = 0,±1,±2, . . . , (11)

ïðè íåðàâíîì íóëþ çíàìåíàòåëå; ëèáî, ïðè ëþáîì k, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|x0 − x2|+ |x1 − x3| = |x1 − x2|+ |x0 − x3|, (12)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíû ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ x0, x2, x1, x3 (ñì. ðèñ. 1).

Ïóñòü íàðÿäó ñ óñëîâèåì (6), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (ëåì-

ìà 2.1), âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (11) èëè (12). �àññìàòðèâàÿ îäíî-

ðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ïóíêòå 1.

Èìåííî, êîý��èöèåíòàìè cj , j = 0, 1, 2, 3 ðàñïîðÿæàåìñÿ òàê æå, êàê â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïóñòü òåïåðü ïðè ðàâíîì íóëþ îïðåäåëèòåëå ìàòðè-

öû A, çàäàííîé (9), ñèñòåìà íåîäíîðîäíà è ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé
ìàòðèö ðàâíû òðåì. Òîãäà âíîâü, êàê è â ïóíêòå 1, ïîëó÷àåì íåîïðåäåëåí-

íîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû) ïðè îïðåäåëåíèè ñâåòè-

ìîñòåé cj, j = 0, 1, 2, 3.
Åñëè æå íå èìååò ìåñòà óñëîâèå (10), ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåâûïîëíå-

íèþ óñëîâèé (11) è (12), òî ðàíã ìàòðèöû (9) ðàâåí ÷åòûðåì, ÷òî âëå÷åò

çà ñîáîé îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ñâåòèìîñòåé cj , 0 ≤ j ≤ 3, êîòîðûå
îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, è èìåþò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, â óñëîâèÿõ ïðèìåðà ïðè

ýòîì c2 = c3 = 0 è òî÷êè x2, x3 ÿâëÿþòñÿ �ëîæíûìè�.

(3) Âåñîâàÿ �óíêöèÿ c(x, ql) = exp{−ε|x − ql|}|x − ql|r, l = 1, 2, r ðà-

öèîíàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè c(x, ql) =
exp{−ε|x− ql|}

|xj − ql|2
âåñîâàÿ �óíêöèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ðåçêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó �îòîìåòðè÷åñêîìó èçîáðàæå-

íèþ. Ñ ââåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿ ρjl äëÿ âåëè÷èí |xj − ql|, j = 0, 1, 2, 3,
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l = 1, 2, ìàòðèöà A ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé A c = 0,

c = (c0, c1, c2, c3)
T
, j = 0, 1, 2, 3, ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä,

A =




e−ερ01ρr01 0 e−ερ21ρr21 0

0 e−ερ11ρr11 0 e−ερ31ρr31

e−ερ02ρr02 0 0 e−ερ32ρr32

0 e−ερ12ρr12 e−ερ22ρr22 0




. (13)

Åå îïðåäåëèòåëü

detA = − e−ερ01ρr01e
−ερ11ρr11e

−ερ22ρr22e
−ερ32ρr32

+e−ερ02ρr02e
−ερ12ρr12e

−ερ21ρr21e
−ερ31ρr31

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.1) (12),

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíû ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ x0, x2, x1, x3 (ñì. ðèñ. 1). Îïðåäå-

ëèòåëü ìàòðèöû (13) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(12) íà ãåîìåòðèþ ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ. Ïðîâîäÿ àíàëèç, àíàëîãè÷-

íûé àíàëèçó, ïðîâåäåííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷àåì ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.

�åçóëüòàòû ðàññìîòðåíèÿ òðåõ âåñîâûõ �óíêöèé ñ�îðìóëèðóåì â âèäå

ëåììû.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 2.1 âåñîâûå �óíêöèè îïòè÷åñêèõ

ñèñòåì F1,F2 èìåþò âèä:

(1) c(x, ql) = |x− ql|r, r ðàöèîíàëüíî, r 6= 0, l = 1, 2. Òîãäà ðàíã ìàòðèöû
A (8) ðàâåí òðåì. Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ A c = 0 è íåîäíîðîäíûõ A c = B

óðàâíåíèé îáëàäàþò ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé,

åñëè ðàíãè îñíîâíîé ìàòðèöû A è ðàñøèðåííîé A|B ñîâïàäàþò.

(2) c(x, ql) = exp{ik|x−ql|}|x−ql|r, l = 1, 2, r ðàöèîíàëüíî. Òîãäà ðàíã ìàò-
ðèöû A (9) ðàâåí òðåì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (11) èëè (12). Ñèñòåìû

îäíîðîäíûõ A c = 0 è íåîäíîðîäíûõ A c = B óðàâíåíèé îáëàäàþò ìíî-

æåñòâîì ðåøåíèé ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, åñëè ðàíãè îñíîâíîé A
è ðàñøèðåííîé A|B ìàòðèö ñîâïàäàþò è ðàâíû òðåì. Ñèñòåìà íåîäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè í å âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(11) è (12).

(3) c(x, ql) = exp{−ε|x − ql|}|x − ql|r, l = 1, 2, r ðàöèîíàëüíî. Òîãäà ðàíã
ìàòðèöû A (13) ðàâåí òðåì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12). Ñèñòåìû îäíî-

ðîäíûõ A c = 0 è íåîäíîðîäíûõ A c = B óðàâíåíèé îáëàäàþò ìíîæåñòâîì

ðåøåíèé ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, åñëè ðàíãè îñíîâíîé ìàòðèöû A è

ðàñøèðåííîé A|B ñîâïàäàþò è ðàâíû òðåì. Ñèñòåìà íåîäíîðîäíûõ óðàâ-

íåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå (12).
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Ñ�îðìóëèðóåì âûâîäû, ê êîòîðûì ïðèõîäèì â ðåçóëüòàòå ðàññìîòðå-

íèÿ â ýòîì ðàçäåëå ïðîñòîãî âàðèàíòà çàäà÷è î åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëå-

íèÿ êîîðäèíàò è ñâåòèìîñòåé äèñêðåòíîãî òåëà ïî åãî ðåçêèì èçîáðàæå-

íèÿì, ïîëó÷åííûõ ïîñðåäñòâîì äâóõ ÎÑ F1, F2.

1. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íîñèòåëÿ 3D äèñêðåòíîãî òåëà ïî äâóì åãî

ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåðèè äâóìåðíûõ çàäà÷.

Îáðàçû íîñèòåëÿ V ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ïàðàëëåëü-

íûõ ýïèïîëÿðíûõ ëèíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç q1, q2 (ýïèïîëÿðíûõ ïëîñêîñòåé), ñ ýêðàíîì E. Èíûìè
ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ðàçáè-

åíèåì, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñóòü ïàðû òî÷åê (w1, w2), w1 = P1(x0) ∈ W1,

w2 = P2(x0) ∈ W2, x0 ∈ V . Âñå îáðàçû òî÷åê xj ∈ V , j = 1, . . . , N íîñèòå-

ëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ýïèïîëÿðíûõ ëèíèé ñ

ý��åêòèâíûìè îáëàñòÿìè W1, W2.

2. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íîñèòåëÿ äèñêðåòíîãî òåëà, ëåæàùåãî â ýïè-

ïîëÿðíîé ïëîñêîñòè, ïî äâóì åãî ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî V0, ñîñòîÿùåå èç N0 ýëåìåíòîâ, íå

ñîäåðæèò òî÷åê, ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ îòíîñèòåëüíî ÎÑ F1, F2. Òîãäà

íà ïåðåñå÷åíèè ýïèïîëÿðíîé ëèíèè ñ êàæäîé èç ý��åêòèâíûõ îáëàñòåé

W1, W2 ëåæèò â òî÷íîñòè N0 òî÷åê wlm, l = 1, 2, m = 1, . . . , N0. ßñíî, ÷òî

ìíîæåñòâî Q ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê ñîñòîèò èç (N0)
2
ýëå-

ìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî V̄0 òàêæå ñîäåðæèò (N0)
2
òî÷åê. Â

äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî V0 ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíîãî N0, à V̄0 � èç ìàê-

ñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà (N0)
2
òî÷åê, äàþùèõ îäíî è òî æå èçîáðàæåíèå

íà ÎÑ F1, F2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷å-

ñòâî âàðèàíòîâ êàê êîëè÷åñòâà, � ìåæäó N0 è (N0)
2
, � òàê è âàðèàíòîâ

ãåîìåòðè÷åñêîé êîí�èãóðàöèè òî÷åê (ïðè îäíîì è òîì æå èõ êîëè÷åñòâå)

íîñèòåëÿ äèñêðåòíîãî òåëà.

Âòîðîé ñëó÷àé âîçíèêàåò, åñëè êîëè÷åñòâî òî÷åê w1k è w2m ðàçëè÷íî:

K0 è M0. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê V̄km ñîäåðæèò K0M0, à î

ìèíèìàëüíîì ìíîæåñòâå òðóäíî ÷òî-ëèáî ñêàçàòü áåç íàëè÷èÿ àïðèîðíîé

èí�îðìàöèè. Îäíî èç îãðàíè÷åíèé � óñëîâèå âèäèìîñòè ìíîæåñòâà òî-

÷åê èç V , ò.å. îòñóòñòâèå â V ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê. Ýòî óñëîâèå

äîñòàòî÷íî ñèëüíîå.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò ÷èñòî êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à ïîäñ÷åòà êî-

ëè÷åñòâà è âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé òî÷åê

íîñèòåëÿ, äàþùèõ îäíè è òå æå ðåçêèå èçîáðàæåíèÿ íà äâóõ ÎÑ.

3. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ äèñêðåòíîãî òåëà, ëåæàùåãî â ýïèïîëÿðíîé

ïëîñêîñòè, ïî äâóì åãî ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì.

Â ïóíêòàõ 1, 2 ðå÷ü øëà ëèøü îá îïðåäåëåíèè êîîðäèíàò (ìåñòîïîëî-

æåíèÿ) òî÷åê, � â ïðîñòðàíñòâå èëè íà ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè � ïî èõ
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èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì íà äâóõ ý��åêòèâíûõ îáëàñòÿõ. Â ýòîì ïóíêòå ìû

ïîäêëþ÷àåì èí�îðìàöèþ î ñâåòèìîñòè µ äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, èñõîäÿ

èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå âàðèàíòîâ âåñîâûõ �óíêöèé. Ñòðîãî ãîâîðÿ,

ýòî � àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíîãî ìíîæåñòâà V̄ , ñîäåðæàùåãî ìíîãî ãåîìåòðè÷åñêè

äâîéíûõ òî÷åê, ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

êâàäðàòíîé ìàòðèöåé. Ñèñòåìà ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ,K0M0 óðàâíåíèé

è ñòîëüêî æå íåèçâåñòíûõ.

Âåñîâàÿ �óíêöèÿ ïåðâîãî òèïà íå äàåò âîçìîæíîñòè îäíîçíà÷íîãî îï-

ðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî òåëà. Âåñîâàÿ �óíêöèÿ âòîðîãî òèïà ïîçâîëÿåò îä-

íîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå êàê êîîðäèíàò òî÷åê íîñèòåëÿ, òàê è èõ ñâåòè-

ìîñòåé ïðè íåâûïîëíåíèè äâóõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ óñëîâèé. Íàèáîëåå

áëàãîïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè â îäíîðîäíîé ñðåäå èìååòñÿ ïî-

ñòîÿííîå ïîãëîùåíèå. Òîãäà îäíîçíà÷íîìó âîññòàíîâëåíèþ ìîæåò ïîìå-

øàòü òîëüêî äîñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå èñ-

òî÷íèêîâ èç V̄ .

�3. Îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ äèñêðåòíîãî òåëà â

ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü {Fl}, l = 1, . . . , L � ñåìåéñòâî îïòè÷åñêèõ ñèñòåì è

(
V, µ

)
�

äèñêðåòíîå òåëî òàêîå, ÷òî V ⊂ ⋂L
l=1Fl+. Ïðèìåíèâ ê íîñèòåëþ V ãåî-

ìåòðè÷åñêèå Pl-îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìûå �îðìóëîé (1), ïîëó÷èì íà êàæ-

äîé ý��åêòèâíîé îáëàñòè Wl ñåìåéñòâî òî÷åê {wlnl
}, ãäå nl = 1, . . . , Nl.

�àçëè÷íîå ÷èñëî Nl òî÷åê íà îáëàñòÿõ Wl, l = 1, . . . , L, îáóñëîâëåíî ðàç-

ëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ

ÎÑ {Fl}. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íîñèòåëü V âîîáùå íå ñîäåðæèò îïòè÷åñêè

äâîéíûõ òî÷åê, òî ÷èñëà Nl îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê

â íîñèòåëå.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
ïî

èçâåñòíîìó ñåìåéñòâó òî÷åê {wlnl
}. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê Q =⋃L

l=1{wlnl
} =

⋃L
l=1 Pl(V ). Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ãåîìåòðè÷åñêîé ñîãëàñîâàí-

íîñòè, ðàçîáüåì ìíîæåñòâî Q íà ñåìåéñòâà ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ

òî÷åê Qj . Êàæäîìó ñåìåéñòâó Qj ñîïîñòàâèì ïî �îðìóëàì (5) ñòåðåîïðî-

îáðàç xj ∈ ⋂L
l=1Fl+, òî åñòü êàæäîìó ìíîæåñòâó Qj ñîïîñòàâëåíà îäíà è

òîëüêî îäíà òî÷êà xj ∈ V̄ . Òàêèì îáðàçîì,

Q =

L⋃

l=1

{wlnl
} =

L⋃

l=1

Pl(V ) =

J⋃

j=1

Qj , (14)

ãäå Qj =
⋃L

l=1 Pl(xj) äëÿ âñÿêîãî j = 1, . . . , J , è ìíîæåñòâó Q (14) ñîîòâåò-

ñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê {xj} = V̄ èç

⋂L
l=1Fl+, ïðè÷åì V ⊆ V̄ .
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Íèæå ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Q. Åãî ïîñòðîåíèå

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñå-

ìåéñòâî Qn1
⊂ Q ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ ïðèíàäëåæàùèõ ý��åê-

òèâíûì îáëàñòÿì Wl, l = 1, . . . , L, òî÷åê. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàÿ îñ-

òàâøèåñÿ ñåìåéñòâà Qnj
⊂ Q, nj 6= n1, îáúåäèíÿÿ ñ Qn1

òå èç íèõ, êî-

òîðûå îáëàäàþò íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì ñ íèì, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî U1.

Äàëåå ïðèñîåäèíÿåì ê U1 òå ñåìåéñòâà èç ìíîæåñòâà Q, êîòîðûå îáëàäàþò
íåïóñòûìè ïåðåñå÷åíèÿìè õîòÿ áû ñ îäíèì èç ñåìåéñòâ, óæå âõîäÿùèõ â

U1. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî

U1 = Qn1

⋃
Qn2

⋃
. . .

⋃
Qni

, ñîñòîÿùåå èç îáúåäèíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ñî-

ãëàñîâàííûõ ìåæäó ñîáîé òî÷åê, òàêèõ ÷òî:

(1) äëÿ âñÿêîãî nk ñóùåñòâóåò nm, òàêîå ÷òî Qnk

⋂
Qnm

6= ∅;
(2) åñëè j 6= n1, n2, . . . , ni, òî Qj

⋂
U1 = ∅.

Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïî îòíîøåíèþ ê ñåìåéñòâàì ãåîìåòðè÷å-

ñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê, íå âîøåäøèõ â ìíîæåñòâî U1, ïîëó÷àåì ìíî-

æåñòâî U2. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì âïëîòü äî ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ ìíî-

æåñòâà Q, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ ìíîæåñòâà Q (14) ÷åðåç ìíîæåñòâà

Un, Q =
⋃N

n=1 Un. Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ U1, U2, . . ., UN ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åíî ïîëíîå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Q (14), òàê ÷òî åñëè

n 6= m, òî Un

⋂
Um = ∅ è ñïðàâåäëèâî (15). �àçáèåíèå (15) ìíîæåñòâà

Q çàäàåò íå ïåðåñåêàþùååñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V̄ = {xj} =
⋃N

n=1 Vn,

ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî Vn ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì Un ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ

Pl-îòîáðàæåíèÿõ, òî åñòü
⋃L

l=1 Pl(Vn) = Un, n = 1, . . . , N . Òàêèì îáðàçîì,

Q =

N⋃

n=1

Un =

N⋃

n=1

( L⋃

l=1

Pl(Vn)
)
. (15)

Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ. Â ñî÷åòà-

íèè ñ áîëüøîé áóêâîé îáîçíà÷åíèå |M | ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ

â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M òî÷åê èç R3
.

1. Pl(V̄ ) = Pl(V ) äëÿ âñåõ l = 1, . . . , L.
2. |Qj| = L äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , J .
3. N ≤ J ; N = J òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêèõ i, j = 1, . . . , J ,
i 6= j, ñïðàâåäëèâî Qi

⋂
Qj = ∅.

4. Åñëè Qn

⋂
Qm 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ n,m = 1, . . . , J , n 6= m, òî ñóùåñòâóþò

l òàêîå, ÷òî Fl(xn) = Fl(xm).
5. Åñëè V̄ \ V 6= ∅ è xj ∈ V̄ \ V , òî äëÿ âñÿêîãî l = 1, . . . , L ñóùåñòâóåò

òî÷êà xn(l) ∈ V̄ \ {xj} òàêàÿ, ÷òî Pl(xj) = Pl(xn(l)).
Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî 5. Ïóñòü xj ∈ V̄ \V 6= ∅. Çà�èêñèðóåì íîìåð

l îïòè÷åñêîé ñèñòåìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç wl òî÷êó Pl(xj). Åñëè íå ñóùåñòâó-
åò òî÷êè xn(l) òàêîé, ÷òî wl = Pl(xn(l)), òî |Pl(V̄ )| = |Pl(V̄ \ {xj})|+ 1. Íî
òîãäà Pl(V̄ ) 6= Pl(V ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó 1.
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Î ñîîòíîøåíèè ìåæäó êîëè÷åñòâîì îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, íåîáõîäèìûõ

äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íîñèòåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, è

êîëè÷åñòâîì òî÷åê â íåì, ãîâîðèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü çàäàíû îïòè÷åñêèå ñèñòåìû {Fl}, l = 1, . . . , L. Ñó-
ùåñòâóåò äèñêðåòíîå òåëî

(
V, µ

)
òàêîå, ÷òî |V̄ | = |V |+1 = L+1. Åñëè îïòè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà F0 /∈ {Fl} è V̄ ⊂ ⋂L

l=1Fl+

⋂F0+, òî ìíîæåñòâî îïòè÷åñêèõ

ñèñòåì

(⋃L

l=1{Fl}
)⋃{F0} ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü íîñèòåëü V

äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà V è V̄ . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êó x0 ∈ ⋂L

l=1Fl+ è ðàññìîòðèì îòðåçêè {yl ∈
R3 | yl = tx0 + (1 − t)ql, 0 ≤ t ≤ 1} ïðÿìûõ Lx0ql, l = 1, . . . , L. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî l â ñèëó îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà

⋂L
l=1Fl+ ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå

÷èñëî tl ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî òî÷êà xl = tlx0 + (1 − tl)ql ∈ ∩L
l=1Fl+. Ïóñòü

V = {xl}, l = 1, . . . , L. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî A =
⋃L

l=1 Pl(xl). Èç ñïî-
ñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà V âûòåêàåò, ÷òî Pl(xl) = Pl(x0) ïðè âñÿêîì

l = 1, . . . , L. Ïîýòîìó A � ñåìåéñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ òî÷åê

è x0 ∈ V̄ , íî x0 /∈ V . Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òðèâèàëüíà. ✷

Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî

íàõîäèòü íîñèòåëü V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî îïòè÷åñêèõ ñèñòåì {Fl}, l =
1, . . . , L, è äèñêðåòíîå òåëî

(
V, µ

)
, V ⊂ ⋂L

l=1Fl+. Åñëè ãåîìåòðè÷åñêèå Pl-

îòîáðàæåíèÿ íîñèòåëÿ V òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 1, . . . , N ñóùåñòâóåò

l òàêîå, ÷òî |Pl(Vn)| < L, ãäå V̄ =
⋃N

n=1 Vn, òî V̄ = V . Çäåñü N � êîëè÷åñòâî

ìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè (15) ìíîæåñòâà Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì öåëîå ÷èñëî n è òî÷êó x0 ∈ Vn. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî x0 ∈ V̄ \V 6= ∅. Èç ñâîéñòâà 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî öåëîãî
l = 1, . . . , L íàéäåòñÿ òî÷êà xl(n) ∈ Vn \ {x0} òàêàÿ, ÷òî Pl(x0) = Pl(xl(n)).
�àññìîòðèì ìíîæåñòâà B =

(⋃L

l=1 xl(n)
)⋃

x0 ⊂ Vn è Pl(B) äëÿ âñåõ

l = 1, . . . , L. Ïîêàæåì, ÷òî |Pl(B)| = L äëÿ ëþáîãî l. Åñëè ýòî íå òàê, òî äëÿ
íåêîòîðîãî l0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Pl0(B)| < L (îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò â ñèëó ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà B), òî åñòü
ñóùåñòâóþò òî÷êè xl1 , xl2 ∈ B \{x0} òàêèå, ÷òî Pl0(xl1(n)) = Pl0(xl2(n)). Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòðû îáúåêòèâîâ ql0 , ql1 , ql2 îïòè÷åñêèõ ñèñòåì Fl0 , Fl1,

Fl2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîãëàøåíèþ, ïðèíÿòîìó â

íà÷àëå ðàáîòû îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ l ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Pl(B) = L.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ, òî

V̄ \ V = ∅, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ✷
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Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü çàäàíà îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà F1 è äèñêðåòíîå

òåëî

(
V, µ

)
. Åñëè îòíîñèòåëüíî íîñèòåëÿ V èçâåñòíî, ÷òî V ⊂ F1+ ∩ {y ∈

R3 | y3 ≤ H − ε, ε > 0}, òî ñóùåñòâóåò îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà F2 òàêàÿ, ÷òî

ïî ãåîìåòðè÷åñêèì P1-, P2-èçîáðàæåíèÿì äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
åãî íî-

ñèòåëü V îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî P1(V ) = {wj}, j = 1, . . . , J è

ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ [wi, wj], i 6= j. Âûáåðåì äâå òî÷êè wb, we òàê, ÷òîáû

îòðåçîê [wb, we] íå áûë áû ïàðàëëåëåí íè îäíîìó èç èìåþùèõñÿ îòðåçêîâ

[wi, wj]. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè wb, we, q1 ïëîñêîñòü. Òî÷êó q2 âûáåðåì â ïå-

ðåñå÷åíèè ïðîâåäåííîé ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè {y ∈ R3 | y3 = H}, q2 6= q1.
Óñëîâèå V ⊂ F1+ ∩ {y ∈ R3 | y3 ≤ H − ε, ε > 0} îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî

ïîñòðîèòü îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó F2 ñ äîïóñòèìîé îáëàñòüþ F2+, íå ñîâïà-

äàþùåé ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì {y ∈ R3 | y3 ≤ H}, è ý��åêòèâíîé îáëàñòüþ

W2, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îòêðûòûé êâàäðàò, îïðåäåëÿåìîé äîïóñòèìîé

îáëàñòüþ F2+. Åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ V ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî ìåñòîïîëîæåíèå öåíòðà îáúåêòèâà q2 òàêîâî, ÷òî â ìíîæåñòâå V íåò

ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêîé ñèñòåìû F2. ✷

3.1. Âîññòàíîâëåíèå íîñèòåëÿ â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-

äà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íîñèòåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
ïðè íàëè÷èè

àïðèîðíîé èí�îðìàöèè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî V íå ñîäåðæèò ãåîìåò-

ðè÷åñêè äâîéíûõ òî÷åê è èõ âîçíèêíîâåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè V̄ àïðèîðíàÿ

èí�îðìàöèÿ íå ïîçâîëÿåò.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå êîí-

ñòðóêöèè. Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, äåëÿùàÿ ìíîæåñòâî

R3 \ S íà îãðàíè÷åííóþ S− è íåîãðàíè÷åííóþ S+ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè;

X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè S. Ìíîæåñòâî ω(x) ⊆ R3
, ãäå

x ∈ X , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (â îïðåäåëåíèè íèæå [x, y) �
ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë):

ω(x) = {y ∈ S+ | [x, y)
⋂

S = ∅},

à ìíîæåñòâî ω(X) � êàê ω(X) =
⋂

x∈X ω(x). Çàäàäèì äâå îïòè÷åñêèå ñè-

ñòåìû F1, F2 è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ S òàê, ÷òîáû äëÿ íîñèòåëÿ

V íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå V ⊂ X ⊂

F1+

⋂F2+. Êðîìå òîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû äèà�ðàãìû Σ1, Σ2 îïòè÷åñêèõ

ñèñòåì áûëè òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Σ1,Σ2 ⊆ ω(X). Â ýòèõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà

cos
(

̂ql − x, nx

)
> 0, l = 1, 2, x ∈ X, (16)
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ãäå nx � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå x. Â äàëüíåéøåì áåç äîïîë-

íèòåëüíûõ óïîìèíàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ óñëî-

âèé. Â ñèëó (16) ñðåäè òî÷åê íîñèòåëÿ V ⊂ X íåò ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ

îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêèõ ñèñòåì F1, F2, ïîýòîìó äëÿ âñåõ n = 1, . . . , N
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà |P1(Vn)| = |P2(Vn)| = Kn, ãäå Kn � íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íîñèòåëÿ V ïî ãåîìåòðè÷åñêèì P1-, P2-

èçîáðàæåíèÿì íåîáõîäèìî èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Vn, n = 1, . . . , N , âûäå-

ëèòü ïîäìíîæåñòâî Bn ⊂ Vn òàêîå, ÷òî |Bn| = Kn (çàìåòèì, ÷òî |Vn| = K2
n)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè â êàæäîì ìíîæåñòâå

Un, n = 1, . . . , N , Kn íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâ ãåîìåòðè÷åñêè ñîãëàñî-

âàííûõ òî÷åê, åñëè èçâåñòíî, ÷òî V ⊂ X ⊂
(
F1+

⋂F2+

)
è, êðîìå òîãî,

Σ1,Σ2 ⊆ ω(X).
�àññìîòðèì òî÷êó x ∈ X , ýïèïîëÿðíóþ ïëîñêîñòü P,

P = {y ∈ R
3 | y = x+ t1(q1 − x) + t2(q2 − x); t1, t2 ∈ R} (17)

è ïðÿìûå Ll,

Ll = {y ∈ R
3 | y = x+ t(ql − x); t ∈ R} l = 1, 2,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè q1, x, q2, x, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êðèâîëèíåéíûé
îòðåçîê L = P⋂

X � ñëåä ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè P íà ìíîæåñòâå X .

Ïðÿìûå L1, L2 äåëÿò ïëîñêîñòü P íà ÷åòûðå ÷àñòè, çàäàâàåìûå ìíîæå-

ñòâàìè Pj
xi
, i, j = 1, 2,

Pj
xi

= {y ∈ P | (−1)i−1(y > x+ t1(q1 − x))

& (−1)j−1(y > x+ t2(q2 − x)); t1, t2 ∈ R}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Pj
xi
ñëåäóþò ñëåäóþùèå èõ ñâîéñòâà,

Pj
xi

⋂
Pj

x3−i
= ∅, Pj

xi

⋂
P3−j

xi
= ∅, i, j = 1, 2.

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè P ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

q1uv ñ öåíòðîì â òî÷êå q1 è îðòàìè e1, e2, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì

e1 =
q2 − q1
|q2 − q1|

, 〈q1 − x , e2〉 > 0. (18)

Ïîëüçóÿñü îáîáùåííîé òåîðåìîé î ñðåäíåì äëÿ �óíêöèé, çàäàþùèõ ïðÿ-

ìûå L1 (èëè L2), êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê L, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîé-
ñòâî (16), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.4. Åñëè x, y ∈ L, x 6= y, òî ëèáî y ∈ P1
x1
, ëèáî y ∈ P2

x2
.
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Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íîñè-

òåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü äèñêðåòíîå òåëî

(
V, µ

)
è îïòè÷åñêèå ñèñòåìû F1,

F2 òàêîâû, ÷òî V ⊂ X ⊂ F1+

⋂F2+, è äèà�ðàãìû Σ1,Σ2 ⊆ ω(X). Òîãäà
íîñèòåëü V îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî èçâåñòíûì P1(V ) è P2(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ìíîæåñòâà Un, Vn äëÿ íåêîòîðîãî n èç

ìíîæåñòâà {1, . . . , N} è ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ Vn. Çàäàäèì íà ïëîñêî-

ñòè P, îïðåäåëÿåìîé (17), ñèñòåìó êîîðäèíàò q1uv ñ îðòàìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì (18). Ïåðåíóìåðóåì îò 1 äî Kn êàæäîå èç ñå-

ìåéñòâ Pl(Vn) = {wlj}, j = 1, . . . , Kn, l = 1, 2, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿä-

êîì, çàäàííûì êîîðäèíàòîé u. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ñî-

ãëàñîâàííûõ òî÷åê {Qj} = {w1j, w2j}, j = 1, . . . , Kn, è ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó ìíîæåñòâî ñòåðåîïðîîáðàçîâ Bn = {xj}, Pl(xj) = wlj, j = 1, . . . , Kn,

l = 1, 2. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê M ⊂ Vn

òàêîâî, ÷òî |M | = Kn è M ⊂ X , òî M = Bn. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî Q1 = {w11, w2m} ⊂ M , m 6= 1, è x1 � ñòåðåîïðîîáðàç ìíî-

æåñòâà Q1, òî åñòü P1(x1) = w11, P2(x1) = w2m. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî

Q2 = {w1k, w2(m−1)} ⊂ M , ãäå k � êàêîå-ëèáî èç ÷èñåë 2, . . . , Kn, è òî÷êó

x2 òàêóþ, ÷òî P1(x2) = w1k, P2(x2) = w2(m−1). Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî x2 ∈ P2
x1
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà x2 íå ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâàì P1
x1
, P2

x2
, è óæ òåì áîëåå íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X . Çàìåòèì,

÷òî èíäåêñ k è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà x2 âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî. Ìû

ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 3.4. Ñëåäîâàòåëüíî, M = Bn. ✷

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè S, äèà-
�ðàãìû Σ1,Σ2 ⊆ ω(X), íî â îòëè÷èå îò óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5, îïòè÷åñêèå

ñèñòåìû F1, F2 è íîñèòåëü V òàêîâû, ÷òî V ⊂ X ⊂ F1+

⋃F2+. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ X̃ = X
⋂F1+

⋂F2+ 6= ∅, Ṽ = V
⋂F1+

⋂F2+ 6= ∅. Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà Ṽ íîñèòåëÿ V , åñëè èçâåñòíû ìíîæå-

ñòâà P1(V ) è P2(V ).

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü èçâåñòíà ëèíèÿ L ⊂ X̃, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé

â ëþáîé òî÷êå x ∈ L íå ëåæèò â ïëîñêîñòè P, îïðåäåëÿåìîé (17). Òîãäà

ìíîæåñòâî X̃ íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî ïî èçâåñòíûì Pl(V ), l = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L ⊂ X̃ è Σ1,Σ2 ⊆ ω(X), òî íå ñóùåñòâóåò òî-
÷åê x ∈ L, y ∈ X , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿëèñü áû ñîîòíîøåíèÿ Pl(x) = Pl(y),
l = 1, 2. Çà�èêñèðóåì êàêîå-ëèáî n, 1 ≤ n ≤ N è ëþáóþ òî÷êó x ∈ Vn.

Ïëîñêîñòü P è ñèñòåìà êîîðäèíàò íà íåé q1uv ñ îðòàìè e1, e2 îïðåäåëÿþòñÿ
(17), (16). �àññìîòðèì òî÷êè wl0 = Pl(L

⋂P) è ìíîæåñòâà Pl(Vn) = {wli},
i = 1, . . . , Kl, l = 1, 2, ãäå wli = (uli, d1) â ñèñòåìå êîîðäèíàò q1uv. Ïóñòü
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Ml1 = {wli ∈ Wl | uli > ul0, 1 ≤ i ≤ Kl}, Ml2 = {wli ∈ Wl | uli < ul0, 1 ≤
i ≤ Kl}, l = 1, 2. Çàíóìåðóåì òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå Ml1, ïî âîçðàñòà-

íèþ êîîðäèíàòû u, à òî÷êè ìíîæåñòâà Ml2 � ïî åå óáûâàíèþ, èñïîëüçóÿ

èíäåêñû îò 1 äî |Mlj|, l, j = 1, 2 è îñòàâëÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A1 è A2 òàêîâû, ÷òî Ai = M1j , åñëè |M1j | < |M2j |, è
Ai = M2j , åñëè |M1j | ≥ |M2j|, j = 1, 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ũ = {w1j, w2j},
ãäå j ∈ A1

⋃
A2. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ũ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, òàê

êàê äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5.✷

�4. Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè îïðåäå-

ëåíèÿ íîñèòåëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(
V, µ

)
, òî åñòü îäíîçíà÷íîãî

îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê íîñèòåëÿ V . Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè µ. Èíûìè ñëîâàìè, çàäà÷à îïðåäåëå-

íèÿ èíòåíñèâíîñòåé èçëó÷àþùèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â íîñèòåëü èññëåäóåìî-

ãî äèñêðåòíîãî òåëà. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà îäíîãî èç êîíñòðóêòèâíûõ

ìåòîäîâ è ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòåé òî÷å÷íûõ èñ-

òî÷íèêîâ âîëíîâîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî îïòè÷åñêèõ ñèñòåì {Fl}, l = 1, . . . , L, è èç-

âåñòíû ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ ðàçìûòûå èçîáðàæåíèÿ uFl
(wl) äèñ-

êðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé (3) ñ àïïàðàòíîé �óíêöèåé

∆l

(
wl −Pl(xj)

)
, çàäàííîé �îðìóëîé (4). Â îáùåé ïîñòàíîâêå ïî çàäàííûì

ðàçìûòûì èçîáðàæåíèÿì òðåáóåòñÿ:

� íàéòè ìåñòîïîëîæåíèå òî÷åê wlnl
∈ Wl, l = 1, . . . , L, ïðåäñòàâëÿþùèõ

ñîáîé îáðàçû íîñèòåëÿ V äèñêðåòíîãî òåëà

(
V, µ

)
;

� ïî �îðìóëàì (5) íàéòè ìíîæåñòâî V̄ = {xj}, j = 1, . . . , J ;
� ïðîâåñòè àíàëèç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ

V , V ⊆ V̄ ;
� îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ cj èñòî÷íèêîâ ìîíîõðîìàòè÷åñêî-
ãî âîëíîâîãî ïîëÿ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ íîñèòåëÿ V .
Â êà÷åñòâå åùå îäíîé çàäà÷è ìîæåò âûñòóïàòü çàäà÷à ïåðåõîäà îò ðàçìû-

òîãî èçîáðàæåíèÿ ê ðåçêîìó.

Íà ïðàêòèêå èçâåñòíû èìåííî ðàçìûòûå, à íå ðåçêèå èçîáðàæåíèÿ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, îíè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðåçêèõ ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè

ëþáîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîñêîëüêó ðàñ÷åòû íåîáõîäèìî ïðîâî-

äèòü â óçëàõ äèñêðåòíîé ñåòêè, è ðàáîòà ñ δ-�óíêöèåé â òàêèõ óñëîâèÿõ

ñòàíîâèòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíîé. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ �îòîìåòðèè

è âîëíîâîé îïòèêè, ïîñòàâëåííûõ â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ, ÷àñòî

âïîëíå îïðàâäàíî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèå Ôðàóíãî�åðà [1℄. Îíî çíà-
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÷èòåëüíî óïðîùàåò òåõíè÷åñêóþ ñòîðîíó ðåøåíèÿ çàäà÷, à âîçíèêàþùèå

ïðè ýòîì àïïàðàòíûå �óíêöèè ∆ äîñòàòî÷íî õîðîøî, íî è íå èçáûòî÷íî

òî÷íî ïðèáëèæàþò δ-�óíêöèþ.
Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè ðàçìûòûå èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïîñðåäñòâîì

L îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Òî÷êè {wlnl
} ∈ Wl, nl = 1, . . . , Nl, ÿâëÿþùèåñÿ îáðà-

çàìè òî÷åê {xj} íîñèòåëÿ, ñóòü ÿðêî âûðàæåííûå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû.
Ñ÷èòàåì èõ èäåíòè�èöèðîâàííûìè è èçâåñòíûìè äëÿ êàæäîé ý��åêòèâ-

íîé îáëàñòè Wl. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (5), íàõîäèì ìíîæåñòâî V̄ = {xj},
j = 1, . . . , J . Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìûòûå èçîáðàæåíèÿ uFl

(wl) äèñêðåòíî-
ãî òåëà

(
V, µ

)
, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé (3) ñ �óíêöèåé ∆l

(
wl − Pl(xj)

)
,

çàäàííîé (4), èçâåñòíû. Â êà÷åñòâå âåñîâîé �óíêöèè âûáèðàåì �óíêöèþ

âèäà c(x, ql) =
exp{ik|x− ql|}

|x− ql|
. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè êîý��èöèåíòû cj ,

j = 1, . . . , J . Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

µl(wl) =
uFl

(wl)

B
, Glj =

exp{ik|xj − ql|}
|xj − ql|

cj , alj(wl) = ∆l

(
wl − Pl(xj)

)
,

(19)

ãäå B � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âõîäÿùàÿ â �îðìóëó (2). Â îáîçíà÷åíè-

ÿõ (19) èñõîäíûå �îðìóëû (3) ïðèîáðåòóò âèä

µl(wl) =
J∑

j=1

alj(wl)Glj (20)

Èçâåñòíû êîý��èöèåíòû alj(wl) è ïðàâûå ÷àñòè µl(wl) ñèñòåìû (20). Â

êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò âåëè÷èíû Glj . Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî åñëè

èçâåñòíà âåëè÷èíà Gmj õîòÿ áû äëÿ îäíîãî m, 1 ≤ m ≤ L è âñåõ j =
1, . . . , J , òî èçâåñòíû Glj è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ l.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ðåçêèå èçîáðàæå-

íèÿ, òî ñëåäóåò èñõîäèòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7).

Çà�èêñèðóåì ÎÑ F1 èç èìåþùåãîñÿ ìíîæåñòâà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì è

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê {w1j} òàê, ÷òîáû N ≥ max1≤l≤L {|Nl|}, j =
1, . . . , N . ßñíî, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò, òàê êàê âåëè÷èíû µl

è alj çàâèñÿò òîëüêî îò òî÷åê wl ∈ Wl, l = 1, . . . , L. Ïîêàæåì, ÷òî ðàíã

ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé ïðè l = 1 èç (20), íå ïðåâîñõîäèò N1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî V̄ íå ñîäåðæèò ãåîìåòðè÷åñêè äâîéíûõ

òî÷åê îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêîé ñèñòåìû Fl, òî N1 = J . Åñëè òàêèå òî÷-

êè íàéäóòñÿ, òî èç ñâîéñòâ �óíêöèé P1(x) è ∆1

(
w1 − P1(x)

)
ñëåäóåò, ÷òî

ñðåäè âåëè÷èí a1j , j = 1, . . . , J òîëüêî N1 ðàçëè÷íûõ, íî ïðè ýòîì íåêî-

òîðûå íåèçâåñòíûå ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè âèäà

∑

k∈K1

G1k, ãäå K1 �ìíîæåñòâî

èíäåêñîâ 1 ≤ i, j ≤ J , i 6= j, òàêèõ ÷òî P1(xi) = P1(xj), xi, xj ∈ V̄ . Ýòè
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ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè

L∑

l=1

Nl < |V̄ |, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé,

ïîëó÷àþùàÿñÿ èç (20) ïðè l = 1, íåäîîïðåäåëåíà.
Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà {Fl}, l = 1, . . . , L è ìíîæåñòâà V̄ ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

L∑

l=1

Nl ≥ |V̄ |. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå âå-

ëè÷èíû Glj èç ñèñòåìû (20), íåîáõîäèìî çà�èêñèðîâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê

wlm, m = 1, . . . ,M , òàê, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ïðè ýòîì ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå îáðàùàëñÿ â íóëü. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûáðàòü

òî÷êè wlm èç ñåìåéñòâà îáðàçîâ

⋃L

l=1{wlnl
}, nl = 1, . . . , Nl íîñèòåëÿ V .

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ kd/d1 (ñì. �îðìóëó (4)) èìååò

ìåñòî äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå |amm| >
n∑

i=1

|aim|, i 6= m, m = 1, . . . , n,

è òîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ kd/d1 ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è, åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ uFl
(wl) íà

äîñòàòî÷íî ãóñòîé ñåòêå ïåðåìåííûõ (w1
l , w

2
l ), èìåþòñÿ øèðîêèå âîçìîæ-

íîñòè âûáîðà íåîáõîäèìîãî ÷èñëà óðàâíåíèé èç ñîîòíîøåíèé (20). Âû÷èñ-

ëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íà êàæäîì øàãå ìîæåò áûòü

îòðåãóëèðîâàí îòáîð íóæíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâåííûì

ÿâëÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå

L∑

l=1

Nl ≥ |V̄ |.

Íà ïðàêòèêå â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëåé ÷àñòî èìåþòñÿ òîëüêî

äâå îïòè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïðîâåäåííûé â ðàçäåëå 2 àíàëèç íåîäíîçíà÷íî-

ñòè ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è âîëíîâîé îïòèêè ïî âîññòàíîâëåíèþ

äèñêðåòíîãî òåëà ïîêàçûâàåò, ÷òî è äâóõ èçîáðàæåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ

åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ êàê íîñèòåëÿ, òàê è ïëîòíîñòè äèñêðåò-

íîãî òåëà, åñëè íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî

ïîñòðîèòü äèñêðåòíîå òåëî-íåâèäèìêó ïóòåì ïîäáîðà âçàèìíîãî ðàñïîëî-

æåíèÿ è âîëíîâûõ ÷èñåë èçëó÷àþùèõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

�5. Çàêëþ÷åíèå

Â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ çàìåòíîå ìåñòî ïî ïðàâó ïðèíàäëåæèò èñ-

ñëåäîâàíèÿì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Â ðàìêàõ ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ïîñòàíîâîê âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ �îòîìåòðèè

èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [7℄, [8℄, [9℄, âîëíîâîé îïòèêè � â ðàáîòàõ [5℄, [6℄, [2℄.

Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷ êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè èçó-

÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, à ñ êîíñòðóèðîâàíèíåì �óíêöèé è ðàñïðåäå-

ëåíèé, íå äàþùèõ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïî �èêñèðîâàííîìó êîíå÷íîìó
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íàáîðó ïðîåêöèé � â ðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ [9℄�[14℄ è çàðóáåæíûõ [21℄�[19℄

èññëåäîâàòåëåé. Â äàëüíåéøåì àêöåíòû èññëåäîâàíèé â îáëàñòè îáðàòíûõ

çàäà÷ îïòèêè â ïîñòàíîâêàõ [4℄, [7℄ áûëè ñìåùåíû â ñòîðîíó èññëåäîâàíèÿ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ �ðîíòîâ â ñëîæíûõ ñðåäàõ, ðàçðàáîòêè àëãî-

ðèòìîâ ìàøèííîãî çðåíèÿ, îáðàáîòêè êîñìè÷åñêèõ ñíèìêîâ, ìîíèòîðèíãà

àòìîñ�åðû è îêåàíà.

Íàðÿäó ñî ñìåùåíèåì àêöåíòîâ â íàïðàâëåíèÿõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ

îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèêè, âûÿâëåíû òåñíûå ñâÿçè äèñòàíöèîííûõ çàäà÷ îï-

òèêè ñ ãåîìåòðè÷åñêîé è äèñêðåòíîé òîìîãðà�èåé. Öåëüþ ãåîìåòðè÷åñêîé

òîìîãðà�èè [15℄ ÿâëÿåòñÿ èçâëå÷åíèå èí�îðìàöèè î ãåîìåòðè÷åñêîì îáú-

åêòå èç ïðîåêöèîííûõ äàííûõ. Ïî ñâîåé ñóòè ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã

êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè [12℄. Îäíà èç öåëåé íàøåé ðàáîòû, à èìåí-

íî îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñåìåéñòâà èçëó÷àþùèõ òî÷åê ïî íåáîëüøîìó

÷èñëó èçîáðàæåíèé, îòíîñèòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà�èè. Íî ýòî è

çàäà÷à äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè [16℄, ñîñòîÿùàÿ â âîññòàíîâëåíèè äèñêðåò-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà òî÷åê ñ àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé î çàêîíå,

ïî êîòîðîìó îíè èçëó÷àþò. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè

âåñüìà íåóñòîé÷èâû è îáëàäàþò áîëüøîé ñòåïåíüþ íåîäíîçíà÷íîñòè [13℄,

[22℄. Ïîýòîìó óñòàíîâëåííûå â ñòàòüå êðèòåðèè åäèíñòâåííîñòè âîññòà-

íîâëåíèÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî åãî èçîáðàæåíèÿì ïðåäñòàâëÿþò

îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.

Â ðàìêàõ ïîñòàíîâîê ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà�èè, îáðàòíûõ çàäà÷ îï-

òèêè è äèñêðåòíîé òîìîãðà�èè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû

îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ñâåòèìîñòè äèñêðåòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ ïî åãî èçîáðàæåíèÿì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ

ìàëîãî ÷èñëà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðîâåäåí àíàëèç ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ

íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò èñòî÷íèêîâ. Òàê, äëÿ èñòî÷íè-

êîâ íåêîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ óñëîâèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ èõ

êîîðäèíàò íîñÿò íàèáîëåå øèðîêèé õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèì

�àêòîðîì âçàèìíîãî çàñëîíåíèÿ. Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íè-

êîâ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ âîçíèêàåò ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé, ñâÿçûâàþùèõ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âîëíîâûõ ÷èñåë ñ ãåî-

ìåòðèåé ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ. Íàëè÷èå æå ïîñòîÿííîãî ïîãëîùåíèÿ

â ñðåäå òðåáóåò äëÿ íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âûïîëíåíèÿ î÷åíü æåñòêèõ

óñëîâèé íà ãåîìåòðèþ ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ. Òåì íå ìåíåå, âî âñåõ ïå-

ðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñó-

ùåñòâóþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîîðäèíàòû ñèñòåìû èçëó÷àþùèõ òî÷åê

íàõîäÿòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû êðèòåðèè åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåêîãåðåíòíûõ èëè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñ-

òî÷íèêîâ â ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ïîãëîùåíèåì èëè îòñóòñòâèåì òàêîâîãî,

èñêëþ÷àþùèå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ.
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