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Ïóñòü Φ(x) =
∑

∞

n=1
fΓ(n)x

n
� ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ÷èñëà êîðíåâûõ ëåñîâ

fΓ(n) â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å Γ = Cn(s1, s2, ..., sk), ëèáî Γ = C2n(s1, s2, ..., sk, n). Ìû

ïîêàæåì, ÷òî Φ(x) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöè-
åíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Φ(x) = −Φ( 1

x
). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìû èëëþ-

ñòðèðóåì ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: êîðíåâîé îñòîâíûé ëåñ, öèðêóëÿíòíûé ãðà�, ïðîèçâîäÿ-

ùàÿ �óíêöèÿ.

�1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòàõ [10, 9℄ ïîëó÷åíû �îðìóëû íàõîæäåíèÿ ÷èñëà îñòîâíûõ äåðåâüåâ â öèð-

êóëÿíòíûõ ãðà�àõ è ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ íåãî.

Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòåé äëÿ ãðà�îâ

âûäâèíóòà Áîøîì è Ïðåäèíãåðîì [1℄. Ýòà èäåÿ ïîñëóæèëà îñíîâîé äëÿ íàõîæäåíèÿ

ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðà�îâ (íàïðèìåð, ñì. [2, 3, 6, 7, 5, 4℄). Â ÷àñòíîñòè,

â [9℄ ïîëó÷åíû òî÷íûå �îðìóëû äëÿ ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíûõ

ãðà�àõ Cn(s1, s2, ..., sk) è C2n(s1, s2, ..., sk, n).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ïóñòü

Φ(x) =
∞
∑

n=1

fΓ(n)x
n

� ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ÷èñëà êîðíåâûõ ëåñîâ fΓ(n) â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å

Γ = Cn(s1, s2, ..., sk), ëèáî Γ = C2n(s1, s2, ..., sk, n). Ìû ïîêàæåì, ÷òî Φ(x) ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-

âèþ Φ(x) = −Φ( 1
x
).

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà ðàáîòû [4℄, ãäå áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ F (x) =
∑∞

n=1 tΓ(n)x
n
äëÿ ÷èñëà îñòîâíûõ

äåðåâüåâ â ãðà�å Γ åñòü ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ F (x) = F ( 1
x
).

�2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ãðà�. Êîðíåâûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ äåðåâî, â êîòîðîì îäíà

âåðøèíà âûäåëåíà. Êîðíåâîé ëåñ � ýòî ëåñ, ñâÿçàííûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

êîðíåâûìè äåðåâüÿìè. Êîðíåâûì îñòîâíûì ëåñîì â ãðà�å Γ íàçûâàåì êîðíåâîé ëåñ,

ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðà�à Γ.

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0005).
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Ïóñòü s1, s2, ..., sk òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òî 1 ≤ s1 < s2 < ... < sk ≤ n
2 . �ðà�

Cn(s1, s2, ..., sk) íà n âåðøèíàõ 0, 1, 2, ..., n−1 íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíûì åñëè âåðøèíà

i, i = 0, 1, ..., n− 1 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè i ± s1, i ± s2, ..., i ± sk(modn). Åñëè sk < n
2 , òî

âñå âåðøèíû ãðà�à èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü 2k. Åñëè n ÷åòíîå è sk = n
2 , òî âñå âåðøèíû

èìåþò íå÷åòíóþ ñòåïåíü 2k − 1.
Â ðàáîòå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. Ïóñòü

Tn(z) = cos (n arccos z) è Un−1(z) = sin (n arccos z)/ sin arccos z

� ïîëèíîìû ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

T ′
n(z) = nUn−1(z), Tn(1) = 1, Un−1(1) = n.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïðèâåäåíû â ìîíîãðà�èè [8℄.

�3. ×èñëî îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíûõ ãðà�àõ ÷åòíîé

âàëåíòíîñòè

Èç [5℄ ìû èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. ×èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å Γ = Cn(s1, s2, ..., sk),
1 ≤ s1 < s2 < ... < sk < n

2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

fΓ(n) = (−1)(sk+1)n
sk
∏

p=1

(2Tn(wp)− 2), (1)

ãäå wp, p = 1, 2, ..., sk � âñå êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

k
∑

j=1

(2Tsj (w) − 2) = 1

è Ts(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ýëåìåíòàðíîé ëåììîé

Ëåììà 1. Ïóñòü Tn(w) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà è ïóñòü w = (z+z−1)/2.
Òîãäà

Tn(w) =
1

2
(zn +

1

zn
).

Äåëàÿ çàìåíó wp = (zp + z−1
p )/2, ïî ëåììå âûâîäèì, ÷òî

2Tn(wp)− 2 = −(znp − 1)(z−n
p − 1).

Ïîýòîìó òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2. ×èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ fΓ(n) â ãðà�å Γ = Cn(s1, s2, ..., sk), 1 ≤
s1 < s2 < ... < sk < n

2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

fΓ(n) = (−1)(sk+1)n+sk

sk
∏

p=1

(znp − 1)(z−n
p − 1), (2)

ãäå zp, z
−1
p , p = 1, 2, ..., sk � âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

Q(z) =

k
∑

j=1

(zsj − 1)(z−sj − 1) + 1 = 0.
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�4. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ÷èñëà îñòîâíûõ ëåñîâ â

öèðêóëÿíòíûõ ãðà�àõ ÷åòíîé âàëåíòíîñòè

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü fΓ(n) ÷èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å

Cn(s1, s2, ..., sk), 1 ≤ s1 < s2 < ... < sk < n
2 ÷åòíîé âàëåíòíîñòè. Òîãäà

Φ(x) =

∞
∑

n=1

fΓ(n)x
n

(3)

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Áîëåå òîãî,

Φ(x) = −Φ( 1
x
).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 2 è ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü P (x) � ïîëèíîì ñòåïåíè 2s ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöè-
åíòàìè è ïóñòü ξ1, ξ2, ..., ξ2s âñå åãî êîðíè. Òîãäà

Φ(x) =

∞
∑

n=1

2s
∏

i=1

(ξni − 1)xn

� ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷åðåç σk(x1, x2, ..., x2s) îáîçíà÷èì k−ûé ýëåìåíòàðíûé ñèì-
ìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., x2s. À èìåííî, ìû èìååì

σ0 = 1,

σ1 = x1 + x2 + ...+ x2s,

σ2 = x1x2 + x1x3 + ...+ x2s−1x2s,

...

σ2s = x1x2...x2s.

Òîãäà

Φ(x) = Φ2s(x) − Φ2s−1(x) + ...− Φ1(x) + Φ0(x),

ãäå

Φk(x) =

∞
∑

n=1

σk(ξ
n
1 , ξ

n
2 , ..., ξ

n
2s)x

n, k = 0, 1, ..., 2s.

Ìû èìååì

σk(ξ
n
1 , ξ

n
2 , ..., ξ

n
2s) =

∑

1≤i1<i2<...<ik≤2s

ξni1ξ
n
i2
...ξnik .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Φk(x) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤2s

ξi1ξi2 ...ξikx

1− ξi1ξi2 ...ξikx
.

Îòìåòèì, ÷òî Φk(x) ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â êîðíÿõ ξ1, ξ2, ..., ξ2s ìíîãî÷ëåíà

P (x). Ïî òåîðåìå Âèåòà, îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êî-

ý��èöèåíòàìè. Òîãäà �óíêöèÿ Φ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî-

÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè âûïîëíåíî óñëîâèå ξi+s = ξ−1
i

äëÿ i = 1, 2, ..., s, òî �óíêöèÿ Φ(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Φ(x) = −Φ(1/x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξi+s = ξ−1
i äëÿ i = 1, 2, ..., s, òî �óíêöèþ

Φ(x) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Φ(x) =

∞
∑

n=1

s
∏

i=1

(ξni − 1)(ξ−n
i − 1)xn = (−1)s

∞
∑

n=1

s
∏

i=1

(2Tn(ξi)− 2)xn.

Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå

s
∏

i=1

(2Tn(ξi)− 2)

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà âèäà

N
∑

j=1

αj(2Tn(ζj)− 2),

ãäå αj è ζj - âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò n. Ýòîò �àêò ïî èíäóêöèè ñëåäóåò èç òîæäåñòâà

(2Tn(η)− 2)(2Tn(ξ)− 2) = (2Tn(ζ1)− 2) + (2Tn(ζ2)− 2)− 2(2Tn(ζ3)− 2)− 2(2Tn(ζ4)− 2),

ãäå

ζ1 = ηξ +
√

1− η2
√

1− ξ2,

ζ2 = ηξ −
√

1− η2
√

1− ξ2,

ζ3 = η, ζ4 = ξ.

Óêàçàííîå òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

(2 cosnα− 2)(2 cosnβ − 2) = (2 cos(n(α+ β))− 2) + (2 cos(n(α − β))− 2)−

2(2 cosnα− 2)− 2(2 cosnβ − 2),

ïðè α = arccos ξ, β = arccosη.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �óíêöèÿ

φ(x) =

∞
∑

n=1

(2Tn(ζ)− 2)xn = −
2(ζ − 1)x(x+ 1)

(x− 1) (−2ζx+ x2 + 1)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ φ(x) = −φ( 1
x
). Ïîñêîëüêó

Φ(x) = (−1)s
∞
∑

n=1

s
∏

i=1

(ξni − 1)(ξ−n
i − 1)xn = (−1)s

∞
∑

n=1

N
∑

i=1

αj(2Tn(ζj)− 2)xn,

òî ýòà �óíêöèÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Φ(x) = −Φ(1/x).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèÿìè 1 è 2. Ñ ýòîé öåëüþ,

ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (z) = zskQ(z), ãäå Q(z) ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëåííûé â òåîðåìå 2.
Îòìåòèì, ÷òî P (z) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè 2sk. Ïî
òåîðåìå 2 ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Φ(x) =
∞
∑

n=1

fΓ(n)x
n

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé �îðìå

Φ(x) =

∞
∑

n=1

(−1)(sk+1)n+sk

sk
∏

p=1

(znp − 1)(z−n
p − 1)xn,

ãäå zp, z
−1
p (p = 1, 2, ..., sk) � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (z). Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 1 è 2,

ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��è-

öèåíòàìè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Φ(x) = −Φ(1/x).

�5. ×èñëî îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíûõ ãðà�àõ íå÷åòíîé

âàëåíòíîñòè

Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàöèîíàëüíîñòè ïðîèçâîäÿùåé �óíê-

öèè äëÿ ÷èñëà êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å C2n(s1, s2, ..., sk, n)
íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ([5℄, Òåîðåìà 4.1).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü C2n(s1, s2, ..., sk, n), 1 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ sk < n�èðêóëÿíòíûé
ãðà� íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè. Òîãäà ÷èñëî fΓ(n) êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â ãðà�å Γ =
C2n(s1, s2, ..., sk, n) çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

fΓ(n) =

sk
∏

p=1

(2Tn(up)− 2)(2Tn(vp) + 2),

ãäå up è vp, p = 1, 2, ..., sk � êîðíè óðàâíåíèé Q(u)−1 = 0 è Q(v)+1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Çäåñü

Q(w) = 2k + 2− 2

k
∑

i=1

Tsi(w)

è Ts(w) � ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Tn(
z+z−1

2 ) = zn+z−n

2 , ïåðå�îðìóëèðóåì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 5. ×èñëî fΓ(n) êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â ãðà�å Γ = C2n(s1, s2, ..., sk, n),
1 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ sk < n íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

fΓ(n) = (−1)sk
sk
∏

p=1

(un
p − 1)(u−n

p − 1)(vnp + 1)(v−n
p + 1),
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ãäå up, u
−1
p , p = 1, 2, ..., sk � âñå êîðíè óðàâíåíèÿ Q(z) + 1 = 0, à vp, v

−1
p , p = 1, 2, ..., sk

� âñå êîðíè óðàâíåíèÿ Q(z) + 3 = 0 è

Q(z) =

k
∑

i=1

(zsi − 1)(z−si − 1).

�6. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ÷èñëà îñòîâíûõ ëåñîâ â

öèðêóëÿíòíûõ ãðà�àõ íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü fΓ(n) � ÷èñëî êîðíåâûõ îñòîâíûõ ëåñîâ â öèðêóëÿíòíîì ãðà�å

Γ = C2n(s1, s2, ..., sk, n) íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè. Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Φ(x) =
∞
∑

n=1

fΓ(n)x
n

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Áîëåå òîãî

Φ(x) = −Φ(
1

x
).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 5 è ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü U(x), V (x) � ïîëèíîìû ñòåïåíè 2s ñ öåëî÷èñëåííûìè

êîý��èöèåíòàìè è ïóñòü ñîîòâåòñòâåííî ξ1, ξ2, ..., ξ2s, è η1, η2, ..., η2s âñå èõ êîðíè. Òîãäà

Φ(x) =

∞
∑

n=1

2s
∏

i=1

(ξni − 1)(ηni + 1)xn

� ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè â ïîñëåäíåì óòâåðæäåíèè

ξi+s = ξ−1
i è ηi+s = η−1

i

äëÿ i = 1, 2, ..., s, òî �óíêöèÿ Φ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Φ(x) = −Φ(1/x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξi+s = ξ−1
i è ηi+s = η−1

i äëÿ i = 1, 2, ..., s, òî
�óíêöèþ Φ(x) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Φ(x) =

∞
∑

n=1

s
∏

i=1

(ξni − 1)(ξ−n
i − 1)(ηni + 1)(η−n

i + 1)xn =

∞
∑

n=1

(−1)s
s
∏

i=1

(2Tn(ξi)− 2)(2Tn(ηi) + 2)xn.

Çàïèøåì

(2Tn(ξi)− 2)(2Tn(ηi) + 2) =



135 Ó.Ï. Êàìàëîâ, À.Á. Êóòáàåâ, À.Ä. Ìåäíûõ

(2Tn(ξi)− 2)(2Tn(ηi)− 2) + 4(2Tn(ξi)− 2)

è âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè èç ïðåäëîæåíèÿ 2, ÷òîáû óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî Φ(x) =
−Φ(1/x).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèÿìè 3 è 4. Ñ ýòîé öåëüþ,

ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

U(z) = zsk(Q(z) + 1) è V (z) = zsk(Q(z) + 3),

ãäåQ(z) ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëåííûé â òåîðåìå 5. Îòìåòèì, ÷òî U(z) è V (z)� ìíîãî÷ëåíû

ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè 2sk. Ïî òåîðåìå 5 ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Φ(x) =
∞
∑

n=1

fΓ(n)x
n

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé �îðìå

Φ(x) =

∞
∑

n=1

(−1)(sk+1)n+sk

sk
∏

p=1

(un
p − 1)(u−n

p − 1)(vnp + 1)(v−n
p + 1)xn,

ãäå up, u
−1
p , p = 1, 2, ..., sk � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà U(z), à vp, v

−1
p , p = 1, 2, ..., sk � âñå

êîðíè ìíîãî÷ëåíà V (z). Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 3 è 4, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-

âèþ

Φ(x) = −Φ(1/x).

�7. Ïðèìåðû

1. �àññìîòðèì öèðêóëÿíòíûé ãðà� Γ = Cn(1). Ïî òåîðåìå 1 íàõîäèì ÷èñëî îñòîâíûõ

ëåñîâ. Äëÿ ýòîãî, ìû ðåøàåì óðàâíåíèå 2T1(z) − 2 = 1. Îòñþäà èìååì z = 3
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, fCn(1)(n) = 2Tn(
3
2 ) − 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

äëÿ ÷èñëà îñòîâíûõ ëåñîâ â äàííîì ãðà�å èìååò âèä

Φ(x) =

∞
∑

n=1

(2Tn(
3

2
)− 2)xn = −

x(x+ 1)

(x− 1) (x2 − 3x+ 1)
.

2. Ïóñòü Γ = Cn(1, 2). Ïî òåîðåìå 1 èìååì

fΓ(n) = (−1)n(2Tn(
1

4

(

−1−
√
29
)

)− 2)(2Tn(
1

4

(

−1 +
√
29
)

)− 2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Φ(x) = −
(x− 1)x

(

x6 − x5 + 20x4 − 14x3 + 20x2 − x+ 1
)

(x+ 1) (x4 − 7x3 + 13x2 − 7x+ 1) (x4 − x3 − 5x2 − x+ 1)
.
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3. �ðà� ëåíòà Ìåáèóñà Γ = C2n(1, n).

Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå 4 èìååì fΓ(n) = (2Tn(u) − 2)(2Tn(v) + 2), ãäå u è v �

êîðíè óðàâíåíèé Q(w)−1 = 0 è Q(w)+1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, à Q(w) = 4−2T1(w).
�åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ, ìû íàõîäèì u = 3/2, v = 5/2. Òàêèì îáðàçîì,

fΓ(n) = (2Tn(3/2)− 2)(2Tn(5/2) + 2). Îòñþäà èìååì

Φ(x) = −
(

28p3 − 100p2 + 165p− 105
)

2(p− 1)(2p− 5)(2p− 3) (2p2 − 15p+ 15)

(

x−
1

x

)

,

ãäå

p =
1

2

(

x+
1

x

)

.

Âñå ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ Φ(x) = −Φ(1/x).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Boesh F. T. and Prodinger H. Spanning tree formulas and Chebyshev polynomials //

Graphs Combin. 1986. V. 2. P. 191�200.

2. Chen X. B. The numbers of spanning trees in undireted irulant graph // J. Zhang-

zhou Teah. Coll. (Nat. Si.) 2000. V. 13. �4. P. 1�6.

3. Chen X. B., Lin Q. Y.and Zhang F.J. The number of spanning trees in odd valent

irulant graphs // Disrete Math. 2004. V. 282. �1. P. 69�79.

4. Grunwald L.A., Kwon Y.S. and Mednykh I.A. Counting rooted spanning forests for

irulant foliation over a graph // Tokohu Math. J. 2022. V. 74. P. 535�548.

5. Grunwald L.A. and Mednykh I.A. The number of rooted forests in irulant graphs //

Ars Math. Contemp. 2022. V. 22. #P.4.10, 12pp.

6. Kwon Y. S., Mednykh A. D. and Mednykh I. A. On Jaobian group and omplexity

of the generalized Petersen graph GP (n; k) through Chebyshev polynomials // Linear

Algebra Appl. 2017. V. 529. P. 355�373.

7. Louis J. Asymptotis for the number of spanning trees in irulant graphs and

degenerating d-dimensional disrete tori // Ann. Comb. 2015. V. 19. �3. P. 513�543.

8. Mason J. C. and Handsomb D. C. Chebyshev Polynomials / Taylor and Franis,

London, 2002.

9. Mednykh A.D., Mednykh I.A. On the rationality of generating funtion for the number

of spanning trees in irulant graphs // Algebra Colloq. 2020. V. 27.�1. P. 87�94.

10. Mednykh A.D., Mednykh I.A. The number of spanning trees in irulant graphs, its

arithmeti properties and asymptoti // Disrete Math. 2019. V. 342. P. 1772�1781.



137 Ó.Ï. Êàìàëîâ, À.Á. Êóòáàåâ, À.Ä. Ìåäíûõ

Êàìàëîâ Óëóãáåê Ïîëaò óëû Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè 18 ìàÿ 2023 ã.

èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ�ÀÍ, Ïîëó÷åíà ïîñëå äîðàáîòêè

ïðîñï. Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4, 31 èþëÿ 2023 ã.

Íîâîñèáèðñê, 630090 �ÎÑÑÈß. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè

Íîâîñèáèðñêèé ãîñ. óíèâåðèòåò, 5 îêòÿáðÿ 2023 ã. ã.

óë. Ïèðîãîâà, 1,

Íîâîñèáèðñê, 630090, �ÎÑÑÈß.

E-mail: u.kamalov�g.nsu.ru

Êóòáàåâ Àéäîñ Áaêáåðãåí óëû

Íóêóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé

ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò

èìåíè Àæèíèÿçà,

óë. Ï. Ñåéèòîâà,

ã. Íóêóñ, ÓÇÁÅÊÈÑÒÀÍ.

Íîâîñèáèðñêèé ãîñ. óíèâåðèòåò,

óë. Ïèðîãîâà, 1,

Íîâîñèáèðñê, 630090, �ÎÑÑÈß.

E-mail: a.kutbaev�alumni.nsu.ru

Ìåäíûõ Àëåêñàíäð Äìèòðèåâè÷

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè

èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ�ÀÍ,

ïðîñï. Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4,

Íîâîñèáèðñê, 630090 �ÎÑÑÈß.

Íîâîñèáèðñêèé ãîñ. óíèâåðèòåò,

óë. Ïèðîãîâà, 1,

Íîâîñèáèðñê, 630090, �ÎÑÑÈß.

E-mail: smedn�mail.ru


