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Ìû âûâîäèì ñóáëîðåíöåâ àíàëîã �îðìóëû ïëîùàäè äëÿ êëàññîâ ëèï-

øèöåâûõ âî âíóòðåííåì ñìûñëå îòîáðàæåíèé îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

ãðóïï Êàðíî ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû, íà îáðàçå êîòîðûõ ââåäåíà ñóáëî-

ðåíöåâà ñòðóêòóðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: ñóáðèìàíîâà êâàçèìåòðèêà, îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî, ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, ãðóïïà Êàðíî, ñóáëîðåíöåâà ñòðóêòóðà,

ìåðà Õàóñäîð�à, �îðìóëà ïëîùàäè.

Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå â äàííîé ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ çàâåðøåíèåì

ðåøåíèÿ çàäà÷è î �îðìóëå ïëîùàäè äëÿ C1
H-îòîáðàæåíèé ãðóïï Êàð-

íî, ìîäåëüíûé ñëó÷àé êîòîðîé ðåøåí â [5℄ (ñì. êðàòêèé âàðèàíò â [3℄).

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïï Êàðíî ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû (êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü è áîëüøå äâóõ, â îòëè÷èå îò [5℄), ïðè íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìûõ â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå îòîáðàæåíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ëèïøèöåâûìè âî âíóòðåííåì ñìûñëå, íî íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöå-

âûìè è äè��åðåíöèðóåìûìè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Åùå îäíîé îñî-

áåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå-îáðàçå ââåäåíà ñóáëîðåí-

öåâà ñòðóêòóðà. Òàêèå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ íåãîëîíîìíûì îáîáùåíè-

åì ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî (ñì. [11℄ è ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ;

íàïðèìåð, [26, 27℄). Èññëåäîâàíèÿ êàê ñàìèõ ñòðóêòóð, òàê è èõ ïðè-

ëîæåíèé â �èçèêå íà÷àëèñü îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. Ñòàòüÿ [1℄ ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü ïîäîáíûå ñòðóêòóðû.

Äàëåå, â [16, 17, 18, 19, 20, 21℄ ïîëó÷åíû îïèñàíèå è ñâîéñòâà äîñòè-

æèìûõ ìíîæåñòâ íà êëàññàõ ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð, òàêæå èññëåäîâà-

íû ãåîäåçè÷åñêèå [22℄, âûâåäåíû íåêîòîðûå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ñòðóê-

òóð [15℄. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð óñòàíîâëåíû íà

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò �

FWNF-2022-0006).
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ãðóïïàõ H-òèïà, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíû ãåîäåçè÷åñêèå è èõ ñâÿçü ñ îïè-

ñàíèåì äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ðàâíîìåðíîì

ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå [24, 25℄. Ïðèìåíåíèå ñóáëîðåíöåâûõ ñòðóêòóð ê

çàäà÷àì �èçèêè îïèñàíî â [9, 10℄. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ¾êëàññè÷å-

ñêèé¿ ñëó÷àé ñ îäíîé âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé, è îáùèé ñëó÷àé, ãäå òàêèõ

ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî (òàêèå ñòðóêòóðû òàêæå èçó÷àþòñÿ ñ íåäàâíåãî

âðåìåíè; ñì., íàïðèìåð, [12, 13℄).

Êàê è â [5℄, â çàäà÷å íå èñêëþ÷åíû ñëó÷àè è âûðîæäåííîñòè ñóáðè-

ìàíîâà äè��åðåíöèàëà (â îòëè÷èå îò êëàññîâ ïîâåðõíîñòåé-ãðà�èêîâ;

ñð. [2, 6℄). Êðîìå òîãî, òàê êàê èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿ-

þò àíàëîãè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ïîâåðõíîñòåé (òî åñòü, ëîêàëüíî

ëåæàùèå âíå ñâåòîâûõ êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè íà ïîâåðõíîñòè çà èñêëþ-

÷åíèåì ñàìîé âåðøèíû), òî îäíèì èç âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòà-

òüè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé, ãàðàíòèðóþùèõ ïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáèå èõ îáðàçîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì âñå íåîáõîäè-

ìûå îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, âî âòîðîì � äîêàæåì ïðîìå-

æóòî÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, à â òðåòüåì � îñíîâíîé

ðåçóëüòàò, �îðìóëó ïëîùàäè äëÿ ëèïøèöåâûõ âî âíóòðåííåì ñìûñëå

îòîáðàæåíèé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

� 1. �ðóïïû Êàðíî è ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1 (ñì., íàïðèìåð, [14℄). �ðóïïîé Êàðíî íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ ãðóïïà Ëè G, àëãåáðà Ëè V
êîòîðîé ãðàäóèðîâàíà, ò. å., ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

V =
M⊕

j=1

Vj, [V1, Vj] = Vj+1, j < M, [V1, VM ] = {0}.

�àçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ Vj(x), j = 1, . . . ,M , íå çàâèñÿò îò òî÷êè x.

Îïðåäåëåíèå 1.2. ÏóñòüN � òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïûG,

è X1, X2, . . . , XN � ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G, îáðàçóþùèå

áàçèñ àëãåáðû Ëè V , ïðè÷åì

{
X1, . . . , XdimV1

� áàçèñ V1,

XdimV1+...+dimVk−1+1, . . . , XdimV1+...+dimVk
� áàçèñ Vk, 1 < k ≤M.
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Çäåñü ñèìâîë dimVk îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü Vk (â êàæäîé òî÷êå x). Åñ-
ëè Xj ∈ Vk, òî ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëÿ Xj è îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì degXj. Âåêòîðíûå ïîëÿ ñòåïåíè 1 äàëåå áóäåì íàçûâàòü ãîðè-

çîíòàëüíûìè.

Åñëè x = exp
( N∑
j=1

xjXj

)
(0), y = exp

( N∑
j=1

yjXj

)
(0), òî x · y = z =

exp
( N∑
j=1

zjXj

)
(0), ãäå zj = xj + yj äëÿ degXj = 1,

zj = xj + yj +
∑

µ>0,β>0
|µ+β|h=degXj

F j
µ,βx

µyβ (1)

ïðè degXj > 1, è äëÿ êàæäîãîN-ìåðíîãî ìóëüòèèíäåêñà λ = (λ1, . . . , λN)

åãî îäíîðîäíàÿ íîðìà îáîçíà÷àåòñÿ |λ|h =
N∑
i=1

λi degXi.

Çäåñü óìíîæåíèå x · y ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñíà÷àëà

äâèæåíèå èäåò äî òî÷êè x âäîëü èíòåãðàëüíîé ëèíèè âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ

N∑
j=1

xjXj ñ íà÷àëîì â 0, à çàòåì � âäîëü èíòåãðàëüíîé ëèíèè âåêòîð-

íîãî ïîëÿ

N∑
j=1

yjXj ñ íà÷àëîì â x. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ

ïîëÿ

N∑
j=1

zjXj ñîåäèíÿåò òî÷êè 0 è z = exp
( N∑
j=1

yjXj

)
(x).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Êîíñòàíòû {F j
µ,β}j,µ,β íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè ãðóïïû G.

Çàìå÷àíèå 1.4. Òàê êàê íà ãðóïïå Êàðíî ïî îïðåäåëåíèþ âåðíî

[Xi, Xj] =
∑

k: degXk=degXi+degXj

cijkXk,

ãäå âñå {cijk}i,j,k ïîñòîÿííû, à ïðè âû÷èñëåíèè êîîðäèíàò {zj}
N
j=1 èñ-

ïîëüçóåòñÿ �îðìóëà Áåéêåðà � Êýìïáåëëà � Õàóñäîð�à, òî êîíñòàíòû

{F j
µ,β}j,µ,β âñåãäà îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Îïðåäåëåíèå 1.5. �àññìîòðèì òî÷êó u ∈ G è (v1, . . . , vN) ∈ RN
.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θu : RN → G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θu(v1, . . . , vN) = exp

( N∑

i=1

viXi

)
(u).

Èçâåñòíî, ÷òî θu � ãëàäêèé äè��åîìîð�èçì. Íàáîð {vi}
N
i=1 íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èëè êîîðäèíàòàìè ïåðâîãî ðîäà (îòíîñè-
òåëüíî u ∈ G) òî÷êè v = θu(v1, . . . , vN).

Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó, ëî-

êàëüíî áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíóþ èçâåñòíîé ìåòðèêå Êàðíî � Êàðà-

òåîäîðè íà ãðóïïàõ Êàðíî.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü G � ãðóïïà Êàðíî, è w = exp
( N∑
i=1

wiXi

)
(v).

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó d2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2(v, w) = max
{( ∑

j: degXj=1

w2
j

) 1

2

,
( ∑

j: degXj=2

w2
j

) 1

2·2

, . . . ,
( ∑

j: degXj=M

w2
j

) 1

2·M
}
.

Ìíîæåñòâî {w ∈ G : d2(v, w) < r} íàçûâàåòñÿ øàðîì îòíîñèòåëüíî d2
ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå v è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Box2(v, r).

Ñ ïîìîùüþ �îðìóë ãðóïïîâîé îïåðàöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî d2
ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé: îíà ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

òî÷êè ñîâïàäàþò, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷åíîñòè, è ëîêàëüíî äëÿ

íåå âûïîëíÿåòñÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, d2
ÿâëÿåòñÿ ñóáðèìàíîâûì îáîáùåíèåì åâêëèäîâîé ìåòðèêè.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî â èññëåäîâàíèÿõ íà íåãîëîíîìíûõ ñòðóêòóðàõ

èñïîëüçóþò ìåòðèêó Êàðíî � Êàðàòåîäîðè (ñì., íàïðèìåð, [28℄), îïèñû-

âàåìóþ íèæå.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè â ïî÷òè

êàæäîé òî÷êå x åå êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðèíàäëåæèò V1(x).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Çíà÷åíèå ìåòðèêè Êàðíî � Êàðàòåîäîðè ìåæ-

äó òî÷êàìè ðàâíî òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ,

ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè.



Ëèïøèöåâû îáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ 142

Íåäîñòàòîê òàêîé ìåòðèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòðóêòóðà øàðîâ â òà-

êîé ìåòðèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíà òîëüêî â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ñâîéñòâî 1.9. Îáðàç øàðà Box2(v, r) ïðè îòîáðàæåíèè θ−1
v � äå-

êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå M (åâêëèäîâûõ) øàðîâ, äèàìåòðû êîòîðûõ ðàâíû

2r, 2r2, . . . , 2rM .

Ñâîéñòâî 1.10. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 1.9 íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-

åòñÿ, ÷òî õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî d2 ðàâíà

ν =

M∑

j=1

j dimVj .

Îïðåäåëåíèå 1.11. Îïðåäåëèì �óíêöèþ ìíîæåñòâà Hν
äëÿ A ⊂ G

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hν(A) =
M∏

k=1

ωdimVk
· lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rνi :
⋃

i∈N

Box2(yi, ri) ⊃ A, yi ∈ A, ri < δ
}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà A.
Çäåñü è äàëåå ñèìâîë ωl îáîçíà÷àåò îáúåì åâêëèäîâà øàðà åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà â Rl
.

Òàê êàê îïðåäåëåíèå Hν
íåñòàíäàðòíîå (öåíòðû øàðîâ ïîêðûòèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íà ñàìîì ìíîæåñòâå), òî ïðîâåäåì íåêîòîðûå íåñëîæíûå

ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî �óíêöèÿ Hν
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.

Çàìå÷àíèå 1.12. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû HN
íà G. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷-

íî:

• ðàññìîòðåòü ïîêðûòèå ìíîæåñòâà íóëåâîéHN
-ìåðû øàðàìè {Bi}i∈N,

ñóììà ìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîå ε > 0;

• íà êàæäîì øàðå Bi ïðèìåíèòü òåîðåìó Âèòàëè äëÿ ñåìåéñòâ øàðîâ

{
Bcc(y, r) : y ∈ Bi, r > 0

}

â ìåòðèêå Êàðíî � Êàðàòåîäîðè (ìû ïîëó÷èì ïîêðûòèå ñåìåé-

ñòâîì øàðîâ {Bi
cc(yl, rl)}l∈N â ìåòðèêå dcc, ñóììà ìåð ïî âñåì l è i

êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò Kccε, ãäå Kcc <∞ çàâèñèò òîëüêî îò ñòðóê-

òóðû ãðóïïû Êàðíî);
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• êàæäûé øàð Bi
cc(yl, rl) íîâîãî ïîêðûòèÿ çàìåíèòü íà øàð

Bi
2(yl, Lrl) ⊃ Bi

cc(yl, rl)

â êâàçèìåòðèêå d2, ãäå d2 < Ldcc, 0 < L < ∞ (òîãäà ñóììà èõ HN
-

ìåð íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü K2ε, ãäåK2 çàâèñèò òîëüêî îò ñòðóêòóðû

ãðóïïû Êàðíî).

Òàê êàê çíà÷åíèå

HN
(
Box2(y, r)

)
=

M∏

k=1

ωdimVk
· rν ·

√
det(g(y)) · (1 + o(1)), (2)

ãäå g � ðèìàíîâ òåíçîð íà G (íàïîìíèì, ÷òî G ìû ìîæåì ðàññìàòðè-

âàòü, êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå), à o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòíûõ îêðåñòíîñòÿõ, òî ìû ïîëó÷èëè ïîêðûòèå ìíîæåñòâà íóëåâîé

HN
-ìåðû íàáîðîì øàðîâ èç îïðåäåëåíèÿ Hν

, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîòîðîìó

ñóììà

M∏
k=1

ωdimVk

∑
i∈N

rνi íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé

îò ãðóïïû G, óìíîæåííîé íà ε. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû HN
.

Çàìå÷àíèå 1.13. Èç (2) äëÿ êàæäîãî Box2(yi, ri) èç îïðåäåëåíèÿ 1.11
ñëåäóåò

M∏

k=1

ωdimVk
· rνi =

HN
(
Box2(yi, ri)

)
√
det(g(yi))

· (1 + o(1)),

îòêóäà (ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âèòàëè äëÿ ïîêðûòèÿ Box2(y, r) ìíî-
æåñòâàìè

{
Box2(w, ρ)

}
w∈Box2(y,r),ρ>0

è îáúåäèíÿÿ âûáðàííîå ïîêðûòèå ñ

ïîêðûòèåì îñòàâøåãîñÿ ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû) âûâîäèì, ÷òî

Hν(Box2(y, r)) =
M∏

k=1

ωdimVk
· rνi · (1 + o(1)),

ãäå o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ îêðåñòíîñòÿõ (ñì.

àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû â [2℄). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ.

Òàê êàê �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν
ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé íà óäàëåííûõ

øàðàõ, âûâîäèì [29, 30℄
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Ñâîéñòâî 1.14. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν
äè��åðåíöèðóåìà ïî ìå-

ðå HN
è âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, Hν

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν
íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíî-

âîé ìåðîé.

�àññìîòðèì òåïåðü åùå îäíó ãðóïïó Êàðíî G̃ ñ àëãåáðîé Ëè Ṽ =
M̃⊕
k=1

Ṽk è áàçèñíûìè ïîëÿìè X̃1, . . . , X̃Ñ òàêóþ, ÷òî M̃ ≥ M , è õîòÿ áû

äëÿ îäíîãî k0 ∈ [1,M ] âåðíî dim Ṽk0 > dimVk0, à dim Ṽk ≥ dimVk äëÿ

âñåõ îñòàëüíûõ k 6= k0. Òîãäà è òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Ñ ãðóïïû

G̃ ñòðîãî áîëüøå, ÷åì N . Êâàçèìåòðèêó, ïîñòðîåííóþ íà G̃ òàê æå, êàê

îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 1.6, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì d̃2.
Îïðåäåëèì ñóáëîðåíöåâó ñòðóêòóðó íà G̃.

Îáîçíà÷åíèå 1.16. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . ,M âûáåðåì öåëûå ÷èñëà

dim Ṽ −
k ∈ [0, dim Ṽk − dim Vk].

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì ñ0 = 0 è ñk =
k∑

l=1

dim Ṽk.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ïóñòü w = exp
( Ñ∑
i=1

wiX̃i

)
(v), v, w ∈ G̃. Ïîëîæèì

âåëè÷èíó d
2
2(v, w) ðàâíîé

max
k=1,...,M̃

{∣∣∣
ñk∑

j=ñk−1+dim Ṽ −

k
+1

w2
j −

ñk−1+dim Ṽ −

1∑

j=ñk−1+1

w2
j

∣∣∣
1/k

×

× sgn
( ñk∑

j=ñk−1+dim Ṽ −

k
+1

w2
j −

ñk−1+dim Ṽ −

1∑

j=ñk−1+1

w2
j

)}
.

Ìíîæåñòâî {w ∈ G̃ : d22(v, w) < r2} íàçûâàåòñÿ øàðîì îòíîñèòåëüíî d
2
2

ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå v è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Boxd(v, r).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëåæàùèõ â G̃ ïîâåðõíîñòåé

äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïðèâåäåííûé âûøå àíàëîã êâàäðàòà ðàññòîÿ-

íèÿ d
2
2, áåç ïåðåõîäà ê êîðíÿì èç ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè âåëè÷èí.

Îïèøåì ìåðó íà îáðàçå, ïîñòðîåííóþ ñ ïîìîùüþ òàêîé ñèñòåìû øàðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóñòü B ⊂ G̃. Îïðåäåëèì �óíêöèþ ìíîæåñòâà

Hµ
d
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωd · lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rµi :
⋃

i∈N

(
Boxd(xi, ri) ∩

xi B
)
⊃ B, xi ∈ B, ri < δ

}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà B, ωd �

çàðàíåå âûáðàííûé íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò, êðîìå òîãî, ñèìâîë

Boxd(xi, ri)∩
xiB îçíà÷àåò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Boxd(xi, ri)∩

B, ñîäåðæàùóþ òî÷êó xi.

Çàìå÷àíèå 1.19. Òðåáîâàíèå èñïîëüçîâàòü ïåðåñå÷åíèå Boxd(xi, ri)∩
xi

B âìåñòî Boxd(xi, ri) ∩B ñâÿçàíî ñî ñïåöè�èêîé ñòðóêòóðû, à èìåííî, ñ

íåîãðàíè÷åííîñòüþ øàðîâ; ñì. ïîäðîáíîñòè è êîììåíòàðèè â [5, 4℄.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hµ
d
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé, åñëè åå ðàñ-

ñìàòðèâàòü íà îáðàçàõ êëàññîâ ëèïøèöåâûõ âî âíóòðåííåì ñìûñëå îòîá-

ðàæåíèé. Ýòî áóäåò äîêàçàíî äàëåå; ñì. òåîðåìû 2.28 è 3.31.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé µ = ν è ωd =
M∏
k=1

ωdimVk
. À â êà÷å-

ñòâå B ìû èññëåäóåì îáðàçû êëàññîâ ëèïøèöåâûõ âî âíóòðåííåì ñìûñëå

îòîáðàæåíèé ϕ : Ω → G̃, ãäå Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè ìíîæåñòâà, îïèñûâàåìûå â îïðåäåëåíèÿõ 1.11

è 1.18, çàâèñÿò îò íàáîðîâ âåêòîðíûõ ïîëåé èç îïðåäåëåíèé 1.6 è 1.17

�óíêöèé ðàññòîÿíèÿ è àíàëîãà êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ.

Äàëåå ìû, â ÷àñòíîñòè, îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå

îáðàçà ϕ(Ω) ñ øàðàìè Boxd(x, r), x ∈ ϕ(Ω), îãðàíè÷åíî.
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ñóáðèìàíîâà àíàëîãà äè��åðåíöèðóåìîñòè äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ è íåêîòîðûå âàæíûå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå 1.20 ([28℄; ñì. òàêæå [31℄). Ïóñòü G è G̃ � ãðóïïû

Êàðíî, Ω ⊂ G è ϕ : Ω → G̃. Îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðó-
åìûì, èëè äè��åðåíöèðóåìûì â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå, â (ïðåäåëüíîé)

òî÷êå x ∈ Ω, åñëè ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì Lx : G → G̃

òàêîé, ÷òî

d̃2(ϕ(y),Lx〈y〉) = o(1) · d2(x, y), ãäå o(1) → 0 ïðè Ω ∋ y → x.

hc-Äè��åðåíöèàë (èëè ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë) Lx îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-

âîëîì D̂ϕ(x).
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Îïðåäåëåíèå 1.21. Ïóñòü G è G̃ � ãðóïïû Êàðíî, Ω ⊂ G è ϕ : Ω →
G̃. Åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì îòíîèñòåëüíî êâàçèìåòðèê d2 è d̃2, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì ñìûñëå.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â P. Pansu [28℄ äëÿ îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ, è Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâûì ([32℄; ñì. òàêæå, íàïðèìåð, [31℄, ãäå ýòîò

ðåçóëüòàò äîêàçàí äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ Êàðíî � Êàðà-

òåîäîðè) äëÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1.22. Ïóñòü G è G̃ � ãðóïïû Êàðíî, Ω ⊂ G � èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî, è ϕ : Ω → G̃ � ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì ñìûñëå îòîáðàæå-

íèå. Òîãäà îíî hc-äè��åðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó.

Îáîçíà÷åíèå 1.23. Çäåñü è äàëåå ñèìâîë V1ϕ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

span{X1ϕ, . . . , XdimV1
ϕ}.

Ñ�îðìóëèðóåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëÿþùèé íåçàâèñèìûé

èíòåðåñ.

Òåîðåìà 1.24 ([31℄). Åñëè ϕ : Ω → G̃, ãäå Ω ⊂ G � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæèò êëàññó C1
H , òî åñòü, îíî íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìî âäîëü ïîëåé X1, . . . , XdimV1
è V1ϕ ⊆ Ṽ1, òî îíî íåïðåðûâ-

íî hc-äè��åðåíöèðóåìî âñþäó íà Ω. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ϕ ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó C1
, òî ìàòðèöà åãî hc-äè��åðåíöèàëà (èëè, ñóáðèìàíîâà

äè��åðåíöèàëà) D̂ϕ ñîñòîèò èç ¾äèàãîíàëüíûõ¿ (dim Ṽk×dimVk)-áëîêîâ
ìàòðèöû êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëàDϕ âñþäó íà Ω, à îñòàëüíûå ýëå-
ìåíòû íóëåâûå, òîãäà êàê ìàòðèöà êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëà èìååò

áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä.

Çäåñü è äàëåå ïîä ¾äèàãîíàëüíûìè¿ áëîêàìè ïîíèìàþòñÿ áëîêè, ñî-

ñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ, íîìåð ñòðîêè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿì èç

Ṽk, à íîìåð ñòîëáöà � ïîëÿì èç Vk, k = 1, . . . ,M . Òàêèì îáðàçîì, ðàç-

ìåðíîñòü ýòèõ áëîêîâ ðàâíà dim Ṽk×dim Vk. Îáîçíà÷èì ¾äèàãîíàëüíûå¿

(dim Ṽk × dimVk)-áëîêè ìàòðèöû êëàññè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëà Dϕ, èç

êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ìàòðèöà D̂ϕ, ñèìâîëàìè D̂kϕ, k = 1, . . . ,M .

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ êëàññà C1
H , îïðåäåëåí-

íûå íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ ãðóïï Êàðíî.
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� 2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ

ãîìîìîð�èçìîâ

Òàê êàê ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë � ýòî ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð-

�èçì, ñ�îðìóëèðóåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû äëÿ ýòèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé.

Ïî îïðåäåëåíèþ, òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì, è îíî îïðåäå-

ëåíî íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñëó÷àé,

êîãäà ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì íåâûðîæäåí. Îáîçíà÷èì åãî ñèìâî-

ëîì L; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â ñèëó ëåâîèíâàðèàíòíîñòè áàçèñíûõ

ïîëåé ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

exp
( N∑

i=1

wiXi

)
(0) = w 7→ L〈w〉 = exp

( Ñ∑

j=1

( N∑

k=1

Ljkwk

)
X̃j

)
(0̃).

Îáîçíà÷èì êàæäûé ¾äèàãîíàëüíûé¿ (dim Ṽk×dimVk)-áëîê ñèìâîëîì
Lk, k = 1, . . . ,M . Â êàæäîì èç ýòèõ áëîêîâ ÷àñòü, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ

dimV −
k ñòðîê, îáîçíà÷èì, êàê L−

k , à îñòàâøóþñÿ � ñèìâîëîì L+
k .

Âåðíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 2.25. Ïóñòü L � íåâûðîæäåííûé ãîðèçîíòàëüíûé ãîìî-

ìîð�èçì. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ImL è

{
w ∈ G̃ : d

2
2(0̃, w) ≤ 0

}
(3)

â åäèíñòâåííîé òî÷êå 0̃ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü âñåõ ìàòðèö L+
k , k =

1, . . . ,M .

Åñëè åùå â êàæäîì L+
k íàéäóòñÿ dimVk ñòðîê, ñîñòàâëåííàÿ èç êîòî-

ðûõ ìàòðèöà L̂+
k òàêîâà, ÷òî äëèíû ñòîëáöîâ L−

k (L̂
+
k )

−1
íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

− c, ãäå c > 0, k = 1, . . . ,M , òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà (3) ñ ImL áóäåò ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîé

òî÷êè 0̃.

2. Ïåðåñå÷åíèå øàðà Boxd(0̃, r) ñ ìíîæåñòâîì ImL áóäåò îãðàíè÷åí-

íûì.

3. Íà ImL çíà÷åíèÿ (d̃2)
2
è d

2
2 ëîêàëüíî áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû.
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4. Ìàòðèöà L̂+
k îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâîê ñòðîê âíóòðè íåå, k = 1, . . . ,M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè âñåõ ìàò-

ðèö L+
k , k = 1, . . . ,M , äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî [5, Òåîðåìà 9, Øàã 1℄

ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè.

Êðîìå òîãî, ïï 1 è 2 òàêæå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî [5, Òåîðåìà 9,

Øàã 2℄ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî ï. 3 äëÿ âåëè÷èí

(d̃2)
2
è d

2
2, ïîñ÷èòàííûõ îòíîñèòåëüíî 0̃, òàêæå ñëåäóåò ñõåìå [5, Òåîðå-

ìà 9, Øàã 2℄. Åñëè æå (d̃2)
2
è d

2
2 ñ÷èòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ImL ∋ x 6= 0̃,

òî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñäâèã íà ýëåìåíò, îáðàòíûé ýëåìåíòó x, è
ïðèìåíèòü ñâîéñòâî ëåâîèíâàðèàíòíîñòè L.

Óñòàíîâèì ï. 4. Ôèêñèðóåì k ∈ [1,M ] è ðàññìîòðèì (dimVk×dim Ṽk)-

ìàòðèöó L̃ = (Lk)
T
. Îáîçíà÷èì (L+

k )
T
ñèìâîëîì L̃+

, (L−
k )

T
� ñèìâîëîì

L̃−
, à (L̂+

k )
T
� ñèìâîëîì L̃0. Äëÿ íåå óñëîâèå ï. 4 èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ìàòðèöà L̃0, ñîñòàâëåííàÿ èç dim Vk ñòîëáöîâ L̃+
, òàêàÿ, ÷òî äëèíû

ñòðîê L̃−1
0 L̃−

íå ïðåâîñõîäÿò

1
dimVk

− c, ãäå c > 0, åñëè ñóùåñòâóåò, òî

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òàêîå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî

â [7, Ëåììà 2.12℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ñòîëáöîâ, èç êîòîðûõ

ñîñòàâëåíà L̃0, ÷àñòè L̃
+
íå âëèÿåò íà åå åäèíñòâåííîñòü (êàê è â [7℄: òàì

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ï. 3 Ïðåäïîëîæåíèÿ 2.7 òîé ñòàòüè). Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.26. Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî L̂+
k ñîñòîèò èç ñòðîê áëîêà Lk, èìåþùèõ â ýòîì áëîêå íîìåðà

dim Ṽk − dimVk + 1, . . . , dim Ṽk äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,M .

Îáîçíà÷åíèå 2.27. Îáîçíà÷èì áëîê, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê Lk, èìåþ-

ùèõ â ýòîì áëîêå íîìåðà dim Ṽ −
k + 1, . . . , dim Ṽk − dimVk, ñèìâîëîì L̄+

k

äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,M .

Ñ�îðìóëèðóåì è âûâåäåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ

ãîìîìîð�èçìîâ.

Òåîðåìà 2.28. Ïóñòü G è G̃ � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî, è

Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ãîìîìîð�èçìà L,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû 2.25, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ïëîùà-

äè

M∏

k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)
· Hν(Ω) = Hν

d

(
L(Ω)

)
. (4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âû÷èñëåíèå

ìåðûHN(ImL∩xBoxd(x, r)), ãäå x ∈ ImL, âòîðûì � âû÷èñëåíèåHν
d
(ImL∩x

Boxd(x, r)), à òðåòüèì � âûâîä (4).

Øàã 1. Ïåðåéäåì â íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â îáðàçå è ïðîîáðàçå è

ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

L = θ−1

0̃
◦ L : G → R

Ñ .

Ïðèìåíèì äëÿ L èäåè [5℄, ñîãëàñíî êîòîðûì îáðàç L ïðåäñòàâëåí â âèäå

ãðà�èêà, ïîñòðîåííîãî ïî îòîáðàæåíèþ

(
θ−1

0̃
◦ L0)〈w〉 7→ L〈w〉, (5)

ãäå L0 � òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ L0 ◦ θ0 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòíîé è íåâûðîæäåííîé ðàçìåðíîñòè N , â íîðìàëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ èìåþùåé âèä 



L̂+
1 0 0 . . . 0 0

0 L̂+
2 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 0 L̂+
M




.

Ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêà èìååò âèä




L−
1 (L̂

+
1 )

−1 0 0 . . . 0 0

L̄+
1 (L̂

+
1 )

−1 0 0 . . . 0 0
EdimV1

0 0 . . . 0 0

0 L−
2 (L̂

+
2 )

−1 0 . . . 0 0

0 L̄+
2 (L̂

+
2 )

−1 0 . . . 0 0
0 EdimV2

0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 0 L−
M (L̂+

M)−1

0 0 0 . . . 0 L̄+
M (L̂+

M)−1

0 0 0 . . . 0 EdimVM

0 0 0 . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. . . .
.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 0 0




.
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Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî êîý��èöèåíò èñêàæåíèÿ HN
-ìåðû â 0 ïðè ïàðà-

ìåòðèçàöèè (5) ðàâåí çíà÷åíèþ

M∏

k=1

det
(
EdimVk

+
(
L−
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L−
k (L̂

+
1 )

−1
)
+
(
L̄+
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L̄+
k (L̂

+
k )

−1
))1/2

.

Òàê êàê L � ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì, òî íåïîñðåäñòâåííûìè âû-

÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü êîìïîçèöèþ L 
 θ−1
x ,

x ∈ ImL, âìåñòî êîìïîçèöèè ñ θ−1

0̃
, à íà ïðîîáðàçå êîîðäèíàòû ýëå-

ìåíòîâ ñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíî L−1〈x〉, òî ìàòðèöû äè��åðåíöèàëîâ âñåõ

ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îòîáðàæåíèé áóäóò èìåòü òàêîé æå âèä. Ïîýòîìó

êîý��èöèåíò èñêàæåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ îäèí è òîò æå.

Äàëåå îñòàåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïðèìå-

íèòü àðãóìåíòû [5, Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13℄ è [7, Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 3.2, Øàã 3℄; ñì. òàêæå [2, 6℄. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

HN
(
ImL ∩0 Boxd(0, r)

)
=

M∏

k=1

ωdimVk
· rν×

×

M∏
k=1

det
(
EdimVk

+
(
L−
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L−
k (L̂

+
1 )

−1
)
+
(
L̄+
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L̄+
k (L̂

+
k )

−1
))1/2

M∏
k=1

det
(
EdimVk

−
(
L−
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L−
k (L̂

+
1 )

−1
)
+
(
L̄+
k (L̂

+
k )

−1
)∗(

L̄+
k (L̂

+
k )

−1
))1/2

.

Òðåòèé ìíîæèòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â âèä

M∏
k=1

det
(
(L̂+

k )
∗L̂+

k + (L−
k )

∗L−
k + (L̄+

k )
∗L̄+

k

)1/2

M∏
k=1

det
(
(L̂+

k )
∗L̂+

k + (L̄+
k )

∗L̄+
k − (L−

k )
∗L−

k

)1/2

=

M∏
k=1

det
(
L∗
kLk

)1/2

M∏
k=1

det
(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)1/2
. (6)
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Òàêèì îáðàçîì,

HN
(
ImL ∩0 Boxd(0, r)

)
=

M∏

k=1

ωdimVk
· rν ·

M∏
k=1

det
(
L∗
kLk

)1/2

M∏
k=1

det
(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)1/2
.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ Lx = θ−1
x ◦L, ãäå

x ∈ ImL. Ñëåäîâàòåëüíî,

HN
(
ImL ∩x Boxd(x, r)

)
=

M∏

k=1

ωdimVk
· rν ·

M∏
k=1

det
(
L∗
kLk

)1/2
det

(
g̃|ImL(x)

)1/2

M∏
k=1

det
(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)1/2

ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1 + o(1), ãäå g̃|ImL � îãðàíè÷åíèå ðèìàíîâà

òåíçîðà â îáðàçå íà ImL, à o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêò-
íûõ îêðåñòíîñòÿõ.

Øàã 2. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

Hν
d

(
ImL ∩x Boxd(x, r)

)
=

M∏

k=1

ωdimVk
· rν · (1 + o(1)), (7)

ãäå o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ îêðåñòíîñòÿõ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.25, îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ (6) îãðàíè÷åíû è ñòðî-

ãî îòäåëåíû îò íóëÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñõåìó äîêàçàòåëü-

ñòâà [23℄, êàê è â ðàáîòå [5℄, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíî-

øåíèÿ (7). Îñíîâíàÿ èäåÿ îïèñàíà â çàìå÷àíèè 1.13.

Øàã 3. ×òîáû âûâåñòè (4), îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî Hν
d
ÿâëÿåòñÿ

ìåðîé íà ïîäìíîæåñòâàõ ImL. �àññìîòðèì �óíêöèþ ìíîæåñòâà

Ω ⊃ A 7→ Hν
d

(
L(A)

)
.

Òàê êàê íà ImL çíà÷åíèÿ (d̃2)
2
è d

2
2 ëîêàëüíî áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíò-

íû, è, êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå L ÿâëÿåòñÿ áèëèïøèöåâûì îòíîñèòåëüíî

d2 è d̃2 íà ñâîé îáðàç (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ãîìî-
ìîð�èçìà), òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íà Ω ñèñòåìó øàðîâ

{
L−1(Boxd(x, r))

}
x∈ImL,r>0

.
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Èç (7) âûâîäèì, ÷òî íà òàêîé ñèñòåìå L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîå-

íèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå óäâîåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñèñòåìû øàðîâ

{Box2(y, r)}y∈Ω,r>0).

Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü îòíîñèòåëüíî HN
äîêàçûâàåòñÿ òåìè æå

àðãóìåíòàìè, ÷òî è àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü Hν
îòíîñèòåëüíî HN

(ñì.

çàìå÷àíèå 1.12), ãäå ïðè ïåðåõîäå îò ïðîîáðàçà ê îáðàçó èñïîëüçóåòñÿ áè-

ëèïøèöåâîñòü L íà ñâîé îáðàç è áèëèïøèöåâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âåëè÷èí

(d̃2)
2
è d

2
2.

Èç áèëèïøèöåâîñòè L íà ñâîé îáðàç è áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè
âåëè÷èí (d̃2)

2
è d

2
2 âûòåêàåò è àääèòèâíîñòü íà óäàëåííûõ øàðàõ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν
d
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

îòíîñèòåëüíî ìåðû HN
íà ImL; êðîìå òîãî, îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî

ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè è, òàêèì

îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Ìû ïîëó÷àåì

DHNHν
d
(x) =

M∏
k=1

det
(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)1/2

M∏
k=1

det
(
L∗
kLk

)1/2
det

(
g̃|ImL(x)

)1/2
.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü âûâåñòè (4) èç êëàñ-

ñè÷åñêîé �îðìóëû ïëîùàäè. Èìååì

M∏

k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)
· Hν(Ω)

=

∫

Ω

M∏

k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)
dHν(y)

=

∫

Ω

M∏
k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)

√
det g(y)

dHN(y)

=

∫

L(Ω)

M∏
k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)

√
det g(L−1(x))J (L, L−1(x))

dHN(x)
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=

∫

L(Ω)

√
det g(L−1(x))

M∏
k=1

√
det

(
(L+

k )
∗L+

k − (L−
k )

∗L−
k

)

√
det g(L−1(x))

M∏
k=1

√
det

(
L∗
kLk

)√
det

(
g̃|ImL(x)

) dH
N(x)

=

∫

L(Ω)

DHNHν
d
(x) dHN(x) =

∫

L(Ω)

dHν
d
(x) = Hν

d

(
L(Ω)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (4) ñïðàâåäëèâî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå

ïðèìåíèì äàëåå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

� 3. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè-îáðàçà

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ îáðàçîâ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðè

îòîáðàæåíèÿõ ϕ : Ω → G̃ êëàññà C1
H , ãäå Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî. Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî hc-äè��åðåíöèàë D̂ϕ îòîáðàæåíèÿ

íåâûðîæäåí, êðîìå òîãî, äëÿ íåãî â êàæäîé òî÷êå âûïîëíåíû óñëîâèÿ

òåîðåìû 2.25.

Íàïîìíèì, ÷òî hc-äè��åðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ êëàññà C1
H ÿâëÿåòñÿ

ãîðèçîíòàëüíûì ãîìîìîð�èçìîì (ñì. îïðåäåëåíèå 1.20).

Îáîçíà÷åíèå 3.29. Îáîçíà÷èì êàæäûé ¾äèàãîíàëüíûé¿ (dim Ṽk ×

dimVk)-áëîê D̂ϕ ñèìâîëîì D̂k, k = 1, . . . ,M . Â êàæäîì èç ýòèõ áëîêîâ

÷àñòü, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ dimV −
k ñòðîê, îáîçíà÷èì, êàê D̂−

k , à îñòàâ-

øóþñÿ � ñèìâîëîì D̂+
k .

Èç [7, Ëåììà 2.12℄ ñëåäóåò

Ñâîéñòâî 3.30. Åñëè îáîçíà÷èòü D̂ϕ(y) ñèìâîëîì L(y), òî â òåðìèíàõ

òåîðåìû 2.25 áëîê, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè L̂+
k íà êàæäîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè Ω, îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,M .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà � ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.31. Ïóñòü G è G̃ � ãðóïïû Êàðíî, ãäå M̃ ≥ M , è õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî k0 ∈ [1,M ] âåðíî dim Ṽk0 > dimVk0 , à dim Ṽk ≥ dimVk
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ k 6= k0, è Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü åùå

ϕ : Ω → G̃ � îòîáðàæåíèå êëàññà C1
H , äëÿ hc-äè��åðåíöèàëà êîòîðîãî
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âñþäó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.25 ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì c > 0.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ïëîùàäè

∫

Ω

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
dHν(y)

=

∫

G̃

∑

y: y∈ϕ−1(x)

1 dHν
d
(x). (8)

Çàìå÷àíèå 3.32. Åñëè ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå ϕ|U , ãäå U ⋐ Ω,
òî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ äëÿ hc-äè��åðåíöèàëà óñëîâèé òåîðåìû 2.25

ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì c > 0 ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: äëè-

íû îïèñûâàåìûõ ñòîëáöîâ äîëæíû áûòü ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 1/ dimVk,
k = 1, . . . ,M . Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà â êàæäîé òî÷êå y ∈ U äëèíû ñòîëá-

öîâ íå ïðåâîñõîäÿò 1/ dimVk − cy, cy > 0, k = 1, . . . ,M , ïîýòîìó â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü W (y) ýòîé òî÷êè, íà êîòîðîé äàí-

íîå óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ cy/2 > 0. Äàëåå îñòàåòñÿ âûáðàòü êîíå÷íîå

ïîêðûòèå {W (yl)}
L
l=1, L < ∞, ìíîæåñòâà U ⊃ U , è âûáðàòü íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå èç âñåõ âåëè÷èí {cyl}
L
l=1.

Â îáùåì æå ñëó÷àå, åñëè c = 0, òî ïðè èñ÷åðïàíèè îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ ìíîæåñòâàìè, íà êîòîðûõ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.25 âåðíû äëÿ 1/n > 0,
n ∈ N, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåðû Hν

d
íà

ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèÿõ îáðàçîâ òàêèõ ìíîæåñòâ, ÷òî íå ñòàâèòñÿ öåëüþ

äàííîé ñòàòüè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåò ïîäõîäû è ðåçóëüòàòû [5℄. Ïîýòî-

ìó ñäåëàåì àêöåíò çäåñü íà àðãóìåíòàõ, îòëè÷àþùèõñÿ îò ïðèìåíåííûõ

â [5℄.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.31. Ïðåæäå âñåãî, ðàçîáüåì îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà, ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì íà ñâîé îáðàç.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îáîçíà÷èì îäíî

èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ òàêæå ñèìâîëîì Ω. Êðîìå òîãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ,

è âåëè÷èíà o(1) èç îïðåäåëåíèÿ ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè íà

íåé ðàâíîìåðíà [31℄.

Âîñïîëüçóåìñÿ èäååé ðàáîòû [8℄. Ôèêñèðóåì y ∈ Ω, è ðàññìîòðèì øàð

Box2(y, r) è åãî îáðàç ϕ(Box2(y, r)). Íàøà çàäà÷à � âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèòü
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çíà÷åíèå Hν
d

(
ϕ(Box2(y, r))

)
è, âî-âòîðûõ, ïîêàçàòü, ÷òî Hν

d
ÿâëÿåòñÿ ìå-

ðîé íà ϕ(Ω).
Ôèêñèðóåì δ > 0 è ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {Boxd(xi, ri)}i∈N èç îïðåäå-

ëåíèÿ 1.18, ãäå xi ∈ ϕ(Box2(y, r)), ri < δ, i ∈ N, ìíîæåñòâà ϕ(Box2(y, r)).
Òîãäà èìååì (ñì. òåîðåìó 2.28)

M∏

k=1

ωk

∑

i∈N

rνi = (1 + o(1))
∑

i∈N

Hν
d

(
Im D̂ϕ(yi) ∩

xi Boxd(xi, r)
)
, (9)

ãäå yi = ϕ−1(xi), i ∈ N. Ïîëàãàÿ

ψi : w 7→ D̂ϕ(yi)〈w〉,

âûâîäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1 + o(1) ñîâ-
ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
×

×
∑

i∈N

Hν
(
ψ−1
i

(
Im D̂ϕ(yi) ∩

xi Boxd(xi, r)
))
. (10)

Çàìåòèì, ÷òî ïî âûáîðó Ω êîîðäèíàòû, ïîñ÷èòàííûå îòíîñèòåëüíî xi,
òî÷êè ψi(w) ïðè ïîëÿõ ñòåïåíè k îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîð-
äèíàò òî÷êè ϕ(w) íà âåëè÷èíó ε(d2(yi, w))

k
(ñì. òàêæå (1)), åñëè d2(yi, w) <

δ, äëÿ âñåõ yi ∈ Ω, k = 1, . . . ,M . Çäåñü ε çàäàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,

à δ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ε íà âñåì Ω â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè âåëè÷èíû o(1)
èç îïðåäåëåíèÿ ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè. Òîãäà, ÷òîáû ïîêà-

çàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íà ϕ(Ω) âåëè÷èíû (d̃2)
2
è d

2
2 ëîêàëüíî áèëèïøèöåâî

ýêâèâàëåíòíû, è, âî-âòîðûõ,

ψ−1
y (Boxd(x, r − εr)) ⊂ ϕ−1(Boxd(x, r) ∩

x ϕ(Ω)) ⊂ ψ−1
y (Boxd(x, r + εr)),

äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü àðãóìåíòû [5, Òåîðåìà 9, Øàã 3; Ëåììà 14℄ ñ

î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè.

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè äàííûõ âêëþ÷åíèé âûâîäèì, ÷òî (10) ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1 + o(1) ñîâïàäàåò ñ

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
×

×
∑

i∈N

Hν
(
ϕ−1(Boxd(xi, r) ∩

xi ϕ(Ω))
)
. (11)
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Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé ëåâîé ÷àñòè (9) äîñòèãà-

åòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå (11) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

1 + o(1) áëèçêî ñ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.
Íàïîìíèì, ÷òî âòîðîé ìíîæèòåëü âûðàæåíèÿ (11) � ýòî ñóììà ìåð

ïðîîáðàçîâ ïåðåñå÷åíèé ϕ(Ω) ñ øàðàìè, ïîñòðîåíííûìè îòíîñèòåëüíî d,

ãäå ýòè ïðîîáðàçû ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî

ϕ−1
(
ϕ
(
Box2(y, r)

))
= Box2(y, r).

Â ñèëó áèëèïøèöåâîñòè ϕ íà ñâîé îáðàç è ëîêàëüíîé áèëèïøèöåâîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè (d̃2)
2
è d

2
2 äëÿ êàæäîãî ïðîîáðàçà âåðíî

Box2(yi, r/K) ⊂ ϕ−1(Boxd(xi, r) ∩
xi ϕ(Ω)) ⊂ Box2(yi, rK),

ãäå íà÷åíèå 1 ≤ K < ∞ îäíî è òîæå, yi = ϕ−1(xi), i ∈ N. Òîãäà äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî

inf
{∑

i∈N

Hν
(
ϕ−1(Boxd(xi, r) ∩

xi ϕ(Ω))
)}

= Hν
(
Box2(y, r)

)
,

äîñòàòî÷íî

• ïî òåîðåìå Âèòàëè âûáðàòü íàáîð

{
ϕ−1(Boxd(xi, ri) ∩

xi ϕ(Ω))
}
i∈N

,

ïîêðûâàþùèé Box2(y, r) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà Hν
-ìåðû íóëü;

• äëÿ îñòàâøåãîñÿ ìíîæåñòâàHν
-ìåðû íóëü âûáðàòü ïîêðûòèå øàðà-

ìè {Box2(yj, rj)}j∈N, ñóììà H
ν
-ìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò çàðàíåå

çàäàííîãî ε̂ > 0;

• ýòîò íàáîð øàðîâ çàìåíèòü íà íàáîð

{
ϕ−1(Boxd(xj , Krj)∩

xjϕ(Ω))
}
j∈N

,

xj = ϕ(yj), j ∈ N; òîãäà ñóììà ìåð ýëåìåíòîâ ýòîãî íàáîðà íå áóäåò

ïðåâîñõîäèòü K̂ε̂, K̂ <∞.

Òàê êàê ñóììà Hν
-ìåð íàáîðà

{
ϕ−1(Boxd(xi, ri) ∩

xi ϕ(Ω))
}
i∈N

íå ïðåâîñ-

õîäèò Hν(Box2(y, r)) · (1 + o(1)), ãäå o(1) → 0 ïðè δ → 0 (ìíîæåñòâà

ïîêðûòèÿ íå îáÿçàòåëüíî ëåæàò ïîëíîñòüþ â Box2(y, r)), òî îòñþäà ìû
ïîëó÷èì, ÷òî

Hν
(
Box2(y, r)

)
≤

∑

i∈N

Hν
(
ϕ−1(Boxd(xi, ri) ∩

xi ϕ(Ω))
)

+
∑

j∈N

Hν
(
ϕ−1(Boxd(xj , Krj) ∩

xj ϕ(Ω))
)

≤ Hν(Box2(y, r)) · (1 + o(1)) + K̂ε̂,
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ãäå o(1) → 0 ïðè δ → 0 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèÿ 1.12 è 1.13, è ïîäðîáíîñòè
â [8℄). Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå Hν

d

(
ϕ(Box2(y, r))

)
ðàâíî

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
· Hν

(
Box2(y, r)

)
· (1 + o(1)),

ãäå o(1) → 0 ïðè r → 0 ðàâíîìåðíî íà Ω. Îòñþäà ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ

íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè ìíîæåñòâà

A 7→ Hν
d
(ϕ(A)) (12)

îòíîñèòåëüíî Hν
, à òàêæå, òî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ.

À èç ëîêàëüíîé áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ϕ(Ω) âåëè÷èí (d̃2)
2

è d
2
2 âûòåêàåò àääèòèâíîñòü íà óäàëåííûõ øàðàõ; ñì. çàìå÷àíèå 1.12 è

òåîðåìó 2.28.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèì [29, 30℄ è ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿDHνHν
d

ñóùåñòâóåò è ðàâíà

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
,

è �óíêöèÿ ìíîæåñòâà (12) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ýòîé ïðîèçâîäíîé è ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåðîé. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî

∫

Ω

M∏

k=1

√
det

(
D̂+

k ϕ(y)
∗D̂+

k ϕ(y)− D̂−
k ϕ(y)

∗D̂−
k ϕ(y)

)
dHν(y) =

∫

G̃

dHν
d
(x).

(13)

Äàëåå îñòàåòñÿ èñ÷åðïàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàáîðàìè êîìïàêòíî âëî-

æåííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ϕ áèëèïøèöåâî íà

ñâîé îáðàç, ïðèìåíèòü ê êàæäîìó èç íèõ (13), è äàëåå ñëåäîâàòü ñõåìå

äîêàçàòåëüñòâà, èçëîæåííîé â [8℄. Çàìåòèì, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà íóëå-

âîéHν
-ìåðû, îñòàâøåãîñÿ ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ, áóäåò òàêæå èìåòü íóëåâóþ

Hν
d
-ìåðó, òàê êàê d

2
2 ≤ (d̃2)

2
. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâà

�îðìóëà (8). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω0, íà êîòîðîì ðàíã ìàòðèöû

ñóáðèìàíîâà äè��åðåíöèàëà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, íåïóñòî. Òîãäà
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îíî íå ïîâëèÿåò íà îáå ÷àñòè �îðìóëû ïëîùàäè [5℄ ïðè âûïîëíåíèè ñëå-

äóþùèõ îãðàíè÷åíèé: åñëè L� hc-äè��åðåíöèàë â òî÷êå y ∈ Ω0, òî ðàíã

L+
k äîëæåí áûòü ðàâåí ðàíãó rk ≤ dim Vk áëîêà Lk, è â �îðìóëèðîâêå

òåîðåìû 2.25 áëîê L̂+
k íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà áëîê L̂+

rk
, ïîëó÷åííûé ïî-

âîðîòîì rk ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê L
+
k â ïðîñòðàíñòâî Rrk×0dimVk−rk

,

k = 1, . . . ,M (ýòî ãàðàíòèðóåò àääèòèâíîñòü íà óäàëåííûõ øàðàõ). Êðî-

ìå òîãî, â îïðåäåëåíèè 1.18 äëÿ ñëó÷àÿ Ω0 òåðìèí ¾êîìïîíåíòà ñâÿç-

íîñòè¿ ìåíÿåòñÿ íà ¾ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Im D̂ϕ(yi) ∩
xi Boxd(xi, ri) ïðè

ïðîåêöèè ϕ(U(yi)) íà Im D̂ϕ(yi), ãäå yi ∈ Ω0, à U(yi) � îêðåñòíîñòü ýòîé

òî÷êè¿.

Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà î ìíîæåñòâå âûðîæäåíèÿ ñóáðè-

ìàíîâà äè��åðåíöèàëà, âûâîäèì ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.33. Ïóñòü G è G̃ � ãðóïïû Êàðíî, ãäå M̃ ≥ M , è õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî k0 ∈ [1,M ] âåðíî dim Ṽk0 > dimVk0, à dim Ṽk ≥ dimVk
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ k 6= k0, è Ω ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü åùå

ϕ : Ω → G̃ � îòîáðàæåíèå êëàññà C1
H , òàêîå, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå ðàíã

hc-äè��åðåíöèàëà ìàêñèìàëåí, äëÿ íåãî âñþäó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 2.25 ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì c > 0, à äëÿ òî÷åê Ω0 âûïîëíåíû

îïèñàííûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ ñ òåì æå ïîñòîÿííûì c > 0. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà �îðìóëà (8).
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