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À. Â. Ëàêååâ, Þ. Ý. Ëèíêå, Â. À. �óñàíîâ

Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ïîëóàääèòèâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè íåëè-

íåéíîãî �óíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà �åëåÿ��èòöà èññëåäîâàíà ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷è ðåàëèçàöèè îïåðàòîð-�óíêöèé èíâàðèàíòíîãî ïîëèëè-

íåéíîãî ðåãóëÿòîðà (IPL-ðåãóëÿòîðà) äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (D-

ñèñòåìû) âûñøåãî ïîðÿäêà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü IPL-ðåãóëÿòîðà ïîçâîëÿåò

äëÿ äâóõ ïó÷êîâ òðàåêòîðíûõ êðèâûõ, èíäóöèðîâàííûõ â D-ñèñòåìå

äâóìÿ ðàçíûìè ïîëèëèíåéíûìè ðåãóëÿòîðàìè, îáúåäèíèòü ýòè ïó÷êè

÷åðåç IPL-âîçäåéñòâèå â ïîäñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äàííîé D-

ñèñòåìû. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê òèïó íåñòàöèîíàðíûõ

êîý��èöèåíòíî-îïåðàòîðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïîëèëèíåéíûõ ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ äèíàìè÷åñêèì ïîðÿäêîì âûøå ïåðâîãî, â òîì

÷èñëå íåàâòîíîìíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

èìåþò ïðèëîæåíèå â îáùåé êà÷åñòâåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõ áåñêîíå÷-

íîìåðíûõ àäàïòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ïîëèëèíåéíû-

ìè íåàâòîíîìíûìè D-ñèñòåìàìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ (â òîì ÷èñëå â îá-

ëàñòè íåëèíåéíîãî íåéðîìîäåëèðîâàíèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: �óíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà, îá-

ðàòíûå çàäà÷è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïîëèëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-

íåíèé, íåàâòîíîìíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà,

èíâàðèàíòíûé ïîëèëèíåéíûé ðåãóëÿòîð.

Ââåäåíèå

Îáùàÿ òåîðèÿ ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. ãë. III, VIII [11℄),

êàê ðàçäåë îáðàòíûõ çàäà÷ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé [6, 22℄, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî îáøèðíóþ îáëàñòü èññëåäîâàíèé [1, 8, 9, 12,

19,20,25℄ (â [8,9,12,20,25℄ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîð �åëåÿ��èòöà [10℄); Êàëìàí ñ÷èòàë, ÷òî �â òåîðèè ñèñòåì çàäà÷à ðåà-

ëèçàöèè èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü� [7, . 267℄. Â äàííîì êîíòåêñòå ïðåäëà-

ãàåìàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èçûñêàíèÿ ðàçäåëà 3 [8℄, ïðè ýòîì ïîíèìàíèå

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô (ïðîåêò:

121041300056-7)
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ïðèðîäû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì (â òåõíè÷åñêîì ñìûñëå) ñïîñîáñòâóåò

ïðîÿñíåíèþ è ìîòèâèðîâêå âñåãî îáñóæäåíèÿ. Å¼ îñíîâíàÿ öåëü � èññëåäî-

âàòü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ êîý��èöèåíòíûõ îïåðàòîð-�óíêöèé èíâà-

ðèàíòíîãî ïîëèëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà (IPL-ðåãóëÿòîðà) äè��åðåíöèàëü-
íîé ñèñòåìû (D-ñèñòåìû) âûñøåãî ïîðÿäêà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå íà áàçå àíàëèçà ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà �åëåÿ�

�èòöà [10℄. Ôóíêöèîíàëüíûé êîíöåïò IPL-ðåãóëÿòîðà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ìîäåëèðóåìàÿD-ñèñòåìà äîëæíà ñîäåðæàòü â êëàññå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

îáúåäèíåíèå äâóõ �èêñèðîâàííûõ òðàåêòîðíûõ ïó÷êîâ, ïðè ýòîì äàííûå

ïó÷êè íå îãðàíè÷åíû ïî ìîùíîñòè (êîíå÷íûå/ñ÷åòíûå/êîíòèíóàëüíûå)

è èíäóöèðîâàíû â îçíà÷åííîé D-ñèñòåìå óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè

ðàçíûõ ïîëèëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ. Íèæå â ïðèåìàõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ D-

ñèñòåì âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåì �óíêöèî-

íàëüíûì ïîñòðîåíèÿì [23℄.

�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è IPL-ðåãóëÿòîðà

Äàëåå (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ), (Zi, ‖ · ‖Zi
), i = 1, . . . , n � âåùåñòâåííûå

ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà (ïðåäãèëüáåðòîâîñòü îïðåäåëÿ-

þò íîðìû ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y , ‖ · ‖Zi
), U := Y × Z1 × . . . × Zn � ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî-ïðîèçâåäåíèå ñ íîðìîé

‖(y, z1, . . . , zn)‖U :=

(
‖y‖2Y +

n∑

i=1

‖zi‖
2
Zi

)1/2

,

L(Y,X)� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàòîðíîé íîðìîé ‖·‖L(Y,X) ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Y â X (àíàëîãè÷íî (L(X,X),
‖ · ‖L(X,X)) è (L(Zi, X), ‖ · ‖L(Zi,X)), X

i
� i-àÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ïðîñòðàí-

ñòâà X , L(X i, Zi) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ i-ëèíåéíûõ (ïîëèëè-

íåéíûõ) îòîáðàæåíèé èç X â Zi.

Ïóñòü T := [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñ ìåðîé Ëåáåãà µ è Sµ

� σ-àëãåáðà âñåõ µ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ èç T . Åñëè (B, ‖ ·‖) � íåêîòî-

ðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç Lp(T,B), p ∈ [1,∞) áóäåì îáîçíà÷àòü

áàíàõîâî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ µ-ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ïî Áîõíåðó îòîáðàæåíèé f : T ∈ B ñ íîðìîé

(∫

T

‖f(τ)‖p µ(dτ)

)1/p

< ∞,

÷åðåç L∞(T,B)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ (ýêâèâàëåíòíûõ êëàññîâ) µ-èçìåðèìûõ
è îãðàíè÷åííûõ ïî ìåðå µ �óíêöèé èç T â B. Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî
(�èêñèðîâàííîãî) öåëîãî ÷èñëà r ≥ 2 ÷åðåç AC(r−1)(T,X) áóäåì îáîçíà-
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÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé g : T → X , äëÿ êîòîðûõ (r − 1)-àÿ ïðîèç-

âîäíàÿ, äàëåå îáîçíà÷àåìàÿ êàê g(r−1)
, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

íà T �óíêöèåé îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.
Òåïåðü ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìîé

îáîçíà÷åíèé. ×åðåç

H2 := L2(T, Y )× L2(T, Z1)× . . .× L2(T, Zn)

îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé íîð-

ìîé

‖(h0, . . . , hn)‖H2
:=



∫

T

‖(h0(t), . . . , hn(t))µ(dt)




1/2

, (h0, . . . , hn) ∈ H2;

ÿñíî, ÷òî H2 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (â ñèëó êîíñòðóêöèè íîðìû ‖ ·
‖H2

).

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî-ïðîèçâåäåíèå

L2 := L2(T, L(Y,X))× L2(T, L(Z1, X))× . . .× L2(T, L(Zn, X))

êëàññîâ µ-ýêâèâàëåíòíîñòè óïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì îïåðàòîð-�óíêöèé ñ

íîðìîé

‖(B0,B1, . . . ,Bn)‖L2
:=



∫

T

(
‖B0(τ)‖

2
L(Y,X) +

n∑

i=1

‖Bi(τ)‖
2
L(Zi,X)

)
µ(dτ)




1/2

.

Òåïåðü ïðèìåì, ÷òî çàäàíû îïåðàòîð-�óíêöèè

A0, A1 ∈ L1(T, L(X,X)), A2 ∈ L∞(T, L(X,X)),

µ{t ∈ T : A2(t) = 0 ∈ L(X,X)} = 0,

è ñâÿçàííûé ñ íèìè ëèíåéíûé îïåðàòîð D : AC(r−1)(T,X) → L1(T,X) âèäà:

g 7→ D(g) := A2g
(r) + A1g

(1) + A0g.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñðåäñòâîì �èêñàöèè

(B01, . . . ,Bn1) , (B02, . . . ,Bn2) ∈ L2, Di ∈ L(X i, Zi), i = 1, . . . , n

çàäàíû ïîëèëèíåéíûå ðåãóëÿòîðû

PLj : AC
(r−1)(T,X)× L2(T, Y ) → L1(T,X), j = 1, 2
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âèäà:

gj(u) 7→ PLj(g, u) := B0ju+
n∑

i=1

BijDi(g, . . . , g), j = 1, 2,

(B01, . . . ,Bn1) 6= (B02, . . . ,Bn2) .

Ñâåðõ òîãî, ïðèìåì (ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ) �áèõåâèîðèñòè÷å-

ñêîå� ñîãëàøåíèå, ÷òî

N1 ⊂ {(x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ AC(r−1)(T,X)×H2}, CardN1 ≤ expℵ0,

N2 ⊂ {(x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ AC(r−1)(T,X)×H2}, CardN2 ≤ expℵ0,

N1 ∩N2 = ∅,

ñóòü íåêîòîðûå çàäàííûå äèíàìè÷åñêèå ïó÷êè (èíîãäà, äîïóñêàÿ âîëü-

íîñòü ðå÷è, áóäåì ãîâîðèòü �ìíîæåñòâà ðåøåíèé� D-ñèñòåìû), èíäóöèðî-

âàííûå îò äâóõ D-ñèñòåì, èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå:

D(x) = PL1(x, u), (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ N1,

D(x) = PL2(x, u), (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ N2; (1)

çäåñü (è íèæå â óðàâíåíèè (2)) ðàâåíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òîæäåñòâà

â L1(T,X), ïðè ýòîì ó÷ëè (ñì. ëåììó [23, . 505℄, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ èç

AC(r−1)(T,X) èìååò r-óþ ïðîèçâîäíóþ êëàññà L1(T,X).
Óñëîâèìñÿ äàëåå îòëè÷àòü â îáîçíà÷åíèÿõ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè (modµ)

φ(x, h) := (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ AC(r−1)(T,X)×H2

îò êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ èç ýòîãî êëàññà, à èìåííî, � �èíäèâèäóàëü-

íîé� âåêòîð-�óíêöèè

t 7→ φ(x(t), h(t)) := (x(t), u(t),D1(x(t)), . . . ,Dn(x(t), . . . , x(t))).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîãî ïó÷êà Ñ := N1 ∪ N2 óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîð-

òåæà

(
B̃0, B̃1 . . . , B̃n

)
∈ L2 (ýòî äàëåå îïåðàòîðíûå êîý��èöèåíòû IPL-

ðåãóëÿòîðà), äëÿ êîòîðîãî áóäåò

D(x) = IPL

(
x, u, B̃0, B̃1 . . . , B̃n

)
∀ (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ Ñ (2)

IPL

(
x, u, B̃0, B̃1 . . . , B̃n

)
:= B̃0u+

n∑

i=1

B̃iDi(x, . . . , x),
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ò. å. Ñ � ìíîæåñòâî ðåøåíèé D-ñèñòåìû D(x) ñ IPL-ðåãóëÿòîðîì

IPL

(
x, u, B̃0, B̃1 . . . , B̃n

)
.

Çàìå÷àíèå 1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à (2) è å¼ ðåøåíèå, ïðåäëàãàåìîå íèæå,

ëåãêî ìîäè�èöèðóåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïó÷êîâ, ïðèâîäÿ ê òåîðåòè÷å-

ñêèì ñõåìàì (ñì. íèæå çàêëþ÷åíèå), ðàçâèâàþùèõ (âêëþ÷àÿ ýíòðîïèéíûé

ïîäõîä [25℄) ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ [1℄ â àäàïòèâíîé ïîñòàíîâêå; â òåîðèè ñèñòåì àäàïòàöèÿ � ýòî ìåòîä

ìîäåëèðîâàíèÿ/ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà îöå-

íèâàíèè (èäåíòè�èêàöèè) â ðåàëüíîì âðåìåíè ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ

äëÿ êîððåêöèè íåèçâåñòíûõ/ìåíÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ [7, p. 64℄. Ïîïóòíî, îáîáùàÿ èçâåñòíûé (òåîðåìà 3 [8℄) è ïðåäëàãàÿ

íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò â àïîñòåðèîðíîì ìîäåëèðîâàíèè ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ñèñòåì [6℄, â òîì ÷èñëå, ïðåäïîëàãàÿ êà÷åñòâåííîå ðàçâèòèå

òåîðåòèêî-ïðèêëàäíîé ìåòîäîëîãèè èäåíòè�èêàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì [22℄, îáëàäàþùèõ (ïî îáðàçöó [2℄) ìèíèìàëüíîé îïåðàòîðíîé íîð-

ìîé ‖ · ‖L2
.

�2. Âîêðóã àíàëèòè÷åñêèõ óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ IPL-ðåãóëÿòîðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(T,R) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ µ-ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ
âåùåñòâåííûõ µ-èçìåðèìûõ íà T �óíêöèé è ïóñòü ≤

L

� êâàçèóïîðÿäî÷å-

íèå â L(T,R) òàêîå, ÷òî f1 ≤
L

f2, åñëè f1(t) ≤ f2(t) µ-ïî÷òè âñþäó â T .
Íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü äëÿ ïîäìíîæåñòâà W ⊂ L(T,R) îáîçíà÷èì
÷åðåç sup

L

W , åñëè ýòà ãðàíü ñóùåñòâóåò äëÿ ïîäìíîæåñòâàW â ñòðóêòóðå

÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ≤
L

.

Îïðåäåëåíèå 1 [8℄. �àññìîòðèì íà Π := AC(r−1)(T,X)×H2 íåëèíåé-

íûé îïåðàòîð Ψ: Π → L(T,R), ïîñòðîåííûé ñîãëàñíî ñëåäóþùåãî �óíê-

öèîíàëüíîãî ïðàâèëà:

t 7→ Ψ(x, h)(t) :=

{
‖D(x)(t)‖X × ‖h(t)‖−1

U , åñëè h(t) 6= 0 ∈ U ;

0, åñëè h(t) = 0 ∈ U.
(3)

ãäå x ∈ AC(r−1)(T,X), h ∈ H2. Ñëåäóÿ [10℄, îïåðàòîð Ψ áóäåì íàçûâàòü

îïåðàòîðîì �åëåÿ��èòöà.

Èç êîíñòðóêöèè (3) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð �åëåÿ-�èòöà óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèÿì

χ∅ ≤L

Ψ(φ), Ψ(rφ) = Ψ(φ), (4)

φ ∈ Π, 0 6= r ∈ R,
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ãäå χ∅ ∈ L(T,R) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅ ∈
Sµ.

Îïðåäåëåíèå 2 [8℄. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé äèíàìè÷åñêèé ïó÷îê âèäà:

N ⊂ {(x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ Π :

(x, u) ∈ AC(r−1)(T,X)× L2(T, Y )},CardN ≤ expℵ0,

è ïóñòü Q � ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî â SpanN , ò. å.

⋃
r>0

rQ = SpanN .

Òîãäà ïó÷îê N íàçîâåì äëÿ îïåðàòîð-�óíêöèé A0, A1, A2 èç êîíñòðóêöèè

îïåðàòîðà D, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (q, w) ∈ Q èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ïîëîæåíèå:

supp

∥∥A2q
(r) + A1q

(1) + A0q
∥∥
X
⊂ supp ‖w‖U (modµ).

Çäåñü, è äàëåå, �supp-íîñèòåëü� �óíêöèè îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-

æåñòâà ìåðû íóëü.

Ëåììà 1. (i) Åëè äèíàìè÷åñêèé ïó÷îê N ðåãóëÿðíûé, òî ñóæåíèå

Ψ
∣∣
SpanN èìååò (äëÿ ëþáîé âåêòîð-�óíêöèè (q, w) ∈ SpanN) àíàëèòè÷å-

ñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Ψ(q, w) =

∥∥A2q
(r) + A1q

(1) + A0q
∥∥
X

‖w‖U + χSw

,

ãäå χSw
� èíäèêàòîð ìíîæåñòâà Sw := T\supp‖w‖U ∈ Sµ;

(ii) â îáðàòíîé çàäà÷å (2) îáúåäèíåííûé äèíàìè÷åñêèé ïó÷îê Ñ � ðå-

ãóëÿðíûé.

Çäåñü, è äàëåå, χS � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæå-

ñòâà S ∈ Sµ.

Òåïåðü, ïðåæäå ÷åì èäòè äàëüøå, ââåäåì åùå îäíó äîïîëíèòåëüíóþ

êîíñòðóêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 3 [12℄. Îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà íàçîâåì ïîëóàääèòèâíûì

ñ âåñîì p ∈ R íà ìíîæåñòâå E ⊂ Π, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (φ′, φ′′) ∈ E ×E
ñïðàâåäëèâî

Ψ(φ′ + φ′′) ≤
L

pΨ(φ′) + pΨ(φ′′).

Ëåììà 2. Ïîëóàääèòèâíîñòü ñ �èêñèðîâàííûì âåñîì îïåðàòîðà �åëåÿ�

�èòöà åñòü ñâîéñòâî êîíå÷íîãî õàðàêòåðà [16, . 28℄ äëÿ ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ Π îïåðàòîð Ψ
ïîëóàääèòèâåí ñ íåêîòîðûì âåñîì p, òîãäà äàííûé îïåðàòîð áóäåò ïî-

ëóàääèòèâåí ñ ýòèì âåñîì íà ëþáîì êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå èç E. Ñ
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äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Ψ ïîëóàääèòèâåí ñ òåì æå âåñîì p íà ëþáîì êî-

íå÷íîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà E, òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîð-�óíêöèé

(φ1, φ2) ∈ E × E áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

Ψ(φ1 + φ2) ≤L

pΨ(φ1) + pΨ(φ2),

ïîñêîëüêó íà ïîäìíîæåñòâå {φ1, φ2} ⊂ E îïåðàòîð Ψ ïîëóàääèòèâåí ñ

âåñîì p. �

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ñâÿçàòü ëåììó 2 ñ êëàññè÷åñêîé ëåììîé Òåéõ-

ìþëëåðà�Òüþêè

1

[16, . 28℄, òî ïðèõîäèì ê âàæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé õà-

ðàêòåðèñòèêå ïîëóàääèòèâíîñòè îïåðàòîðà �åëåÿ��èòöà, à èìåííî: â Π

ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ îïåðàòîð (3) ïîëóàä-

äèòèâåí ñ íåêîòîðûì âåñîì p > 0, ïðè ýòîì äàííûå ìíîæåñòâà íå ìîãóò

áûòü ëèíåéíûìè â ñëó÷àå p ∈ (0, 1); ÷òîáû óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü (êîãäà E ⊂ Π � ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, ò. å. SpanE = E) äåéñòâèå Ψ
íà ïàðå (φ, 0) ∈ E × E, φ 6= 0 (çäåñü è äàëåå 0 � íóëåâîé âåêòîð èç Π) çà

èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî âàðèàíòà E = {0} ⊂ Π. Èìåííî ïîýòîìó íè-

æå ïî óìîë÷àíèþ â òåîðåìå 2 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåñ ïîëóàääèòèâíîñòè

îïåðàòîðà Ψ � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî p ∈ [1,∞).
Ëåììà 3. Ïóñòü φ ∈ Π, φ 6= 0 è p ∈ [1,∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîå

ìíîæåñòâî E ⊂ Π, φ ∈ E, íà êîòîðîì îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà ïîëóàääèòè-

âåí ñ âåñîì p.
Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü φ1 � íåíóëåâîé ýëåìåíò â Π. Òîãäà

â ñèëó (4) îïåðàòîð Ψ ïîëóàääèòèâåí ñ âåñîì p íà ëèíåéíîé îáîëî÷êå

E1 := {rφ1 : r ∈ R}. Äàëåå, ïóñòü φ2 ∈ Π, φ2 /∈ E1 è Ψ ïîëóàääèòèâåí íà

îáúåäèíåíèè E1∪{φ2} ñ âåñîì p; íå òðóäíî óñòàíîâèòü2, ÷òî òàêàÿ âåêòîð-
�óíêöèÿ φ2 ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî âåñà p ∈ [1,∞). Âûáåðåì â E1 + E2,

ãäå E2 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàä φ2, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

r1φ1 + r2φ2,

ãäå r1, r2 ∈ R, r2 6= 0. Â òàêîé ïîñòàíîâêå â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

Ψ(r1φ1 + r2φ2) = Ψ(r1r
−1
2 φ1 + φ2) ≤L

pΨ(r1r
−1
2 φ1) + Ψ(φ2) =

pΨ(r1φ1) + pΨ(r2φ2),

1

Íàïîìíèì, ÷òî ëåììà Òåéõìþëëåðà�Òüþêè ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé �îðìîé àê-

ñèîìû âûáîðà [16, . 28℄.

2

Ïóñòü φ1 = (q1, w1). Òîãäà äîñòàòî÷íî âçÿòü âåêòîð-�óíêöèþ φ2 = (q2, w2), äëÿ
êîòîðîé t 7→ 〈w1(t), w2(t)〉U = χ∅, ãäå 〈·, ·〉U � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå U .
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Ψ ïîëóàääèòèâåí íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè

E1+E2 ñ âåñîì p. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäûäó-
ùèõ âûêëàäêàõ E1 ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå íå ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíîå

ïîäìíîæåñòâî èç Π, íà êîòîðîì Ψ ïîëóàääèòèâåí ñ âåñîì p.
Îñòàëüíûå ïîñòðîåíèÿ áóäóò êàñàòüñÿ ïîñòðîåíèÿ öåïåé îäíèì èç ìå-

òîäîâ òðàíñ�èíèòíîé èíäóêöèè. Ïîýòîìó ïóñòü P � ñåìåéñòâî âñåõ óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïàð (E ′, p′) ∈ Π×[1,∞), ãäå E ′
� íåíóëåâîå ëèíåéíîå ìíîæåñòâî,

íà êîòîðîì îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà ïîëóàääèòèâåí íà E ′
ñ âåñîì p′. Ââåäåì

â P ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ≺, ñ÷èòàÿ

(E ′, p′) ≺ (E ′′, p′′) ⇔ E ′ ⊂ E ′′, p′ = p′′.

Ïî òåîðåìå Õàóñäîð�à (î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ) â ñåìåéñòâå P ñóùåñòâóåò Ω � ìàêñèìàëüíàÿ öåïü

(ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî), ñîäåðæàùàÿ öåïü

(E1, p) ≺ (E1 + E2, p). Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ìíîæåñòâ Eγ

â Π, òàêèõ, ÷òî (Eγ, p) ∈ Ω. Òîãäà Z áóäåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî îòíî-

ñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäè-

íåíèå E := ∪{Eγ : Eγ ∈ Z} îáðàçóåò (òðèâèàëüíûì îáðàçîì) ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå â Π.

Äàëåå, åñëè (φ1, φ2) ∈ E × E, òî (φ1, φ2) ∈ Eγ × Eγ äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà Eγ ∈ Z, îòêóäà ïðèõîäèì ê Ψ(φ1 + φ2) ≤
L

pΨ(φ1) + pΨ(φ2) è
çíà÷èò (E, p) ∈ Ω. Ïðè ýòîì åñëè áû ìíîãîîáðàçèå E íå îêàçàëîñü ìàêñè-

ìàëüíûì â Π, íà êîòîðîì íàø îïåðàòîð Ψ ïîëóàääèòèâåí ñ âåñîì p, òî
êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, óêàçàííàÿ âûøå, ïîçâîëèëà áû ïî-

ëó÷èòü â ñåìåéñòâå P ýëåìåíò (E⋆, p), äëÿ êîòîðîãî E⋆
ñòðîãî ñîäåðæèò

E, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ìàêñèìàëüíîñòè öåïè Ω â ñåìåéñòâå P . �

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà �åëåÿ � �èòöà

[10℄. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà L(T,R) âåêòîðíóþ òîïîëîãèþ, ïîðîæäàåìóþ

ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå µ. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [10℄), ÷òî ýòà òîïîëîãèÿ

ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé ρ(·, ·) : L(T,R)× L(T,R) → [0,∞) âèäà:

ρ(f1, f2) :=

∫

T

|f1(t)− f2(t)|

1 + |f1(t)− f2(t)|
µ(dt);

â äàííîì êîíòåêñòå (L(T,R), ρ) � ïîëíîå êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáùàÿ òåîðèÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ

�åëåÿ��èòöà, ðàçâèòàÿ â [10℄ ïðåäñòàâëåíà â ýòîé ðàáîòå â êîíòåêñòå å¼

âîçíèêíîâåíèè èç ñïåöèàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè äè��åðåíöèàëüíîé ðåà-

ëèçàöèè, àíàëèç êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ýòîé òåîðèè êàê äåéñòâåííîìó èí-

ñòðóìåíòó ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåàëèçàöèè, ñ ïî÷òè ïðèíóäèòåëüíîé íåîáõîäè-
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ìîñòüþ; íî îäíàæäû ïîÿâèâøèñü, ýòà òåîðèÿ îñâåùàåò øèðîêóþ îáëàñòü

çà ïðåäåëàìè îãðàíè÷åííîãî ó÷àñòêà å¼ âîçíèêíîâåíèÿ.

Äàëåå äëÿ �óíêöèè f ∈ L(T,R) ÷åðåç supp f := {x ∈ X : f(x) 6= 0}
áóäåì îáîçíà÷àòü åå íîñèòåëü, îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà

ìåðû íóëü; íèæå ïðè �îðìóëèðîâêå (è î÷åâèäíîñòè ñîïóòñòâóþùèõ âû-

âîäîâ) ëåììû 4 è ñëåäñòâèÿ 1 ïðèáåãëè ê ñëåäñòâèþ 3 è òåîðåìå 4 èç [10℄.

Ëåììà 4. Ïóñòü (Π, ρ∗) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ∗ : Π×Π → R âèäà:

ρ∗((g, h), (ĝ, ĥ)) := ρ(‖g‖X , ‖ĝ‖X)+ρ(‖h‖U , ‖ĥ‖U)+µ(supp ‖h‖U∆supp ‖ĥ‖U),

g, ĝ ∈ AC(r−1)(T,X), h, ĥ ∈ H2,

ãäå supp ‖h‖U∆supp ‖ĥ‖U � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü íîñèòåëåé supp ‖h‖U ,

supp ‖ĥ‖U . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) ìåòðèêà ρ∗ íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèíîðìîé, ïðè ýòîì ïîðîæäàåìàÿ ρ∗ òî-
ïîëîãèÿ íå áóäåò âåêòîðíîé (îïåðàöèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Π íå ÿâ-

ëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â äàííîé òîïîëîãèè);

(ii) îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà Ψ: (Π,Π) → (L(T,R), ρ) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Π
∗
� êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Π.

Òîãäà:

(i) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Π∗, ρ∗) � ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì, ïðè ýòîì

�óíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç (Π∗, ρ∗) ñîäåðæàòñÿ â êëàññå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè ïðîñòðàíñòâà (Π∗,T), ãäå T � òîïîëîãèÿ, èíäó-

öèðîâàííàÿ â Π
∗
èç ïðîñòðàíñòâà (L2(T,X), ‖ · ‖

L2(T,X))× (H2, ‖ · ‖H2
);

(ii) ìåòðèêà ρ∗ áóäåò êâàçèíîðìîé, à òîïîëîãèÿ T∗
, ïîðîæäàåìàÿ ρ∗, �

âåêòîðíîé, åñëè

∀f ∈ Π
∗\{0} : supp ‖f‖U := T (modµ),

ïðè ýòîì T∗ = T, à îáðàç îïåðàòîðà �åëåÿ��èòöà Ψ[Π∗] � ρ-êâàçèíîðìè-
ðîâàííûé êîìïàêò.

Äàëåå â êîíñòðóêöèè i−1
-ïëîòíîãî (i = 1, 2, . . .) ïîäìíîæåñòâà â (Π∗, ρ∗)

ñëåäóåì [16, . 395℄.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ IPL-ðåãóëÿòîðà.
Òåîðåìà 1. Åñëè CardNj < ℵ0, j = 1, 2 è supp ‖f‖U := T (modµ)

∀ f ∈ Span N̂\{{0}, òî îáðàòíàÿ çàäà÷à (2) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

∃
(
B̃0, B̃1, . . . , B̃n

)
∈ L2 : D(x) = IPL

(
x, u, B̃0, B̃1, . . . , B̃n

)

∀ (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ Ñ ⇒
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⇒ ∃ sup
L

Ψ[Span N̂ ] ⇔ lim
k,m→∞

ρ(sup
L

Wk, sup
L

Wm) = 0.

ãäå Wk =
k⋃

i=1

Vi (i = 1, 2, . . .), � êîíå÷íîå i−1
-ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â

(Ψ [Span N̂ ], ρ∗). Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π
∗ = Span Ñ ßñíî, ÷òî ìíîæå-

ñòâî W∞ := ∪{Vj : j = 1, 2, . . .} âñþäó ïëîòíî â Ψ[Π∗], ïðè÷åì, êàê íåñëîæ-
íî óñòàíîâèòü (â ñèëó ïóíêòà (ii) ñëåäñòâèÿ 1 è òåîðåìû 2 [8℄) ñóùåñòâóåò

sup
L

W∞ ∈ L(T,R). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ρ(sup
L

Wn, sup
L

Wm) ≤ ρ(sup
L

Wn, sup
L

W∞) + ρ(sup
L

Wm, sup
L

W∞),

lim
n→∞

ρ(sup
L

Wn, sup
L

W∞) + lim
n→∞

ρ(sup
L

Wm, sup
L

W∞) = 0.

�àññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü â {Wn}, n = 1, 2, . . . íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå
ïîäñåìåéñòâî {Wk}, k ∈ K, äëÿ êîòîðîãî ∃ d+ > 0, ∀k ∈ K :
ρ(sup

L

Wn, sup
L

Wm) ≥ d+ Òîãäà, ïîñêîëüêó èìååòñÿ ìîíîòîííàÿ öåïü

sup

L

W1 ≤L

sup

L

W2 ≤L

. . . ≤
L

sup

L

Wn ≤
L

sup

L

Wn+1 ≤L

. . . ≤
L

sup

L

W∞,

òî ìîíîòîííîñòü äàííîé öåïè âëå÷åò ρ(sup
L

Wn, χ∅) ≤ ρ(sup
L

Wn+1, χ∅), îò-
êóäà ïðèõîäèì ê

∃ d ∈ (0, d+] : lim
k∈K,k→∞

ρ(sup
L

Wk, sup
L

W∞) = d,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

t 7→ sup{sup
L

Wi(t) : i = 1, 2, . . .} = sup

L

W∞.

Äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü {sup
L

Wn} ê sup

L

W∞,

à çíà÷èò è ñõîäèìîñòü ïî ìåðå µ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñõîäè-

ìîñòè ρ(sup
L

Wn, sup
L

W∞) → 0 ïðè n → ∞. �

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàëüíàÿ ãðàíü sup

L

Wk äëÿ Wk =
{w1, . . . , wq} ∈ L(T,R) ðàâíà �óíêöèè w(q), êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü,

ïðèáåãíóâ ê ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ïðàâèëó:

w(1) := w1,

w(j+1) :=
w(j) + wj+1 + |w(j) − wj+1|

2
, j = 2, . . . , q − 1.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ IPL-ðåãóëÿòîðà:
Òåîðåìà 2. D-ñèñòåìà (2) ñóùåñòâóåò, åñëè îïåðàòîð �åëåÿ��èòöà ïî-

ëóàääèòèâåí ñ íåêîòîðûì âåñîì íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè Span N̂ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå îáîëî÷êè SpanN1 è SpanN2 �

ïîãëîùàþùèå ìíîæåñòâà â ñåáå, òî â ñèëó ñèñòåìû ìîäè�èêàöèè òåîðåìû
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2 [8℄ íàéäóòñÿ äâå �óíêöèè f1, f2 ∈ L2(T,R), äëÿ êîòîðûõ áóäóò âûïîë-

íÿòüñÿ ñëåäóþùèå äâà �óíêöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâà

sup

L

Ψ[SpanN1] ≤L

f1 sup

L

Ψ[SpanN2] ≤L

f2.

Âûáåðåì â ìíîãîîáðàçèè SpanN1 + SpanN2 â êà÷åñòâå åãî ïîãëîùàþùåãî

ìíîæåñòâà ñàìî ýòî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà â ñèëó ïîëóàääèòèâíîñòè Ψ (ñ

âåñîì p) íà SpanN1 + SpanN2 ïîëó÷àåì

sup

L

Ψ[SpanN1 + SpanN2] ≤L

≤
L

p sup
L

Ψ[SpanN1] + p sup
L

Ψ[SpanN2] ≤L

p(f1 + f2),

îòêóäà, èñõîäÿ èç òåîðåìû 2 [8℄, ñëåäóåò (ñ ó÷åòîì)

SpanN1 ∪N2 = SpanN1 + SpanN2,

÷òî ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ N1 ∪N2 îáëàäàåò D-ðåàëèçàöèåé (2). �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü N1, . . . , Nk ⊂ Π, CardNj ≤ ℵ0, j = 1, . . . , k è äëÿ

êàæäîãî èíäåêñà j ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Nj (j = 1, . . . , k)
èìååò äè��åðåíöèàëüíóþ ðåàëèçàöèþ âèäà:

∃ (B0j ,B1j , . . . ,Bnj) ∈ L2 ∀ (x, u,D1(x), . . . ,Dn(x, . . . , x)) ∈ Nj :

D(x) = PLj(x, u) = B0ju+

n∑

i=1

BijDi(x, . . . , x),

(B0j ,B1j, . . . ,Bnj) 6= (B0l,B1l, . . . ,Bnl) , j 6= l (j, l ∈ {1, . . . , k}).

Òîãäà N :=
k⋃

j=1

Nj � ñåìåéñòâî ðåøåíèé D-ñèñòåìû (2) äëÿ íåêîòî-

ðîãî êîðòåæà îïåðàòîð-�óíêöèé

(
B̃0, B̃1, . . . , B̃n

)
∈ L2, åñëè îïåðàòîð Ψ

ïîëóàääèòèâåí íà SpanN .

�3. Çàêëþ÷åíèå

Ê 1970-ì ãîäàì ñëîæèëîñü ïîëîæåíèå, êîãäà òà ÷àñòü êà÷åñòâåííîé òåî-

ðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü òåî-

ðèåé ëèíåéíîé êîíå÷íîìåðíîé ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì, â öåëîì çàâåðøåíà è ñòîèò îæèäàòü ëèøü îòíîñèòåëü-

íî âòîðîñòåïåííûõ óëó÷øåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3�5, 26℄); ýòî ïîëîæåíèå

óñèëèâàëîñü çàÿâëåíèÿìè îñíîâàòåëåé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíîé ðåàëè-

çàöèè: 1969 ã., �. Êàëìàí [7, .268℄: � . . . â § 10.13 ìû äàäèì íîâîå è (íà-

äååìñÿ) èñ÷åðïûâàþùåå èçëîæåíèå òåîðèè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì
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ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì� (êóðñèâ íàø). Òàêèì îáðàçîì, â îïðåäåëåííîì

ñìûñëå àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ [7, . 266℄ ðåàëèçàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ëè-

íåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì âòîðîé ïîëîâèíû 20-ãî âåêà çàíèìàëà â îá-

ùåé òåîðèè ñèñòåì ìåñòî, àíàëîãè÷íîå ìåñòó òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè â

�èçèêå, êîãäà è òàì, è òàì ñîçäàëîñü âïå÷àòëåíèå ïîëíîé è îêîí÷àòåëü-

íîé çàâåðøåííîñòè è ëîãè÷åñêîé ñòðîãîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíîé ðåàëèçàöèè ïîëèëèíåé-

íûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé èçó÷àåò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íàäëåæàùèì îáðàçîì îïðåäåëåííîé áåñêîíå÷íî-

ìåðíîé áèõåâèîðèñòè÷åñêîé âðåìåííîé ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå (íà áàçå òåîðèè ðàñøèðåíèÿ M2-îïåðàòîðîâ [25℄ â êîíñòðóêöèÿõ íåëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà �åëåÿ-�èòöà [10℄). Ïðè ýòîì îáû÷íî âðåìåííàÿ ñèñòå-

ìà çàäàåòñÿ ñâîèì ïó÷êîì (êîíå÷íûì, ñ÷åòíûì èëè äàæå êîíòèíóàëüíûì)

áåñêîíå÷íîìåðíûõ óïðàâëÿåìûõ òðàåêòîðíûõ êðèâûõ è çàäà÷à òåîðèè ðå-

àëèçàöèè ñîñòîèò â òîì [8, 9, 12, 20, 25℄, ÷òîáû âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè

(âîçìîæíî ñ ïðîöåäóðîé �îïòèìèçàöèè� äèíàìè÷åñêîãî ïîðÿäêà [13, 17℄)

òàêîå ïîëèëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî îíî áóäåò ñëóæèòü äëÿ äàííîãî òðàåêòîðíîãî

ïó÷êà åãî äè��åðåíöèàëüíîé ðåàëèçàöèåé (ò. å. ñîäåðæàòü ýòîò ïó÷îê â

ñåìåéñòâå ñâîèõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé).

Íåò ñòðóêòóðíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëó÷åííûõ âû-

øå ðåçóëüòàòîâ íà IPL-ðåãóëÿòîðû, âêëþ÷àþùèå â ñâîé ñîñòàâ ïîëèëè-

íåéíûå îïåðàòîðû èç L(X i × Y, Zi) è ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå äîïîëíè-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ k-ðàç (k ≤ i) ïðîèçâîäíóþ dx
dt

è 1-ðàç ïðîãðàììíîå

óïðàâëåíèå u; ÿñíî, ÷òî â äàííîé ïîñòàíîâêå D(x, . . . , dx
dt
, . . . , u) ∈ L2(T, Zi)

äëÿ ëþáîãî D ∈ L(X i × Y, Zi). Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è (2)

ñòàâèòü çàäà÷ó ðàçðåøèìîñòè ðåàëèçàöèè íåïîñðåäñòâåííî ñàìèõ ïîëè-

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç L(X i × Y, Zi), i = 1, . . . , n, òî îñíîâîé ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àïïàðàòà ìîæåò ñëóæèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãèëüáåðòî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ [9,20℄, ò. ê. åãî ñòðóêòóðà ñâîäèò èçó÷åíèå ïîëèëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé ê èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïóòåì ââåäåíèÿ îïåðà-

öèè M2-ïðîäîëæèìîñòè [25℄ íà êàòåãîðèè ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ �óíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè ñìîòðåòü íà ïåðñïåêòèâíîå ïðèêëàäíîå ðàçâèòèå òåîðèè IPL-
ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñòðóêòóðû îá-

ðàòíûõ çàäà÷ ïîëèëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ óðàâíåíèé (2), òî ìîæíî çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ýòà áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àäàïòèâíî-ñèñòåìíàÿ ïîñòàíîâêà ðàñøè-

ðÿåò íåëèíåéíóþ òåîðèþ àïîñòåðèîðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êâàçèëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íåàâòîíîìíîé äèíàìèêè íàáëþäàåìûõ íåéðîïðîöåññîâ ïîðÿä-

êà 2 (è âûøå). Ïðè ýòîì âàæíû íåéðîìîð�íûå ìîäåëè [14, 15, 18℄, îáó-

ñëàâëèâàþùèå îñöèëëÿöèþ íåéðîïðîöåññîâ ñ �àêòîðîì çàäåðæêè íåéðî-
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èìïóëüñîâ [21℄ â êèáåðíåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå �÷åðíîãî ÿùèêà� [11, . 21℄

äëÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê àíòðîïîìîð�íûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî-

êàíàëüíûõ èíòåð�åéñ-ïëàò�îðì �ìîçã-ìàøèíà� òèïà Neuralink [24℄.
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