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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê êî-

íå÷íîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé íåëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ

ðàçëè÷íûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ÿäåðíûõ îöåíîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ, íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðå-

ãðåññèÿ, ÿäåðíûå îöåíêè, ðàâíîìåðíàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü, �èêñèðîâàí-

íûå ðåãðåññîðû, ñëó÷àéíûå ðåãðåññîðû.

� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü:

Xi = fθ(zi) + ξi, i = 1, . . . , n, (1)

ãäå {fθ(t); θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Θ} � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåùå-

ñòâåííîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé k ïåðåìåííûõ, k-ìåðíûå âåêòîðû
t = (t1, . . . , tk) ïðèíàäëåæàò èçìåðèìîìó ïî Æîðäàíó êîìïàêòíîìó ìíî-

æåñòâó P ⊂ R
k
áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, Θ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R

m
.

Íàáîð ðåãðåññîðîâ {zi; i = 1, . . . , n} ñîñòîèò èç íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ

k-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ âîçìîæíî íåèçâåñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è ñî çíà-

÷åíèÿìè â P, ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûõ èëè îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ. Íàáîð ðåãðåññîðîâ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â ñõåìå ñåðèé,

ò.å. ñëó÷àéíûå âåêòîðû {zi; i = 1, . . . , n} ìîãóò çàâèñåòü îò n. Â ÷àñòíî-

ñòè, äàííàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëè ñ �èêñèðîâàííûìè ðåãðåññîðà-

ìè (íàïðèìåð, ñõåìó ýêâèäèñòàíòíîãî ïëàíà ýêñïåðèìåíòà). Ïîãðåøíîñòè

{ξi; i = 1, . . . , n} � öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äîïîëíèòåëü-

íûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîòîðûå ìû ñ�îðìóëèðóåì â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ÿâíûõ îöåíîê äëÿ íåèçâåñòíîãî çíà÷å-

íèÿ m-ìåðíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Θ ïî âûáîðêå (k + 1)-ìåðíûõ íàáëþäåíèé
{(Xi, zi); i = 1, . . . , n}. Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ îöåíîê

â ìîäåëÿõ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðè òåõ èëè èíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ

ïàðàìåòðû óæå ïðèâëåêàëà âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ (ñì. [23℄, [7℄, [27℄, [25℄,

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ (ïðîåêò

FWNF-2022-0015)
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[28℄, [1℄, [3℄, [37℄, [8℄, [34℄, [36℄, [20℄, [21℄, [19℄, [16℄). Ïðåæäå âñåãî ðå÷ü èäåò î

ìîäåëÿõ, îöåíèâàíèå â êîòîðûõ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê çàäà÷àì ëèíåéíîé

ðåãðåññèè. Òðàäèöèîííî (ñì., íàïðèìåð, [7℄, [27℄, [8℄, [25℄), ê âíóòðåííå

ëèíåéíûì (intrinsially linear) èëè âíåøíå íåëèíåéíûì (nonintrinsially

nonlinear) ìîäåëÿì îòíîñÿò ìîäåëè ðåãðåññèè, äëÿ êîòîðûõ ðåãðåññèîí-

íîå óðàâíåíèå òåìè èëè èíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îòêëèêîâ è èñõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ëèíåéíîìó. Êàê ïðàâèëî, ðå÷ü çäåñü

èäåò î ìîäåëÿõ ñ ìóëüòèïëèêòèâíûì øóìîì (ñì., íàïðèìåð, [27℄). Â [20℄

áûëî óòî÷íåíî è ðàñøèðåíî îïðåäåëåíèå âíóòðåííå ëèíåéíûõ ìîäåëåé è

óñòàíîâëåíî, ÷òî öåëûé ðÿä èçâåñòíûõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ àä-

äèòèâíûìè ïîãðåøíîñòÿìè óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó îïðåäåëåíèþ. Äëÿ òàêèõ

ìîäåëåé ÿâíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòðîÿòñÿ ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ðåãðåñ-

ñèîííîãî àíàëèçà.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ìîäåëè ðå-

ãðåññèè ê ëèíåéíîé (â îñîáåííîñòè â ñëó÷àå àääèòèâíûõ ïîãðåøíîñòåé)

ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì, íåæåëè ïðàâèëîì. Â ðàáîòàõ [16℄ è

[19℄ áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, êîòîðûé â øèðîêèõ óñëîâèÿõ ïîçâîëÿåò ñòðî-

èòü ÿâíûå ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ

ìîäåëåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ âíóòðåííå ëèíåéíûìè. Â äàííîé çàìåòêå àâòîðû

åùå áîëåå ðàñøèðÿþò ýòîò êëàññ íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîìèìî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà, ïîñòðîåíèå

ÿâíûõ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ðåãðåññèè ïðåäñòàâ-

ëÿåò èñêëþ÷èòåëüíûé èíòåðåñ è äëÿ îäíîøàãîâîãî îöåíèâàíèÿ. Õîðîøî èç-

âåñòíî, ÷òî â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè â èçâåñòíîì ñìûñëå àñèìïòî-

òè÷åñêè îïòèìàëüíûå îöåíêè (íàïðèìåð, îöåíêè ìåòîäîâ êâàçèïðàâäîïî-

äîáèÿ, íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ) çà÷àñòóþ

çàäàþòñÿ íåÿâíî â âèäå ðåøåíèé òåõ èëè èíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð,

ìîíîãðà�èè [3℄, [7℄, [9℄, [11℄, [25℄, [30℄, [34℄, [36℄, [37℄). Âìåñòå ñ ýòèì, ñè-

òóàöèÿ, êîãäà èìååòñÿ íåñêîëüêî êîðíåé òîãî èëè èíîãî óðàâíåíèÿ, îïðå-

äåëÿþùåãî îöåíêó, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òèïè÷íîé (ñì., íàïðèìåð, [31℄, [32℄,

[33℄). Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïðîáëåìîé, çàòðóäíÿþùåé

èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðà èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû îáíàðóæè-

âàþò ëèøü êîðåíü, áëèæàéøèé ê ñòàðòîâîé òî÷êå, à íå ê ïàðàìåòðó. Îäèí

èç ñïîñîáîâ îáîéòè óêàçàííóþ ïðîáëåìó ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òàê íà-

çûâàåìûõ îäíîøàãîâûõ îöåíîê. Èäåÿ îäíîøàãîâîãî îöåíèâàíèÿ, âîñõîäÿ-

ùàÿ ê ðàáîòàì �. Ôèøåðà, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé

òî÷êè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû íüþòîíîâñêîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ íå ïðî-

èçâîëüíàÿ òî÷êà, à ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà, ñõîäÿùàÿñÿ ê

ïàðàìåòðó ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå çà÷àñòóþ

äîñòàòî÷íî ëèøü îäíîãî øàãà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, ÷òîáû ïîëó÷èòü



179 Þ. Þ. Ëèíêå, È. Ñ. Áîðèñîâ

ÿâíóþ îöåíêó (òàê íàçûâàåìóþ ¾îäíîøàãîâóþ¿, â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòó-

ðå � one�step), èìåþùóþ òó æå àñèìïòîòè÷åñêóþ òî÷íîñòü, ÷òî è èñêîìàÿ

ñòàòèñòèêà (ñì., íàïðèìåð, [35℄). Ïî ñóòè, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì íåêîòîðîé

ïðåäâàðèòåëüíîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé, òî ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ñ

ïîìîùüþ íüþòîíîâñêèõ ïðîöåäóð âûäåëèòü òîò èç êîðíåé èíòåðåñóþùåãî

íàñ óðàâíåíèÿ, êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è ïðèáëèæàåò ïàðàìåòð.

Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê îäíîøàãîâîìó îöåíèâàíèþ â ñòàòèñòè÷å-

ñêîé ëèòåðàòóðå òîëüêî íàðàñòàåò, è áèáëèîãðà�èÿ â ýòîé îáëàñòè âåñüìà

îáøèðíà (ðÿä áèáëèîãðà�è÷åñêèõ ññûëîê ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [14℄).

Âàæíîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîëîãèè îäíîøàãîâîãî îöåíèâàíèÿ èìåííî äëÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè ïîä÷åðêèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èè [31℄.

Â òåõ èëè èíûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè îäíîøàãîâûå

îöåíêè èññëåäóþòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4℄, [24℄, [23℄, [26℄, [29℄, [31℄, íî

ñóùåñòâîâàíèå ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè â ýòèõ ðàáîòàõ (çà èñêëþ÷åíèåì

ñòàòüè [23℄, ïîñâÿùåííîé äðîáíî�ëèíåéíûì ìîäåëÿì) ëèøü ïîñòóëèðóåò-

ñÿ. Â ðàáîòàõ [13℄, [14℄ è [15℄, ñâÿçàííûõ ñ îäíîøàãîâûì îöåíèâàíèåì â

çàäà÷àõ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè, ïðè ïîñòðîåíèè ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê

èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì èç [16℄ è [19℄. Íîâûå îöåíêè, ïðåäëîæåííûå â äàííîé

çàìåòêå, òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíûõ â

îäíîøàãîâûõ ïðîöåäóðàõ îöåíèâàíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê óñëîâèÿì íà ìîäåëü (1). Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîãðåøíîñòè {ξi; i =
1, . . . , n} îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé ñ óñëîâèåì

Mp = sup
i≤n

E|ξi|p < ∞ ïðè íåêîòîðîì p > k è p ≥ 2,

ãäå Mp íå çàâèñèò îò n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

{ξi} íå çàâèñÿò îò {zi}, íî ìîãóò çàâèñåòü îò n. Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãà-

åì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 êàæäàÿ íàáëþäàåìàÿ òî÷êà zi èç íàáîðà ðå-

ãðåññîðîâ èìååò â âûáîðêå êðàòíîñòü 1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû â âûáîðêå

{zi; i = 1, . . . , n} èìåëèñü êðàòíûå òî÷êè, òî ìû ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü

ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå îòêëèêîâ Xi ñ îäèíàêîâûìè ðåãðåññîðàìè è, òåì

ñàìûì, ñâîäèòü çàäà÷ó ê èñõîäíîé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàñ-

òóùåé (ñ ðîñòîì n) êðàòíîñòè òîé èëè èíîé òî÷êè èç íàáîðà ðåãðåññîðîâ

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìåòîäà ìîìåí-

òîâ. Ïîýòîìó òàêèå ñëó÷àè ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ. Òàê ÷òî äàæå

ïðè íàëè÷èè íåñëó÷àéíûõ ðåãðåññîðîâ ìû îòâåðãàåì âîçìîæíîñòü ¾ïîë-

íîãî êîíòðîëÿ¿ íàä íèìè, êîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàñòóùåå ÷èñëî

îòêëèêîâ ñ îäíîé è òîé æå òî÷êîé èç íàáîðà ðåãðåññîðîâ.

Äëÿ êàæäîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç εn ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàçìåð ε-
ñåòè, îáðàçîâàííîé íàáîðîì ðåãðåññîðîâ {z1, . . . , zn} â êîìïàêòíîì ìíîæå-

ñòâå P. Èòàê, åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà ðåãðåññîðû áóäåò ñëåäóþùåå

óñëîâèå:



Îá îäíîì ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ ÿâíûõ îöåíîê 180

(D) εn
p→ 0 ïðè n → ∞.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âñå zi íå çàâèñÿò îò n, òî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿò-

íîñòè â ïðèâåäåííîì óñëîâèè áóäåò ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî÷òè íà-

âåðíîå â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}. Íàïðèìåð, åñëè
{zi; i = 1, 2, . . .} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåêòîðîâ (íå îáÿçàòåëüíî ñòàöèîíàðíàÿ) ñ óñëîâèåì ñèëüíîãî ïåðåìå-

øèâàíèÿ è êîìïàêò P ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

òî óñëîâèå (D) áóäåò âûïîëíåíî. Ïðèìåðû áîëåå ñèëüíîé êîððåëÿöèè ðå-

ãðåññîðîâ, êîãäà íå âûïîëíÿþòñÿ âñå èçâåñòíûå óñëîâèÿ ñëàáîé çàâèñèìî-

ñòè, íî èìååò ìåñòî óñëîâèå (D), ïðèâåäåíû â [12℄, [17℄.

� 2. Ìåòîäîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ äàëåå ïîëàãàåì P = [0, 1]k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

C[0, 1]k ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà [0, 1]k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]k çàäàíà íåêîòîðàÿ íîðìà ‖ · ‖. Òàê ÷òî äàëåå ìû áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (C[0, 1]k, ‖ · ‖),
êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, ïîðîæäåí-

íîé íîðìîé ‖ · ‖. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü, ãëàâíûì îáðàçîì, äâà ñëó÷àÿ,

êîãäà

‖f‖ ≡ ‖f‖sup = sup
t∈[0,1]k

|f(t)|, ‖f‖ ≡ ‖f‖pw =
∞∑

i=1

|f(ti)|
2i

,

ãäå ñóììèðîâàíèå áåðåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì ti ∈ [0, 1]k ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-
îðäèíàòàìè, çàíóìåðîâàííûì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îòìåòèì, ÷òî ñõî-

äèìîñòü â íîðìå ‖ · ‖pw ýêâèâàëåíòíà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé èç

C[0, 1]k.
Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

ÿäåðíûõ îöåíîê ðåãðåññèîííîé �óíêöèè. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ:

(I) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèåG : (C[0, 1]k, ‖·‖) → R
m
, äëÿ

êîòîðîãî âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ g(θ) = G(fθ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Θ íà íåêîòîðóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R
m
;

(II) ñóùåñòâóåò ‖ · ‖-ñîñòîÿòåëüíàÿ (èëè ñèëüíî ‖ · ‖-ñîñòîÿòåëüíàÿ)
íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà f ∗

n(t) ∈ (C[0, 1]k, ‖ · ‖) äëÿ ðåãðåññèîííîé �óíê-

öèè fθ0(t), ãäå θ0 � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà â ñõåìå íàáëþäåíèé

(1).

Òåïåðü îïðåäåëèì îöåíêó

θ
∗
n = g−1(G(f ∗

n)),



181 Þ. Þ. Ëèíêå, È. Ñ. Áîðèñîâ

ãäå g−1
� îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ g; ïðè ýòîì åñëèG(f ∗

n) /∈ {g(θ); θ ∈
Θ}, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì g−1(G(f ∗

n)) = 0.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé (I) è (II) îöåíêà θ∗n áóäåò
ñîñòîÿòåëüíîé (èëè ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíè-
åì â ï. (II)) äëÿ θ0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íîå. Â ñàìîì

äåëå, ñêàæåì, ‖ · ‖-ñîñòîÿòåëüíîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè f ∗
n(t) îçíà-

÷àåò, ÷òî

‖f ∗
n − fθ0‖

p→ 0 ïðè n → ∞.

Èíûìè ñëîâàìè, ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ G â íîðìå ‖ · ‖ ïðîñòðàíñòâà C[0, 1]k âûïîëíåíî G(f ∗
n) ∈

Sg(θ0)(ε) äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0, ãäå Sg(θ0)(ε) � îòêðûòûé

øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå g(θ0) ïðîñòðàíñòâà R
m
. Ïîñêîëüêó îáðàç

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè ãîìåîìîð�íîì ïðåîáðàçîâàíèè áóäåò îòêðû-

òûì, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 èìååò ìåñòî âëîæåíèå Sg(θ0)(ε) ⊆
{g(θ); θ ∈ Θ}. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ g−1
, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî θ

∗
n

p→ θ0 ïðè n → ∞. Àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé ‖·‖- ñîñòîÿòåëü-
íîñòè. �

Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäëîæåííàÿ â òåîðåìå 1 ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ îöå-

íîê êîíå÷íîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè áëèçêà ê

ìåòîäîëîãèè ìåòîäà ìîìåíòîâ. Â ñàìîì äåëå, òåîðåìà 1 ïî ñóòè ïðåäëà-

ãàåò ïðèðàâíÿòü çíà÷åíèÿ ðåãðåññèîííîé �óíêöèè â òåõ èëè èíûõ òî÷êàõ

èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì åå ñîñòîÿòåëü-

íîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè. Ïðè ýòîì ÷èñëî òàêèõ óðàâíåíèé (èëè

÷òî òî æå � óêàçàííûõ òî÷åê) äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ ïàðà-

ìåòðà ðåãðåññèîííîé �óíêöèè. Èìåííî ýòî ïðîèñõîäèò â ìåòîäå ìîìåíòîâ,

êîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðèðàâíèâàþòñÿ èñòèííûå ìî-

ìåíòû (êàê �óíêöèè îò ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðà) ê ñîîòâåòñòâóþùèì

âûáîðî÷íûì ìîìåíòàì, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäóò ñîñòîÿòåëüíûìè

îöåíêàìè äëÿ èñòèííûõ ìîìåíòîâ. Òàê ÷òî ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â òåî-

ðåìå 1, ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì ìîìåíòîâ ìîæåò áûòü èçëîæåí ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ñíà÷àëà âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

fθ(tj) = f ∗
n(tj), j = 1, . . . , dim θ = m. (2)

Ïðè ýòîì òî÷êè {tj} âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà ðàçðåøèìà

åäèíñòâåííûì îáðàçîì è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áûëî áû íåïðåðûâíûì.

Çäåñü ìû íå ïëàíèðóåì îáñóæäåíèå âîïðîñà îïòèìàëüíîãî âûáîðà òî÷åê

{tj}.
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Êàñàòåëüíî ïðåäïîëîæåíèÿ (II) ïðèâåäåì ïðèìåðû íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

ÿäåðíûõ îöåíîê, êîòîðûå áóäóò ‖ · ‖pw-ñîñòîÿòåëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè

ëèøü óñëîâèÿ (D).

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ñãëàæèâàþùóþ ÿäåðíóþ �óíêöèþ K(t), t ∈
R

k
, êàê ïëîòíîñòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì

â êóáå [−1, 1]k. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ K(t) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà âñþäó íà R
k
. Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ îáîçíà÷åíèåKh(t) =

h−kK(h−1t), h ∈ (0, 1), äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì â [−h, h]k.

Íàêîíåö, îöåíêó äëÿ �óíêöèè fθ0 , ó÷àñòâóþùóþ â óñëîâèè (II), îïðå-
äåëèì ðàâåíñòâîì

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)Λk(Pi)

∑n

i=1
Kh(t− zi)Λk(Pi)

, (3)

ãäå h � òàê íàçûâàåìûé ðàçìåð îêíà íàáëþäåíèé, êîòîðûé ñ ðîñòîì n
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ, Λk(·) � ìåðà Ëåáåãà â R

k
,

èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà {Pi, i = 1, . . . , n} îáðàçóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

êóáà [0, 1]k, ïðè ýòîì êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæèò ðîâíî ïî îä-

íîé ðåãðåññèîííîé òî÷êå èç íàáîðà {zi} è ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð âñåõ

ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ {Pi} äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì îáúåìà

íàáëþäåíèé n (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (D) òàêîå ðàçáèåíèå, î÷åâèäíî,
ñóùåñòâóåò, ñì. [17℄). Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óêàçàííîå ðàçáèåíèå

ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ìîæíî îðãàíèçîâàòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ïîêîîðäèíàòíî-ìåäèàííûõ ñå÷åíèé èëè ñ ïîìîùüþ ìîçàèêè

Âîðîíîãî (ñì. ïîäðîáíîñòè â [17℄). Ïðèâåäåì îäíó èç îäíîìåðíûõ âåðñèé

ýòîé îöåíêè [2℄:

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆zni

∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆zni

, (4)

ãäå zn:0 = 0, zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n � ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, ïîñòðîåííî-

ãî ïî âûáîðêå {zi; i = 1, . . . , n}, ∆zni = zn:i − zn:i−1, i = 1, . . . , n; âåëè÷èíû
Xni � îòêëèêè èç ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ (1), àññîöèèðîâàííûå ñ ïî-

ðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé zn:i.

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå êëàññè÷åñêóþ îöåíêó Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

f̂n,h(t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)

∑n

i=1
Kh(t− zi)

. (5)
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Èçâåñòíî (ñì. [17℄, [2℄, [18℄, [12℄), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ëèøü óñëîâèÿ

(D) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h ≡ hn → 0, äëÿ êîòîðîé âûøåïðèâå-

äåííûå òðè îöåíêè áóäóò ‖ · ‖pw-ñîñòîÿòåëüíûìè, à îöåíêè (3) è (4) � åùå

è ‖ · ‖sup-ñîñòîÿòåëüíûìè. Äàëåå ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè

èñïîëüçîâàíèè ÿäåðíûõ îöåíîê (3) è (5) ðàçìåð îêíà h ≡ hn ñ ðîñòîì n
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòüþ. Â ïàðàãðà�å 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû

�îðìóëà (11) îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé ðàçìåð îêíà äëÿ ÿäåðíîé îöåíêè

(3) (ñì. òàêæå íèæåñëåäóþùåå çàìå÷àíèå 5).

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

f ∗
n,h(t) = argmin

a

n∑

i=1

(Xi − a)2Kh(t− zi)Λ(Pi),

f̂n,h(t) = argmin
a

n∑

i=1

(Xi − a)2Kh(t− zi),

ò.å. ÿäåðíàÿ îöåíêà f ∗
n,h(t), êàê è êëàññè÷åñêàÿ îöåíêà Íàäàðàÿ-Âàòñîíà

f̂n,h(t), ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé âçâåøåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è

ïðèíàäëåæèò êëàññó ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ îöåíîê, íî ñ íåêîòîðûìè èíû-

ìè âåñàìè, íåæåëè â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå îöåíîê Íàäàðàÿ�Âàòñîíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îöåíîê, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ âûøåïðèâåäåííîé

òåîðåìû.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ìîäåëü (1) ñ ðåãðåññèîííîé �óíêöèåé

fθ(t) = θ1t
θ2
1 tθ32 ,

ãäå t = (t1, t2) ∈ R
2
+ è θ = (θ1, θ2, θ3) ∈ R

3
+ � âåêòîðû ñ ïîëîæèòåëüíûìè

êîîðäèíàòàìè. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü Êîááà�Äóãëàñà, äîñòàòî÷íî ïî-

ïóëÿðíàÿ â ýêîíîìåòðèêå (ñì., íàïðèìåð, [10℄). �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

èç (C[0, 1]2, ‖ · ‖pw) â R
3
+

G(f) = (f(2−1, 2−1), f(2−1, 3−1), f(3−1, 3−1)),

êîòîðîå, î÷åâèäíî, áóäåò íåïðåðûâíûì. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðïîçè-

öèÿ g(θ) ≡ G(fθ) îñóùåñòâëÿåò ãîìåîìîð�èçì R
3
+ â êîíè÷åñêóþ îáëàñòü

C3
+ = {(r1, r2, r3) ∈ R

3
+ : 0 < r3 < r2 < r1}. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

g(θ) � áèåêöèÿ, òàê êàê íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà. Â ñàìîì

äåëå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé





fθ(2
−1, 2−1) ≡ θ12

−θ22−θ3 = r1,

fθ(2
−1, 3−1) ≡ θ12

−θ23−θ3 = r2,

fθ(3
−1, 3−1) ≡ θ13

−θ23−θ3 = r3,
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ãäå (r1, r2, r3) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç C3
+. Ëîãàðè�ìèðóÿ ýòó ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ïðèâîäèì åå ê ýêâèâàëåíòíîé �îðìå





θ̃1 − θ2 log 2− θ3 log 2 = s1,

θ̃1 − θ2 log 2− θ3 log 3 = s2,

θ̃1 − θ2 log 3− θ3 log 3 = s3,

ãäå θ̃1 = log θ1, sj = log rj, j = 1, 2, 3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà A

ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåâûðîæäåíà. Åäèíñòâåííîå åå ðåøå-

íèå ëåãêî íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

θ̃∗n1 =
s1 log 3− s3 log 2

log(3/2)
, θ∗n2 =

s1 − s2
log(3/2)

, θ∗n3 =
s2 − s3
log(3/2)

. (6)

Òåïåðü äëÿ íàøèõ öåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ÿäåðíóþ îöåí-

êó f ∗
n,h(t), îïðåäåëåííóþ â (3). Ïîëîæèì â (6)

s1 = log f ∗
n,h(2

−1, 2−1), s2 = log f ∗
n,h(2

−1, 3−1), s3 = log f ∗
n,h(3

−1, 3−1).

Â ñèëó ñêàçàííîãî íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ àñèìïòîòè÷åñêè

ïîëíîé ìåðû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåí-

ñòâî s1 > s2 > s3, ò.å. òðåõìåðíàÿ îöåíêà (θ̃∗n1, θ
∗
n2, θ

∗
n3) êîððåêòíî çàäàíà,

è íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 îíà áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ òðåõìåðíîãî ïà-

ðàìåòðà (log θ1, θ2, θ3). Òåì ñàìûì, îöåíêà θ
∗
n = (exp{θ̃∗n1}, θ∗n2, θ∗n3) áóäåò

ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ èñõîäíîãî ïàðàìåòðà θ = (θ1, θ2, θ3).

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ìîäåëü (1) ñ ðåãðåññèîííîé �óíêöèåé

fθ(t) =
θ1t

t + θ2
,

ãäå t > 0 è θ = (θ1, θ2) ∈ R
2
+. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü Ìèõàýëèñà�

Ìåíòåí, õîðîøî èçâåñòíàÿ â áèîõèìèè (ñì., íàïðèìåð, [5℄, [6℄). �àññìîòðèì

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç (C[0, 1], ‖ · ‖pw) â R
2
+

G(f) = (f(1), f(1/2)).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ g(θ) ≡ G(fθ) � ýòî ãîìåîìîð�èçì îò-

êðûòîãî ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàíòà R
2
+ â îòêðûòûé êîíóñ C

2
+ = {(r1, r2); r2 >

0, r2 < r1 < 2r2}. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî g(θ) � áèåêöèÿ. Â ñàìîì

äåëå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé





θ1
1+θ2

= r1,

2−1θ1
2−1+θ2

= r2
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ïðè ëþáîì âåêòîðå (r1, r2) ∈ C2
+. Ýòà ñèñòåìà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ

ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè θ1
è θ2: {

θ1 − r1θ2 = r1,

θ1 − 2r2θ2 = r2,

ìàòðèöà êîòîðîé íåâûðîæäåíà âñþäó â âûøåóêàçàííîì îòêðûòîì êîíóñå.

Â ðåçóëüòàòå ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå (r1, r2) ïîëó÷àåì

θ∗n1 = r1

(
1 +

r1 − r2
2r2 − r1

)
, θ∗n2 =

r1 − r2
2r2 − r1

. (7)

Î÷åâèäíî, ïîñòðîåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå äâóñòîðîííå íåïðå-

ðûâíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì óêàçàííûõ âûøå îáëàñòåé.

Òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü ÿäåðíóþ îöåíêó f ∗
n,h(t), îïðåäåëåííóþ â (4),

èëè îöåíêó Íàäàðàÿ�Âàòñîíà f̂n,h(t), îïðåäåëåííóþ â (5). Êàê óæå áûëî

äîêàçàíî â [2℄ è [18℄, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (D) îáå ýòè îöåíêè áóäóò

ñîñòîÿòåëüíûìè â íîðìå ‖ · ‖pw äëÿ íåêîòîðîãî h ≡ hn → 0. Òàê ÷òî,

íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü â (7)

r1 = f ∗
n,h(t)(1), r2 = f ∗

n,h(t)(1/2).

Â ýòîì ñëó÷àå äâóìåðíàÿ îöåíêà θ
∗
n = (θ∗n1, θ

∗
n2) â (7) áóäåò êîððåêòíî

îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ àñèìïòîòè÷åñêè ïîëíîé

ìåðû ñ ðîñòîì n è, áîëåå òîãî, áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé â ñèëó òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ìèõàýëèñà�Ìåíòåí áûëè èçâåñòíû è ðàíåå (ñì. [22℄). Â ÷àñòíîñòè, îöåíêè

â ðàáîòå [22℄ ïîñòðîåíû, ïî ñóòè, çà ñ÷åò âíóòðåííåé ëèíåéíîñòè ýòîé ìîäå-

ëè è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òèïà (D) â [22℄ íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî ïðèíöèïè-
àëüíûì îòëè÷èåì ýòîé ðàáîòû îò ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé çàìåòêè ñîñòîèò

â òîì, ÷òî â [22℄ ðåãðåññîðû {zi} íåñëó÷àéíû, à ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè

{ξi} íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ëîãèñòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ. Â

ýòîì ñëó÷àå

fθ(t) =
(
1 + e−(t,θ)

)−1

,

ãäå dim t = dim θ = m, à (·, ·) � ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â R

m
.

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà òî÷åê {tj; j = 1, . . . , m} èç åäèíè÷íî-
ãî m-ìåðíîãî êóáà ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ

ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
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(t1, θ) = r1,

. . . . . . . . . . . .

(tm, θ) = rm.

Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà âåêòîðû {tj} � èõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü,

ò.å. íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû T ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Òåïåðü ïîëîæèì

rj = log
f ∗
n(tj)

1− f ∗
n(tj)

,

ãäå f ∗
n(t) � ëþáàÿ èç îöåíîê (3) èëè (5). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ‖ · ‖pw-

ñîñòîÿòåëüíîñòè óêàçàííûõ îöåíîê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (D) èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî f ∗
n(tj) < 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ñ ðîñòîì

n äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî tj. Åñëè óêàçàííîå íåðàâåíñòâî íàðóøåíî,

ïîëàãàåì rj = 0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ ñîñòî-

ÿòåëüíîé îöåíêè äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè:

θ
∗
n = T

−1 · (r1, . . . , rm)⊤. (8)

� 3. Àíàëèç αn-ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê

Òåïåðü îáñóäèì âîïðîñ îá óòî÷íåíèè ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1. Íàïîì-

íèì, ÷òî îöåíêà θ
∗
n ïàðàìåòðà θ ∈ R

m
íàçûâàåòñÿ αn-ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè

αn(θ
∗
n − θ0)

p→ 0 è αn → ∞ ïðè n → ∞. Ýòî îïðåäåëåíèå áåç òðóäà ïåðå-

íîñèòñÿ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (C, d) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ g∗n ∈ C íàçûâàåòñÿ αn-

ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà g ∈ C, åñëè αnd(g
∗
n, g)

p→ 0 è

αn → ∞ ïðè n → ∞.

Ïðèâåäåì òåïåðü óòî÷íåíèå òåîðåìû 1 ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé äåòàëèçà-

öèè îãðàíè÷åíèé íà âõîäÿùèå â íåå ïàðàìåòðû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ G è g−1
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà â ñâî-

èõ ïðîñòðàíñòâàõ è ñóùåñòâóåò íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ αn-ñîñòîÿòåëüíàÿ (â
íîðìå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (C[0, 1]k, ‖ · ‖)) îöåíêà f ∗

n äëÿ íåèçâåñòíîé

ðåãðåññèîííîé �óíêöèè fθ0 . Òîãäà îöåíêà θ
∗
n áóäåò αn-ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ

ïàðàìåòðà θ0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ îöåíêè θ
∗
n = g−1(G(f ∗

n))
â òåîðåìå 1 è âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ αn-ñîñòîÿòåëüíîé íåïàðà-

ìåòðè÷åñêîé îöåíêè f ∗
n . �
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Êàê íåòðóäíî âèäåòü, îñíîâíîå óñëîâèå â òåîðåìå 2 � ýòî ñóùåñòâî-

âàíèå αn-ñîñòîÿòåëüíîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè f ∗
n. Ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå äàåò ïðèìåð òàêîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â ìîäåëè (1) äëÿ êàæäîãî θ ∈ Θ ðåãðåññèîííàÿ

�óíêöèÿ fθ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (D) ÿäåðíàÿ îöåíêà (3) áóäåò αn-ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè òîëüêî αn =
o(h−1

n ), ãäå

hn =
(
E(εkp/2n )

) 1
p(k/2+1)+k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [17℄ ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé

ìîäåëè (1) äëÿ ÿäåðíîé îöåíêè (3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f ∗
n,h − fθ0‖sup ≤ ωfθ0

(h) + ζn(h) (9)

ïî÷òè íàâåðíîå, ãäå ωfθ0
(h) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ðåãðåññèîííîé �óíê-

öèè, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζn(h) èìååò ïîðÿäîê

ζn(h) = Op

((
h−k(p/2+1)

E(εkp/2n )
)1/p)

;

çäåñü âåðõíèé ïðåäåë â îïðåäåëåíèè ñèìâîëà Op(·) çàâèñèò îò m, p, Mp è

ÿäðà K. Âåëè÷èíà h ≡ hn, âûðàâíèâàþùàÿ ïîðÿäêè îáîèõ ñëàãàåìûõ â

ïðàâîé ÷àñòè (9), íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå h ≡ hn óðàâíåíèÿ

E(εkp/2n ) = hk(p/2+1)ωp
fθ0

(h). (10)

Äëÿ ëèïøèöåâîé ðåãðåññèîííîé �óíêöèè â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî (ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè) ðàçìåðà îêíà:

hn =
(
E(εkp/2n )

) 1
p(k/2+1)+k , (11)

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. �

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëîæèòü αn = o(h−1
n ), òî âî âñåõ âûøåïðèâå-

äåííûõ ïðèìåðàõ ïðè ïîäñòàíîâêå â ïîëó÷åííûå �îðìóëû íåïàðàìåòðè-

÷åñêîé ÿäåðíîé îöåíêè f ∗
n,hn

ìû ñ ïîìîùüþ òåîðåì 2 è 3 ïîëó÷èì αn-

ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ìî-

äåëåé íåëèíåéíîé ðåãðåññèè. Íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè (8) ýòî óòâåðæäåíèå

ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî �óíêöèÿ φ(z) = log z
1−z

â îêðåñòíîñòè êàæäîé

òî÷êè îòêðûòîãî èíòåðâàëà (0, 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, è, êðî-

ìå òîãî, â ñèëó (8) íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ àñèìïòîòè÷åñêè

ïîëíîé ìåðû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖θ∗
n − θ0‖ ≤ Cmax

j≤m
|f ∗

n(tj)− fθ0(tj)|, (12)

ãäå íåñëó÷àéíàÿ ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò íàáîðà {tj} è m.
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ ε-ñåòè â óñëîâèè (D) äî-
ïóñêàåò äåòåðìèíèðîâàííóþ îöåíêó ñâåðõó εn ≤ ε̂n, òî �îðìóëà (11) äëÿ
ðàçìåðà îêíà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà êàê

hn ≤ ĥn = ε̂
k

k+2+2/p
n ,

ïðè ýòîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì p (íàïðèìåð, êîãäà øóì ãàóññîâ) ïîðÿ-

äîê ìàëîñòè ðàçìåðà îêíà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê âåëè-

÷èíå ε̂
k/(k+2)
n . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíîìåðíûé (k = 1)

ýêâèäèñòàíòíûé ïëàí ýêñïåðèìåíòà, êîãäà â îöåíêå (4) íóæíî ïîëîæèòü

zn:i = i/n è ε̂n = ∆zni = 1/n. Ïðè ýòîì ĥn = ε̂
1/3
n = n−1/3

. Ñòîèò òàêæå

îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ ðåãðåññîðîâ {zi; i = 1, . . . , n} â ìîäåëè (1) íåòðóäíî óñòàíîâèòü �àêò
àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ðàññìîòðåííûõ âûøå îöåíîê, èñïîëüçóÿ

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ÿäåðíûõ îöåíîê

(3)�(5). Íàïðèìåð, ïðè k = 1 íîðìèðîâêà íåâÿçêè |f ∗
n(tj) − fθ0(tj)| â øè-

ðîêèõ óñëîâèÿõ áóäåò èìåòü ïîðÿäîê

√
nhn äëÿ íåêîòîðîé ñòðåìÿùåéñÿ

ê íóëþ ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ ïî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hn (ðàçìåð îê-

íà), ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé (íåäîñòèæèìîé) äëÿ íîðìèðóþùåãî

ìíîæèòåëÿ αn â îïðåäåëåíèè αn-ñîñòîÿòåëüíîñòè.

Çàìå÷àíèå 6. Ïðåäëîæåííûé çäåñü ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ αn-ñîñòîÿ-

òåëüíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè íåñêîëüêî ïðîèãðûâà-

åò â òî÷íîñòè îöåíêàì ðàáîò [16℄, [19℄, ãäå áûë ðàññìîòðåí èíîé ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ αn-ñîñòîÿòåëüíûõ è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîê áåç

èñïîëüçîâàíèÿ ÿäåðíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê. Â øèðîêèõ óñëîâè-

ÿõ âåëè÷èíà αn â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé

ê

√
n, â òî âðåìÿ êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (12) âîçìîæíî ïîëó÷èòü

αn-ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñ ïîðÿäêîì ðîñòà αn íå áîëåå, ÷åì n1/3
(ñì. çàìå-

÷àíèå 5). Îäíàêî ÿâíûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì òåîðåìû 1, âî ìíîãèõ

ìîäåëÿõ âûãëÿäÿò çíà÷èòåëüíî ïðîùå, íåæåëè îöåíêè â ýòèõ æå ìîäåëÿõ,

ïðåäëîæåííûå â [16℄, [19℄. Êðîìå òîãî, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ

îäíîøàãîâûõ ïðîöåäóð òî÷íîñòü òåõ èëè èíûõ îöåíîê ìîæåò áûòü ñó-

ùåñòâåííî óëó÷øåíà, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíûõ â øèðîêèõ

óñëîâèÿõ ìîãóò âûñòóïàòü n1/4
-ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè (ñì., íàïðèìåð, [13℄,

[14℄, [15℄). Òàê ÷òî îöåíêè, ïðåäëîæåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû êàê ïðåäâàðèòåëüíûå (íà÷àëüíûå) äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ïðî-

öåäóð íüþòîíîâñêîãî òèïà.
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