
Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ è ãðóïïû

Âàëåðèé Ãåîðãèåâè÷ Áàðäàêîâ

Ëåêöèè ñîñòîÿòñÿ 13, 20 è 27 ìàÿ â 19.30 ïî íîâîñèáèðñêîìó âðåìåíè.
Ëåêöèè ïðîéäóò â äèñòàíöèîííîì ôîðìàòå. Ññûëêà äëÿ ïîäêëþ÷åíèÿ:

https://us02web.zoom.us/j/85875493603?pwd=aDFRL3JibnBYTzRJcVh5WnBNQitPQT09

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåìûé êóðñ èç 3-õ ëåêöèé ïîñâÿùåí ñâÿçè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
ñ ãðóïïàìè. Ìû îáñóäèì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå âîïðîñû, îæèäàþùèå ñâîåãî ðåøå-
íèÿ. Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì îáùóþ çàäà÷ó îá îïèñàíèè ãðóïï, äåéñòâóþùèõ íà ðåøåíèÿõ
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé è î ïðîäîëæåíèè äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû äî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.

Îáñóäèì äâà îáùèõ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ãðóïï: ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà è ãðóïïû, çàäàííûå ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàçáåðåì óðàâíåíèå Ìàðêîâà. Ïîêàæåì êàê ïîëó÷èòü âñå åãî ðåøåíèÿ èç îäíîãî,
äåéñòâèåì íåêîòîðîé ãðóïïû. Ïðîäîëæèì äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîéìåì ñâÿçü óðàâíåíèÿ Ìàðêîâà ñ ôîðìóëîé
Ôðèêå, ñâÿçûâàþùåé ñëåäû ìàòðèö èç SL2(R). Ðàçáåðåì îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ìàðêîâà íà
ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ (óðàâíåíèå Ìàðêîâà-Ãóðâèöà).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè ïîãîâîðèì ïðî óðàâíåíèå Ïåëëÿ è ïîêàæåì êàê ìîæíî ïîëó-
÷àòü åãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ ãðóïïó.

Çàìå÷àíèÿ. 1) Ïîñìîòðèòå íà ñïèñîê óïðàæíåíèé, ïðèëîæåííûé íèæå. Åñëè Âû íå
ñìîãëè ðåøèòü êàêèå-òî óïðàæíåíèÿ, òî íè÷åãî ñòðàøíîãî. ß ïîñòàðàþñü îáúÿñíèòü êàê
ýòî ñäåëàòü. Åñëè Âû çíàåòå ðåøåíèÿ ýòèõ óïðàæíåíèé, èëè îíè Âàì íåèíòåðåñíû, òî
ïðèìèòå ìîè ïîçäðàâëåíèÿ è ñîæàëåíèÿ ïî-ïîâîäó òîãî, ÷òî âðÿä ëè ñìîãó ñîîáùèòü Âàì
÷òî-òî íîâîå è èíòåðåñíîå.

2) Âî âðåìÿ ëåêöèé ìíå áóäåò î÷åíü ïðèÿòíî âèäåòü âàøè ïðåêðàñíûå, óìíûå ëèöà.
Âàøè âîïðîñû ïîìîãóò ëó÷øå óñâîèòü ìàòåðèàë. Êðîìå òîãî, ìåíÿ áóäåò ñîãðåâàòü ìûñëü
î òîì, ÷òî ÿ âèäåë áóäóùèõ çâåçä ìèðîâîé ìàòåìàòèêè.

Óïðàæíåíèÿ.

1) Íàéäèòå êîðíè äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ x2 + y2 + z2 = axyz ïðè à) a = 1; á) a = 3; â)
a = 6.

2) Íà ìíîæåñòâå òðîåê öåëûõ ÷èñåë Z3 îïðåäåëèì òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ

ε12(a, b, c) = (−a,−b, c), ε13(a, b, c) = (−a, b,−c), ε23(a, b, c) = (a,−b,−c).

Êàêóþ ãðóïïó îíè ïîðîæäàþò?

3) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé

σ1(a, b, c) =

(
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)
, σ2(a, b, c) =

(
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a2 + c2

b
, c

)
, σ3(a, b, c) =

(
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a2 + b2

c

)
.

4) Ðàññìîòðèì ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç óïðàæíåíèé 2) è 3). ×òî ìîæ-
íî ïðî íåå ñêàçàòü?

5) ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî òî÷êè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-
íåíèþ x2 + y2 + z2 = 3xyz?

1



6*) Ïóñòü A � íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà èç SL2(Z). Ðàçðåøèìî ëè óðàâíåíèå X2 + Y 2 +Z2 =
AXY Z â êîëüöå SL2(Z)?

7) Íàéäèòå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ x2 − 2y2 = 1.
8) Âåðíî ëè, ÷òî êàæäîå íåíóëåâîå ÷èñëî èç ìíîæåòâà {a+b

√
2 | a, b ∈ Q} èìååò îáðàòíûé,

ëåæàùèé â ýòîì ìíîæåñòâå.
9) Ìîæíî ëè íà ìíîæåñòâå òî÷åê îêðóæíîñòè: x2 + y2 = 1 îïðåäåëèòü ãðóïïîâóþ îïåðà-

öèþ? Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü íà ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà?
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