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В [1] автором введено двухпараметрическое семейство отображений дис­
кретных метрических пространств, сохраняющих отношения близости и 
отделимости между элементами, а также изучены свойства и даны кон­
струкции вложений некоторых пространств в классе таких отображений. 
Кроме того, в [1] (см. также [2-5]) указаны связи с теоретическими и при­
кладными задачами. 

В данной работе детально рассматриваются локально изометрические 
вложения графов в связи с введенным в [1] свойством продолжения метрики. 
Для конечных графов усиливается ряд результатов из [1]. Доказывается 
теорема о вложениях для графов, не содержащих подграфов специального 
вида. Показывается, что свойством продолжения метрики обладают почти 
все графы. 

§1 . Локально изометрические вложения 

Рассматриваются обыкновенные связные графы G(V,E) с множе­
ством вершин V, множеством ребер Еу конечного диаметра d(G) и с 
обычным расстоянием 

Рв(х,У) = тт\С(х,у)\, 

где минимум берется по всевозможным простым цепям С(х,у) между 
вершинами х и у графа G, а \С\ — длина цепи С (см. [6]). 

• Цепь длины / называем 1-цепъю. d-Цепь называем диаметральной, 
если расстояние между ее концами равно диаметру графа d = d(G). 

• Отображение f: G —> Н, действующее из V(G) в V(H), называем 
k-изометрическим, к > О, если / сохраняет все расстояния, не 
превышающие к. 

Так как к > 0, Анизометрическое отображение сохраняет отношение 
смежности вершин. 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 91-011-1484). 
© 1994 А. А. Евдокимов 



6 А. А. Евдокимов 

• Будем говорить, что отображение f:G—>H сохраняет {-отдели­
мость, если для любых вершин ж, у Е V(G) неравенство /^(ж, у) ^ i 
влечет неравенство PH(I(X)I f(v)) ^ г-

Сохранение 1-отделимости означает инъективность отображения / . 
• Инъективное отображение f:G-+H называем вложением G в Н. 

Сохранение 2-отделимости означает, что смежными образами в Н явля­
ются только образы смежных в G вершин. При таком отображении 
сохраняется независимость множеств вершин. Для произвольного зна­
чения порога отделимости г всякий код в G с минимальным рассто­
янием, равным г, отображением / переводится в код с не меньшим 
расстоянием в Н. Отображения со свойством отделимости связаны с 
помехоустойчивым кодированием. 

В отличие от случая произвольных дискретных метрических про­
странств, для графов 1-изометрические отображения обладают некото­
рым свойством (см. предложение 1, ниже), которое упрощает изучение 
вложений, сохраняющих близость и отделимость элементов. 

Предложение 1. Всякое 1-изометрическое отображение f:G—>H 
является не расширяющим, т. е. для любых х,у £ V(G) справедливо 
неравенство 

Рв(х,У)> PH(f(x)J(y))-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Любое 1-изометрическое отображение / пере­
водит любую простую цепь С(х,у) в G с концами ж и у в маршрут 
той же длины. Пусть / (С) — простая цепь в Н с концами /(ж) и / (у ) , 
содержащаяся в таком маршруте. Ее длина не превосходит длины цепи 
С(х,у). Обозначим через Cjj(a,b) множество всех простых цепей в Н 
с концами в вершинах а и Ь. Тогда 

PG(X> У) = min |С(ж, у)\ ^ min \f(C)\ 

> min \CH(f(x)J(y))\ = PH(f(x)J(y)). 

Предложение 1 доказано. 

• Отображение / : G -* H, сохраняющее А;-отделимость, k ^ 2, на­
зовем к-монотонным на G, если оно сохраняет г-отделимость при 
любом г, 1 ^ г < к. 
Обозначим через Т\. класс всех 1-изометрических отображений, со­

храняющих А;-отделимость. 

Лемма 1. Пусть отображение f: G -» Н из Т^ к-монотонно на G. 
Тогда f есть к-изометрическое вложение, а / _ 1 есть (к — ^-изометри­
ческое вложение, сохраняющее i-отделимость для любого г. 



Локально изометрические вложения графов 7 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По свойству А;-монотонности отображения / из 
Т^ неравенство Рн(1(х)т КУ)) ^ г ПРИ PG{XIV) = г выполняется для лю­
бого значения i = 1,2,... , fc. Следовательно, / не сжимает расстояния, 
не превосходящие к. Согласно предложению 1 отображение / и не рас­
ширяет никаких расстояний. Поэтому / fc-изометрическое. Поскольку 
отображение / сохраняет 1-отделимость, оно инъективно, т. е. / — 
вложение. 

Отображение f~1 множества f(V(G)) с метрикой рд, индуцирован­
ной на этом множестве вложением / : G —> Н, согласно предложению 1 
будет не сжимающим. Следовательно, для любого j 

Р я № ) , f(v)) = i =» PG(X, У) > h (1) 

По свойству сохранения г-отделимости отображением / из неравенства 
Рн(1{х)-> /(У)) ^ г — 1 вытекает неравенство PQ(X, у) ^ г'•— 1 Дл я любого 
г, 2 ^ г ^ к. Поэтому при j — 1,2,... , к — 1 

РН(1{Х), /Ы) = i => PG(*, У) < i- (2) 
Из (1) и (2) следует, что отображение / _ 1 является (& — 1)-изомет-
ричным. Поскольку отображение / _ 1 не сжимающее, оно сохраняет 
г-отделимость для любого г. Лемма 1 доказана. 

Пример графа, изображенного на рис. 1, показывает, что при усло­
виях леммы 1 нельзя гарантировать 
большего значения радиуса локальной 
изометричности. З-Цепь в этом гра­
фе вложена в пятиугольник. Отобра­
жение /(г) = г (г = 1,2,3,4) сохраня­
ет 2-отделимость, является 2-монотон-
ным и 2-изометрическим. Однако / и 
f~1 не являются 3-изометрическим и 2-изометрическим отображением 
соответственно, поскольку 3 = /><з(1,4) > р#(1,4) = 2. 

В связи с леммой 1 естественно возникает вопрос: когда любое ото­
бражение / G T\z является fc-монотонным и, следовательно, определяет 
взаимно локально изометрическое вложение G в Я? 

Для к — 2 ответ очевиден. Действительно, если отображение / 
принадлежит Тъ, т о о н о сохраняет единичные расстояния, а все прочие 
расстояния не сжимает до расстояния, меньшего двух. Следовательно, 
отображение / инъективное и 2-монотонное. 

При к ^ 3 картина иная — монотонности отображения / 6 Т^ на 
произвольном графе может и не быть. Приведем пример. Пусть дерево 
G (см. рис. 2) вложено в граф Я , который получается добавлением к G 
ребер, изображенных пунктиром. Тогда d(G) = d(H) - d. Пусть d ^ 3. 
Тогда в G имеются две диаметральные цепи с концами в вершинах х\,у 
и #2,2/. Д л я любой вершины v Е V(G) отображение f[v) — i\ которое 

П\ 
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задает это вложение, сжимает все расстояния PQ(X{,XJ), НО сохраняет 
расстояния р(з(х\,у) и PG(X2IV)I Т- е- / изометрично на диаметраль­
ных цепях графа G. Таким образом, / принадлежит Т&, но не является 
d-монотонным. Более того, / не является 2-изометрическим и не со­
храняет г-отделимость при любом г, 1 < г < d. 

d 
* у^ , . 

*1 О 
ч 

\ 
ч 

ч 

а =о= =о У 

— о 
X 

__ —(у ф_ . . . 
Х2 х3 ХА *d-2 *V-1 

Рис. 2 
Заметим, что при дополнительном условии f(x\) — /(#2) получим 

отображение с теми же значениями параметров изометричности и отде­
лимости, что и в предыдущем случае, но отображение / не будет вло­
жением. Несложно привести аналогичные примеры и для произвольных 
значений d и к таких, что d > к ^ 3. 

Теорема 1 дает ответ на вопрос: для каких графов G все отобра­
жения / из Тъ, к ^ 3, будут &-монотонными на G?m 

• Кратчайшая /-цепь в графе G называется тупиковой, если она не 
является собственной подцепью никакой кратчайшей (/ + 1)-цепи. 

Теорема 1. Всякое отображение f': G —> Н из Т^ является к-мо-
нотонным на G тогда и только тогда, когда граф G не содержит тупи­
ковых цепей длины 2, 3 , . . . , к — 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Рис. 3 
f(v) = v определяет вложение / : G 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Предположим противное. 
Пусть С(х,у) является тупико­
вой /-цепью в графе G и / Е 
[2, к — 1]. Покажем, что можно 
так определить граф Н и ото­
бражение / : G —> Н , что ото­
бражение / принадлежит Т\., 
но не является к-монотонным. 
Соединим (/ — 1)-цепью Р вер­
шины х ж у — концы цепи С 
(см. рис. 3). Все вершины це­
пи Р, кроме х и у, отличны 
от вершин графа G. Положим 
V{H) = V(G)\JV(P), E(H) = 
E(G) U Е(Р). Тогда для любой 
вершины v из G отображение 
Н. По построению отображе-
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ние / является 1-изометрическим и не сохраняет /-отделимость, по­
скольку рс(х,у) = \С(х,у)\ = /, но рн{х,У) = \Р\ < I-

Так как I < А;, остается доказать, что / сохраняет fc-отделимость. 
Достаточно убедиться, что / не сжимает никакие расстояния, отлич­
ные от pG(x,y). 

Всякая кратчайшая цепь в Я , проходя через Р и сокращая тем са­
мым расстояние на пути между ж и у на единицу, должна проходить 
через ребро, инцидентное вершине х или у, и затем достигать вер­
шину z (на рис. 3 изображен случай, когда цепь выходит за вершину 
у). Если z 6 V(C)j то PQ{X,Z) - I - 1 или PG{VIZ) = / — 1. Если 
z $_ V'(C), то (/ + 1)-цепь С(ж, у) U {^} не является кратчайшей в G, так 
как цепь С(ж, у) тупиковая. Следовательно, PQ{X, Z) ^ / или рс(Учz) ^ f• 
Таким образом, во всех случаях расстояние в графе G между верши­
нами z и х или z и у оказывается не больше, чем расстояние между 
ними в графе Н. Следовательно, отображение / не сжимающее. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть отображение / : G —> Н из Т^ не является 
fc-монотонным на G, т. е. существует г, г < fc, такое, что / не сохра­
няет г-отделимость. Из всех таких г выберем максимальное. Тогда / 
сохраняет (г + 1)-отделимость и г + 1 ^ к. Если г = 1, то / 6 Т% Сле­
довательно, / является 2-монотонным. Поэтому г ^ 2. Так как / не 
сохраняет г-отделимость, в G существуют вершины х и у такие, что 
PG(x->y) ^ М РН(1{Х)->/(У)) < г- Поскольку (г + 1)-отделимость сохра­
няется, имеем pQ(x^y) = г. Пусть С(х,у) — кратчайшая г-цепь в гра­
фе G. Для завершения доказательства остается показать, что С(х,у) 
является тупиковой цепью. Действительно, в противном случае суще­
ствует смежная с х или у вершина z в G такая, что PQ{X-> z) — г + 1 и л и 

PG(VIZ) = * + 1 (второй случай симметричен первому и доказывается 
аналогично). Учитывая 1-изометричность отображения / , получаем, 
что в графе Н справедливы следующие соотношения: 

PH(f(x), f(z)) < PH(f(x),f(y)) + PH(f(y), f(z)) <i+l. 

Это противоречит сохранению (г + 1)-отделимости отображением / для 
вершин х и z. Теорема 1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В теореме 1 при к = 2 множество запретов пусто, 
поэтому теорема 1 верна при этом значении параметра &, т. е. всякое 
отображение / из T<i является 2-монотонным на любом связном графе. 

Из леммы 1 и теоремы 1 вытекает 

Следствие. Если граф G не содержит тупиковых цепей длины 
2 , 3 , . . . , & — 1, то всякое отображение / : G —• Н из Т^ взаимно ло­
кально изометрическое (т. е. / является k-пзометрпческпм, а } ~ 1 — 
(к — 1)-изометричесшм). 
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§ 2. Свойство продолжения метрики 
В работе [1] для конечных пространств с целочисленной метрикой 

определено свойство продолжения метрики. Пусть Si(x) — шар с ради­
усом г и центром в точке х. 

• Дискретное метрическое пространство {Х,рх} обладает свой-
ством продолжения метрики, если для любых его точек х и у 

Si(x) <£ Si(y) или 5-1(2/) 2 Si(x), 
где i — Рх(х->У) и г < d для конечных пространств диаметра d = 
d(X). Если свойство продолжения метрики выполняется лишь для 
точек х ж у таких, что Рх{х->у) < &? то оно называется свойством 
к-продолжения метрики. 
Следующее предложение показывает, что для обыкновенных связ­

ных графов свойство /^-продолжения метрики можно формулировать 
по-разному. 

Предложение 2. Для любого связного графа, G следующие утвер­
ждения эквивалентны: 
— любые две вершины х и у графя G такие, что pQ(x,y) < к, при­

надлежат некоторой кратчайшей к-цепщ 
— граф G не содержит тупиковых цепей длины меньшей к; 
— граф G обладает свойством к-продолжения метрики. 

Обозначим через Q^ класс конечных графов, имеющих диаметры не 
более d и обладающих свойством /^-продолжения метрики. 

Строение графов как дискретных метрических пространств есте­
ственно характеризовать разнообразием и пересекаемостью шаров, со­
держащихся в графе, когда радиусы этих шаров последовательно возра­
стают. Пусть f(G) = (Уо,Г1,... , ту), где г,- — число различных шаров 
радиуса i в графе G, г = 0 , 1 , . . . ,d(G). Тогда TQ — |V(G)|, тд — 1, 
Ti ^ 7*4-1• 

• Будем говорить, что граф G обладает свойством t-разнообразия 
шаров, если Т{ — \V{G)\ для любого г < t. Граф, обладающий свой­
ством £-разнообразия для t = d(G), назовем графом максимального 
разнообразия. 

Примерами графов максимального разнообразия являются графы ги­
перкубов и Платоновых тел, граф Петерсена [7]. 

Рис. 4- Изображенный граф обладает свойством 
2-разнообразия. Для него f(G) = (6, б, 5,1) 

О 
У 

Обозначим через llf класс графов, имеющих диаметры не более d и 
обладающих свойством ^-разнообразия шаров. 
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Лемма 2. Почти все п-вершинные графы являются графами мак­
симального разнообразия и содержатся в классе TZ\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЧТИ все графы имеют диаметр, равный двум. 
Поэтому достаточно доказать, что f(G) = (п, п, 1) для почти каждого 
n-вершинного графа G, т. е. все шары с радиусами 1 в типичном графе 
различны. 

Обозначим через Ф(п) число графов с п помеченными вершинами, 
в которых имеются совпадающие шары радиуса 1. Убедимся в справед­
ливости равенства 

lim Ф(п)/2(2) = 0. 

Пусть в графе G два шара радиуса 1 с центрами в вершинах х и у 
совпадают, т. е. S\(x) = S\(y). Тогда Рс(х->у) = 1 и каждая вершина 
г, отличная от х и у, либо смежна с х и у, либо не смежна с ж и т / . 
Следовательно, все n-вершинные графы, в которых имеются, по край­
ней мере, две вершины х и у такие, что S\(x) = S\(y) и |5i(x)| = га+ 2, 
0 ^ га ^ п — 2, могут быть получены следующим образом. 

1. Среди п изолированных вершин отбираются две произвольные 
вершины х и у. Имеется (2) < п2 возможностей. 

2. Вершины х и у соединяются ребром (однозначно). 
3. Среди оставшихся вершин отбираются m произвольных вершин. 

Имеется (п~ ) возможностей. 
4. Каждая отобранная вершина соединяется ребром как с х , так и 

с у (однозначно). 
5. Остальные ребра в произвольном числе назначаются так, чтобы 

не появилось нового ребра, инцидентного х или у. Имеется 

2(2)-2(n-2)-l = 2(S)-2n+3 

возможностей. 
Из сказанного следует, что 

Щп) < п22(")"2п+3 2 (n~J)= n22(2)-»+l = 0(2(2)). 
га=0 ^ ' 

Лемма 2 доказана. 

По определению классов графов Gf и TZf имеем 

G{ D Ql2D • • О Qi niDUiD-'-D Ud
d. 
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Для к — t — 1 справедливо равенство Q^ = 7^ , поскольку каждый из 
этих классов совпадает с классом всех графов (напомним, что рассма­
триваются только связные графы). Для к = t — 2 также имеем Q2 — Tti, 
поскольку граф содержит тупиковую цепь длины 1 (т. е. ребро (ж, у)) 
тогда и только тогда, когда S\(x) — S\(y). Из леммы 2 и равенства 
д™ = 7̂ 2 непосредственно следует 

Теорема 2. Почти все п-вершинные графы обладают свойством 
продолжения метрики. 

Заметим, что пример графа на рис. 4 показывает, что G% Ф TZ\. 
Действительно, этот граф не содержит тупиковых цепей длины 1 и 2, а 
£2(3) = S2(y). 
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