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Для решения задачи о сортировке предлагается подход, основанный на 
минимизации некоторого параметра, характеризующего реальное время вы­
числений. Такой подход был применен автором для задачи о поиске наи­
большего числа в данном массиве. Построена логическая схема в базисе 
{&;, V , ~ } , упорядочивающая по убыванию заданные га чисел. Глубина схе­
мы не превышает асимптотически величины log2 п + 6,121og2 га, где п — 
длина двоичной записи каждого из заданных чисел. 

В данной работе рассматривается следующая 
Задача. По т каналам связи одновременно поступают m чисел. 

Требуется расположить эти числа по порядку убывания за минимально 
возможное время. 

Задачи такого типа, называемые задачами о сортировке, обычно 
решают в алгоритмических терминах, минимизируя число сравнений 
(см. [1]). Здесь мы предлагаем решать задачу сортировки в терминах 
булевых функций и схем из функциональных элементов, реализующих 
эти функции, минимизируя глубину схемы — параметр, характеризую­
щий реальное время вычисления. 

Ранее автором была рассмотрена задача о поиске наибольшего чи­
сла в заданном массиве [2]. Подход из [2] применяется в данной работе 
для решения задачи о сортировке. Используемые ниже определения (бу­
левой функции, схемы из функциональных элементов, базиса и других 
понятий, известных в математической кибернетике) можно найти, на­
пример, в [3, 4]. 

Переформулируем задачу о сортировке в терминах схем. Пусть за­
даны т чисел а\, с^ , . . . , а т , записанные в двоичной системе счисления: 

а\ = (х\\Х\2 - - - S i n ) , «2 = (^21^22 . . . S 2 n ) , . . . , а™ = (хт1^т2 • • • Z m n ) , 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 93-011-16009). 
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где Xij либо нуль, либо единица. Пусть 61,62,.. . , 6 m — перестановка 
исходных чисел такая, что 6г- ^ 6г+1, 1 ^ г'^ m - 1. Предположим, что 
числа &i, &2? • • • ? Ьш

 и м е ю т В И Д 

6l = (2/112/12 .--2/171), 62 = (2/212/22 - . -2/2n) , . - . , 6 т = (2/г7112/т2---2/тгг). 

Очевидно, что 2/г'у есть булева функция переменных ж ц , . . . ,хтп. Та­
ким образом, заданы тп переменных и тп булевых функций от них. 
Если мы построим схему из функциональных элементов, реализующую 
систему функций 2/ц, • • • , У mm и подадим на входы схемы произвольный 
набор из т чисел, то на выходах схемы получим требуемую переста­
новку этих чисел. 

Пример. Пусть т = 2, п = 2. Система функций 2/1Ь 2/12,2/21,2/22 
задана следующей таблицей: 
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2/11 = З п V Ж21, 2/12 = Ж12(жц V Х2\) V X22{x2i V ЖП)> 

2/21 = Я11Ж21, 2/22 = ^22(^12 V хпх2\) V xnxi2x2\. 

Схема, реализующая систему функций 2/11,2/12,2/21,2/22, изображена на 
рис. 1. Эта схема построена в базисе {&,V,~~}. (Ниже мы будем рас­
сматривать схемы лишь в этом базисе.) 

Глубиной схемы называется число элементов в самой длинной це­
пи элементов, идущей от входов к выходам схемы. (Глубина схемы, 
изображенной на рис. 1, равна пяти.) 

Дадим постановку сформулированной выше задачи о сортировке на 
языке схем. 
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Задача (схемная постановка). Построить схему S m n , реализую­
щую систему функций Уп,У12,---,Утп, глубина p ( E m n ) которой удо­
влетворяет неравенству p ( £ m n ) ^ log2 n + 6,121og2 m. 

Входы схемы: хп , хп , *21 , х. 22 
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Представление функций 

Для построения схемы нам потребуется задать явными формулами 
функции уп , у!2, . . . , утп. 

Определим вспомогательную функцию / ( а > Ь). 
Пусть а = (uiU2 • • • Wn) и 6 = («1V2 . . . wn) — Два n-разрядных числа, 

находящиеся среди заданных чисел сц,а2,...,ат, например а = сц,Ь — 
a,j. Тогда / ( а > 6) есть булева функция переменных 

ЯЦ, «12, • • •, Ж1„, Ж2Ь «22, • • •, Ж2п, • • •, ^mb Жто2 , . . . , Хтп, 
равная единице на тех наборах, на которых число а больше числа 6; 
здесь 

(хцх±2 . . . Xin) — двоичная запись числа а, 
(XJIXJ2 .. -Xjn) — двоичная запись числа Ь. 

Ясно, что 

/ (« > Ь) = | ^ i^ i , если п = 1, 
щщ V (щ ~ vi)u2Vo, если п = 2. (1) 
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Действительно, либо а больше b по первому разряду, что реализуется 
первым слагаемым в (1), либо первые разряды чисел а и b совпадают, 
но а больше b по второму разряду, что реализуется вторым дизъюнк­
тивным слагаемым в (1). 

В обозначениях Е{ = щ ~ V{, К{ — ггг^г, 1 ^ г < гг, функция (1) 
выглядит следующим образом: 

f(a>b) = K1VE1K2. 

Теперь рассмотрим f(a > b) для п - 3. Если а > 6, то возможны 
следующие случаи. 

СЛУЧАЙ 1: а больше b хотя бы по одному из первых двух разрядов. 
Тогда Кг У EiK2 = 1. 

СЛУЧАЙ 2: а совпадает с b по первым двум разрядам, но а больше 
Ъ по третьему разряду. Тогда 

EiE2K* = 1, f(a >b) = Ii\ V ЕгК2 V ЕгЕ2К3. 

Аналогично можно показать, что для произвольного п 

/ ( а > 6) = # i V ЕХК2 V ЕхЕ2Кг V • • • V £ i £ 2 • • • En^Kn. 

Теперь рассмотрим функцию / ( а ^ 6), равную единице лишь тогда, 
когда а не меньше 6. Функция / ( а ^ 6) отличается от функции / ( а > 6) 
только одним дизъюнктивным слагаемым Е\Е2 .. .Еп и имеет вид 

f(a >Ь) = Ki\tEiK2VEiE2Kz\l- • -УЕгЕ2 .. .Еп^1КпУЕ1Е2 ...Еп. (2) 

Функция (2) будет использована для описания искомых функций 

У1Ь 2/12, • • • , У\п, 2/21? 2/22, • • •, У2п> • • • > Ут\, 2/т2> • • •, Ушгс-

Итак, даны т чисел 

а\ = (#Ц#12 • • • ж1п)? • • • ? ат — (#ml^m2 • • • хтп)-

Выберем некоторое г и рассмотрим 2(п - 1) функций 

f(al ^ а ; ) , /(а;- ^ аг), j = 1,2,... , г - 1, г + 1 , . . . , п. 

Каждая из них аналогична функции f(a ^ 6), явный вид которой уже 
установлен. 

Рассмотрим функцию Ff, равную единице лишь на тех наборах зна­
чений исходных переменных, на которых г-е исходное число а должно 
находиться на k-м месте в искомой перестановке чисел. 
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Вначале заметим, что для того чтобы г-е число попало на k-е место, 
должны выполняться два следующих условия: 
— имеется не менее к — 1 чисел, больших или равных аг; 
— имеется не менее га — к — 1 чисел, меньших или равных а ;̂ 

Если выполнены оба условия, то число аг (или равное ему) будет поме­
щено на к-е место. Это означает, что вектор 

v = ( / ( а 1 > at)> f(a2 > 0>i), • • •, / ( % > <Ч)) 

имеет не менее к - 1 ненулевых компонент, а вектор 

™ = (Д аг ^ al)> Даг' > а2), • • , Д<4 ^ 0>m)) 

имеет не менее п - к — 1 ненулевых компонент. 
Пусть S™^\z\, Z2,..., ^m-l) — монотонная симметрическая функ­

ция с порогом к - 1 (т. е. равная единице лишь на наборах, содержащих 
не менее к — 1 единиц), a ^ Z f c - i ^ b - ^ • • • ->zm-l) — монотонная сим­
метрическая функция с порогом га — к — 1. Нетрудно установить, что 

Fhn) = ^ / ( / ( a i £ a,-), f(a2 > a,-),..., / ( a m £ a,-)) 

^ ^ " ^ ( / ( a , - ^ ai),/(<4 > а 2 ) , . . . , / ( а г ^ a m ) ) . 

Функция F^(n) равна единице лишь на тех наборах значений пере­
менных жц,Ж12,. . . ,жштг , на которых число а; находится на fc-м ме­
сте в искомой перестановке, т. е. если набору значений переменных 
Ж1ЪЖ12> • • • ->хтп соответствуют числа a i , a 2 , . . . , a m , то число аг явля­
ется к-м по величине. 

Рассмотрим п функций 

Ук1>Ук2>-->Укп> (3) 

порожденных функцией F^(n), таких, что 

»Л> = Fi(n)kxij, j = 1,2,..., п. 

Функции (3) «переставляют» г-е исходное число на /j-e место. Други­
ми словами, если г-е число на каком-либо наборе входных переменных 
оказалось к-м по величине, то на этом наборе выполняются равенства 

xij = Vkj> 3 = 1,2,..., п. 

Если же на каком-либо наборе г-е число не является к-u по величине, 
то на этом наборе функции y^j, I ^ j ^ /*, равны нулю. 
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Мы установили вид функции F^{n) для произвольного значения г. 
Поэтому у нас имеется т функций 

jf(n),J#(n),...,2U(n). 

Так же, как и выше, рассмотрим «переставляющие» функции 

Vkj = Ff(n)kxlu y2
kj = F^{n)kx2],..^y^ = Fi{n)kxmv 1 < j < n. 

Аналогичные построения проведем для всех возможных значений к. В 
результате получим тп функций вида уг- . 

Нетрудно убедиться, что для любого к имеют место равенства 

rfi v У1 v ... v уй = иьь 
Ук2 V Ук2 V ••• V Ук2 = Ук2, ( 4 ) 

Укп V Укп V ••• V Ук\п = Укп, 

левые части которых дают искомые представления функций 

У1Ь»12?- . - j J/mn. 

Построение схемы и оценка ее глубины 
Напомним структуру представления искомых функций: 

S ( ^ ) — схема, реализую­
щая все функции вида f\Q>i ^ 

S ( 5 t ) — схема, реализующая 
все монотонные симметрические 
функции S j ^ ~ (z\, . . . , 2 m _ i ) И 

^ m _ j t - l ( ^ b " ->zm-l), 

^(y%kj) — с х е м а ДЛЯ y%kj> 
S ( V ) — схема, реализующая 

все функции вида (4). 
Соединение указанных схем 

дает искомую схему. 

В схеме, изображенной на рис. 2, блок А реализует все 2т(т — 1) 
функции вида /(аг ^ cij), f(dj ^ аг) и имеет 2га(га — 1) выходов, которые 
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Рис. 2. «Блочное» описание схемы 
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подаются затем на соответствующие входы блока В. Выходы блока В 
перемножаются попарно (Sl

m_k_1lkSl
k__1), затем умножаются соответ­

ствующим образом на входные переменные. В результате на выходах 
блока С реализуются функции вида уУ:. Блок D соответствующим обра­
зом складывает (логически) эти функции, и на выходах схемы реализу­
ются требуемые функции. 

Опишем строение блоков А, В, С, D и оценим их глубину. 
Блок С реализует набор пар конъюнкций. Глубина блока равна 

двум. 
Блок D. На каждом выходе этого блока реализуется конъюнкция 

длины 77г—1. Глубина блока не больше величины [log2 mj + 1. 
Блок А. Схема, реализующая функцию f(a ^ 6), была построена 

В. М. Храпченко [5]. Глубина этой схемы асимптотически равна log2 n 
(приближается к величине log2 n с ростом п). 

Блок В. В. М. Храпченко показал [6], что любую монотонную сим­
метрическую функцию m переменных можно реализовать схемой, глу­
бина которой асимптотически (с ростом га) не превышает величины 
5,121og2 га. 

Таким образом, глубина схемы, упорядочивающей га чисел разряд­
ности п, не превышает асимптотически (с ростом га и п) величины 
log2 n + 6,12 log2 га. 
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