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ЛОКАЛЬНЫЕ ДОПОЛНЕНИЯ ПРОСТЫХ 
И ОРИЕНТИРОВАННЫХ ГРАФОВ 

Д. Г. Фон-Дер-Флаасс 

Операция локального дополнения графов была введена А. Буше при из­
учении эйлеровых циклов в 4-регулярных графах и графов пересечений 
хорд. В настоящей статье приведен обзор результатов о локальных до­
полнениях графов. Обобщены понятия локального дополнения и локальной 
эквивалентности на случай ориентированных графов. Доказаны аналоги 
результатов, полученных ранее для простых графов. Подтверждена гипо­
теза А. Буше о простых графах, которые изоморфны всем своим локальным 
эквивалентам. 

Понятия локального дополнения и локальной эквивалентности гра­
фов возникли при изучении преобразований эйлеровых циклов в связных 
4-регулярных графах. Эйлеров цикл в таком графе однозначно опреде­
ляется заданием пар транзитов через все вершины графа. Транзит че­
рез вершину — это некоторая пара ребер, инцидентных этой вершине. 
к-Трансформацией эйлерова цикла (или набора транзитов) называется 
замена пары транзитов через некоторую вершину v другой парой так, 
что полученный набор транзитов снова задает эйлеров цикл. Результат 
^-трансформации в каждой вершине определен однозначно. 

А. Коциг доказал [1], что любой эйлеров цикл можно перевести в 
любой другой последовательностью &-трансформаций. 

Эйлеров цикл в 4-регулярном графе G(V,E) можно задать цикли­
ческим словом длины 2\V\ над алфавитом У, в котором каждая буква 
встречается дважды: нужно прочитать, в какой последовательности 
цикл проходит вершины. На этом языке ^-трансформации в вершине v 
соответствует переворачивание любой из двух частей, на которые слово 
разбивается двумя вхождениями буквы v. 

Можно говорить о /^-трансформациях и на языке графов пересе­
чений хорд. Именно, циклическое слово, о котором говорилось выше, 
определяет граф пересечений хорд на множестве вершин V: вершина а 
смежна с вершиной b тогда и только тогда, когда вхождения букв а и 6 
в слово чередуются. ^-Трансформация в г? на этом языке описывается 
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естественно: она состоит в замене графа, индуцированного на множе­
стве вершин, смежных с v, на его дополнение. Описанная операция — 
назовем ее локальным дополнением — осмысленна и для произвольных 
графов, не обязательно являющихся графами пересечений хорд. 

До сих пор количество статей по локальным дополнениям невелико. 
Здесь в первую очередь следует указать работы А. Буше [2-6]. В данной 
статье приводится обзор результатов, полученных А. Буше и автором, а 
также доказательства некоторых новых результатов. Изложение дается 
с новой точки зрения: на основе обобщения локального дополнения на 
случай ориентированных графов. При этом удается доказать многие 
уже известные результаты более просто и унифицированно. 

В § 1 мы даем вспомогательные сведения. В § 2 мы обобщаем по­
нятия локального дополнения и локальной эквивалентности на случай 
орграфов без петель и кратных дуг. Полученные результаты использу­
ются в § 3 при рассмотрении локальных дополнений простых графов. 

§ 1. Обозначения и определения 

В данной работе рассматриваются конечные орграфы без петель и 
кратных дуг. Часто будем отождествлять граф G(V,E) (V — множе­
ство вершин, Е — множество дуг) с его матрицей смежности (gij)ij^v 
над полем GF(2) (g^ = 1 тогда и только тогда, когда (г, j) G Е) и пи­
сать G = (gij)- Неориентированный или простой граф в этих терминах 
есть граф, матрица смежности которого симметрична. 

Будем использовать следующие обозначения: 

n+(v) = {x eX\(v,x)e £ } , n^(v) = {x G X\(x,v)€ £ } , 

где v £ У, X С V. Если X — V — множество всех вершин графа и из 
контекста ясно, о каком графе идет речь, будем писать кратко n~*~(v) и 
n~(v). Если граф G простой, то n~t(v) = riZ(y). В этом случае исполь­
зуем обозначения nx(v) и n(v). В случае простого графа обозначаем 
через n(l\v) множество вершин, находящихся на расстоянии г от v. 

Сначала введем основные понятия локального дополнения и локаль­
ной эквивалентности для простых графов. В § 2 они будут обобщены 
на случай орграфов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Операцией локального дополнения простого 
графа G — (V, Е) в его вершине v называется замена индуцированного 
на окрестности v подграфа его дополнением. Полученный граф обозна­
чается через G * г>, а результат применения к графу G последовательно­
сти локальных дополнений в вершинах v i , . . . , vs — через G*v\...v8. 

Два графа G и Н (на одном и том же множестве вершин) назы­
ваются локально эквивалентными (G ~ Я) , если один из них может 
быть получен из другого последовательностью локальных дополнений. 
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Длина кратчайшей такой последовательности называется расстоянием 
между G и Н и обозначается через d(G,H). 

Локальным дополнением графа G в его ребре е = (u, v) назовем 
граф G * vuv. Будем обозначать его через G * е. Легко проверить, что 
G * vuv = G * uvu7 т. е. данное определение корректно. 

Отметим, что трудно указать какие-либо характеристики графа, 
сохраняющиеся при локальных дополнениях, кроме очевидных (напри­
мер, числа вершин или числа связных компонент). В следующих двух 
определениях мы введем нетривиальные характеристики графа, сохра­
няющиеся при локальных дополнениях. (Здесь и далее мы часто пред­
ставляем подмножества множества вершин V как элементы векторного 
пространства на GF(2) с симметрической разностью множеств в каче­
стве операции сложения.) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Функцией связности орграфа G{V,E) называ­
ется функция conn: V(V) —> N, сопоставляющая каждому подмножеству 
множества вершин ранг множества векторов {^у\ т/(и) I u £ U} или 
(другими словами) ранг минора матрицы смежности графа G, обра­
зованного строками, соответствующими вершинам из С/, и столбцами, 
соответствующими вершинам из V\U. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Нечетной окрестностью множества вершин 
X С V в графе G(V,E) называется множество А(Х) = YjxeXn%ix) 
всех вершин, в которые из X идет нечетное число дуг. Через D\j(G) и 
Dn(G) обозначим семейства подмножеств вида X U А(Х) и X П А(Х) 
соответственно для всех X С V (с учетом кратностей). 

Для простых графов инвариантность функции связности для ло­
кальных дополнений доказана в [3]. Инвариантность семейства D\j(G) 
установлена автором (см. [7]), а инвариантность Dn(G) — А. Буше. 
Ниже (теорема 3.7) мы покажем, что из указанных трех инвариантов 
первые два остаются инвариантами в ориентированном случае. 

§ 2. Локальные дополнения ориентированных графов 

Пусть $7 = { 1 , . . . , п}, и пусть G = (£1,Е) — орграф без петель 
и кратных дуг с множеством вершин ft и множеством дуг Е. Граф G 
отождествляем с его матрицей смежности (д^) над полем GF(2): д^ — 1 
тогда и только тогда, когда (г, j) Е Е, и в этом случае пишем G — (ДО­

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Локальным дополнением графа G — (gij) в вер­
шине v называется граф G' = (ffJ-A матрица смежности которого зада­
ется следующей формулой: 

</.. = / 9ii + 9iv9vi п р и г ^ •?' 
lJ \ 0 при *г = j . 
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Понятия локальной эквивалентности и расстояния, а также соот­
ветствующие обозначения вводятся так же, как в случае неориентиро­
ванного графа. 

Если G — неориентированный граф (т. е. его матрица смежности 
симметрична), то определение 2.1 совпадает с определением 1.1. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Пусть V — n-мерное векторное пространство 
над полем GF(2). Назовем 2-системой над V набор V = (V"i,... ,Vn) 
подпространств V, удовлетворяющих следующим условиям: 
( l ) d i m V - < 2 , 
(2) для любого множества X С fi индексов выполняется неравенство 

dim{Vt\ieX) > \Х\. 
По известной теореме Холла условие (2) эквивалентно следующему 

условию: 
(2')существует базис ( # i , . . . ,жп) пространства V такой, что яг- Е V{ 

при г — 1 , . . . , п. (Любой такой базис будем называть базой % сис­
темы V.) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.3. Локальной заменой базы В = (&i,... ,6n) в V2-
называется база В1 — (Ь[,... , Уп) 2-системы V = (Vi , . . . , Vn), если bj = 
b'j при j ф i и bi ф b[. 

Так же, как в определениях 1.1 и 2.1, используем обозначение В1 = 
В * г. Если dim V{ = 1, то полатем В * г = В. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.4. Пусть заданы орграф G = {gij) и некоторый 
базис В — (&i,... , 6n) тг-мерного векторного пространства У над полем 
GF(2). Определим 2-систему V(G,B) = (Vj , . . . , Vn) над V следующим 
образом: 

Vi = (bu9iibi + ... + дгпЬп) 
при всех г = 1 , . . . , п. При этом Z? будет базой V(G, Б) . 

Следующая теорема показывает, что понятия локального дополне­
ния для орграфов и локальной замены для 2-систем эквивалентны. 

Теорема 2.1. Пусть V = (Vi, . . . ,Vn) — 2-система яад V и В = 
(&!,... ,Ъп) — некоторая ее база. 
(а) Существует единственный орграф G = (flfy')> для которого выполня­

ется равенство V = V(G, В). (Обозначаем такой граф как G(V, В).) 
(б) Для каждого к 6 fi база В1 — В * к однозначно определена. 
(в) Если В' = В*к,то G(V, Я') = G(V, Б) * Л. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (а) Для каждого индекса г определим (тг—1)-мер-
ное подпространство V? = (b{ \ j ф г) и вектор q £ У{ П V^ следующим 
образом: 

сг = 0, если dim V%; = 1, 
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с,- — единственный ненулевой вектор в V{ П V{, если dim VJ = 2. 
В последнем случае имеем dim V{ П V{ = 1. Поэтому вектор С{ действи­
тельно определяется однозначно. 

Поскольку Vi = (6г, с,) и векторы &i,... , bn образуют базис, матрица 
(орграф) G = (gij) такая, что G(&i,... , bny = ( c i , . . . , cn) , однозначно 
определена и удовлетворяет условию V = V(G,2?). Кроме того, ввиду 
выбора элементов с,- она имеет нулевую главную диагональ. 

Если Н — некоторый орграф, удовлетворяющий приведенным усло­
виям и # (&! , . . . , bn)T = ( x i , . . . , хпу', то легко видеть, что при всяком i 
имеем Х{ Е V и хг = 0, если и только если dimVj; = 1. Таким образом, 
Х{ = Ci и Н = G. Утверждение (а) доказано. 

(б) Достаточно заметить, что вектор Ь'к должен лежать в Vjt\VjJ = 

(в) Пусть теперь В1 = Б * /г. Тогда Ь|- = 6,- при i ф к я bf
k = bk + ck = 

bk + 9klh + - - • + 9knbn- Разложим q по базису В': 

Ci = ft'l^l + • • • + 5,-nbn = fti^i + . . . + gik(bk + ck) + ... + ginbn + gikck 

= (9il + 9ik9kl)bi + •.. + (9in + 9ik9kn)b'n' 

Здесь использовано равенство gkk = 0. 
Таким образом, элементы матрицы GF(V,i?') с точностью до нулей 

на главной диагонали таковы, как требуется в определении 2.1. Утвер­
ждение (в) доказано. 

Теорема 2.1 доказана. 
Из теоремы 2.1 вытекает, в частности, что для любой 2-системы 

V множество орграфов G{V,B) состоит из нескольких классов локаль­
ной эквивалентности. Следующая теорема показывает, что ситуация в 
действительности еще лучше. 

Теорема 2.2. Все базы 2-системы локально эквивалентны. Любая 
база n-мерной 2-системы может быть преобразована в любую другую 
базу той же системы последовательностью не более чем 2п—1 локальных 
замен. Ровно 2п — 1 замен требуются только для баз В = (т>ь г>2> • • • , vn) 
я В' = (г;2, г;з,... , vn, v\) 2-системы 

V = « V i , V2>, (V2, V3), . . . , (lvnj VI» . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ любых двух баз В = ( 6 Ь . . . ,6П) и В1 -
(6'1? . . . ,6'п) 2-системы V = (Vi, V2, . . . , Vn) определим множество ин­
дексов D(B,B') = { t | l < i < n,bi ф b[}. Пусть X = (* i , . . . ,*«), 
Y = (УЬ- • • >Уп) — Две различные базы 2-системы V и D = D(X,Y). 
Покажем, что найдутся непустое подмножество С С JD, |С| = Л, и по­
следовательность его элементов c i , . . . , C2fc-1 такие, что для баз X и 
У' = Y * ci...C2Jb_i выполняется равенство £ (Х ,У ' ) = D\C, из ко­
торого сразу следует первое утверждение теоремы. Без ограничения 
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общности предположим, что D = { 1 , . . . ,</}. Разложим векторы базы 
X по базису У: 

А 

Имеем 

А1 * 

и aij = <5г̂  при г > с/. Здесь через In-d обозначена единичная матрица 
порядка га — d. Матрица /1 над полем GF(2) и ее (d x cQ-подматрица А1 

не вырождены. 
На множестве вершин { 1 , . . . , d} рассмотрим орграф (возможно, с 

петлями), матрицей смежности которого является А!. Так как матри­
ца А1 не вырождена, этот граф содержит ориентированные замкнутые 
маршруты. Пусть 

1—• 2 - » . . . - » fc -> 1 — кратчайший замкнутый маршрут в А'. 
Тогда 

где каждый вектор у^ есть линейная комбинация векторов Ук+г, • • • > 2/п-
Теперь легко видеть, что последовательность локальных замен в 

2 , . . . , к переводит 
базу У в базу У" = (уь2/2 + *2, • • • ,9* + я ь й ь + ъ - - - >Уп), 

а затем последовательность 1 , . . . , & переводит 
базу У" в базу У = (а? ь . . . ,жь0*+ъ-•• >Уп). 

Итак, первое утверждение теоремы доказано — мы можем переве­
сти любую базу в любую другую за несколько шагов указанного вида, 
уменьшая с каждым шагом число различий между базами. Очевидно 
также, что если мы проделаем более одного шага, то общее число ло­
кальных замен будет меньше 2га — 1. Единственная ситуация, в которой 
нам потребуется ровно 2га — 1 локальных замен, возникает, если постро­
енный выше вспомогательный орграф есть ориентированный га-цикл. 
Нетрудно также убедиться, что в этой ситуации мы никак не сможем 
обойтись меньшим числом локальных замен. Теорема 2.2 доказана. 

Следствие 2.1. Есля матрица G(V,2?) симметрична для некото­
рой базы В 2-системы V, то она симметрична, для любой базы V. 

Неизвестно, имеется ли прямое доказательство следствия 2.1. 
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Пусть G и Я — два орграфа на одном и том же множестве вершин. 
Из теоремы 2.2 следует, что они локально эквивалентны тогда и только 
тогда, когда найдутся 2-система V и две ее базы В ж В' такие, что 
G — G{V,B) и Н = G(V,J9'). Это соображение позволяет получить 
следующий алгебраический критерий локальной эквивалентности для 
орграфов. 

Теорема 2.3. Орграфы G = (gij) и Н = (h{j) яа множестве вершин 
ft локально эквивалентны тогда и только тогда, когда в поле GF(2) раз­
решима следующая система из п2 уравнений с Зп неизвестными аг-, 6г-, ег-
(г G ft): 

п 
aibi + ei ^2 ekSikflki = 1 при г G ft, 

" = 1 n (1) 
aihij + bjgij + ] T ekgikhki = 0 при i ф j , ij G ft. 

k=l 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V — стандартное n-мерное векторное 
пространство строк над GF(2), В = {х\,... ,vn) — его стандартный 
базис (т. е. vt: = (0 . . . 010 . . . 0); г-я координата — единица). Определим 
2-систему V = V(G,B) = ( У ь . . , ,Vn). Имеем V{ = {v^g-), ГДе 9i ~ *-* 
строка матрицы G. 

Пусть Б ' = (ж1, . . . , жп) — некоторая другая база системы V и X — 
матрица перехода от В к В1. Поскольку каждый вектор Х{ принадлежит 
VJ, его можно записать в виде ег#г + агг;г- для некоторых ег-,аг- G GF(2). 
Положим / # = diag(ei, . . . , en), IA = diag(ai , . . . , an). Тогда X = IEG+ 

Предположим, что Н = G{V,B'). Это условие можно переформули­
ровать следующим образом: 

(*) для любого i каждая из вектор-строк V{, hi, Vj + hi представляет 
собой координаты некоторого элемента из V{ в базисе (х{). 

Рассмотрим матрицу перехода от В' к В: 

у - х - ' - ( у : ) . 
\Уп/ 

Как и ранее, каждую строку j / 2 можно представить в виде ej/i,- + 6,-i7| для 
некоторых e'^bi GGF(2). Пусть 

IBi = diag(ei, . . . ,е,Д IB = diag(fcb... ,&„)• 
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Тогда У = I&R + 1в- Если е, = 0 при некотором г, то жг = г?г-, и мы 
можем положить е'г• = 0, и наоборот. Поэтому можно считать, что при 
всех г выполняется равенство е|- = ег. Итак, мы имеем Зтг элементов е,-, 
аг- и 6г поля GF(2), для которых выполняется матричное равенство 

(**) (IEG + 1А)(1ЕН + 1В) = 1. 
Условие (*) можно переписать эквивалентным образом так: 
(*;) для любого г каждая из вектор-строк V{, hi, г>г + Лг совпадает 

с одной из строк VJY, g{Y, (v,- + ^ ) У . 
Для г таких, что ег = 1, условие (*') следует из (**); в этом случае 

VjY = ft,- или г;,-У = v± -f /4 (в зависимости от значения Ьг), 
»̂ = 9%¥ и л и vi = (vt + 9iW (B зависимости от значения а,-). 

Для г таких, что ег = 0, имеем аг = Ьг: = 1 и г;,-У = г;,-. Поэтому для 
выполнения условия (*;) необходимо и достаточно, чтобы все (кроме, 
возможно, г-й) координаты строк #гУ и /гг совпадали. 

Итак, если ег- = 0, то при каждом j (j ф г) выполняется равенство 

X I 9ik(ekhkj + bkVkj) = hij. 
kett 

Поскольку о, = 1 и Vfy = 0 при к ф j , это равенство можно переписать 
в виде 

dihij + bjgij + Y^ek9ikhkj = 0. 
k 

Для пар г, j (г / j ) , для которых ег- = 1, такое же равенство дока­
зывается простым вычислением (z,j)-ro элемента матрицы в (**). 

Вычисление (г,г)-го элемента в (**) приводит к равенству 

a>ibi + ei^ekgikhki = 1. 
к 

Тем самым достаточность условий теоремы доказана. 
Те же рассуждения, проведенные в обратном порядке, показывают, 

что если а,-, 6,-, е; образуют решение системы, то векторы жг = ег^г + «г^г 
образуют базу 2-системы V и G(V,(ar,-)) = Я . Теорема 2.3 доказана. 

При изучении локальных дополнений простых графов оказалось по­
лезным введенное в [7] понятие помеченного графа. Его применения мы 
продемонстрируем в § 3. Здесь мы дадим обобщение этого понятия на 
случай орграфов и покажем его связь с 2-системами и теоремой 2.3. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.5. Помеченным графом называется пара (G,//), 
состоящая из графа G(V,E) = (gij) и помечающей функции fi: V —> 
{0,1,2}. Мы пишем (G,i), если f.i(v) = i при всех v £ V. Введем так­
же обозначение V^t) = {г; £ V\fi(v) — г}. При локальном дополнении 
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помеченного графа {G,ii) в вершине v его рёбра изменяются как у не­
помеченного графа. Метки вершин изменяются так: 

О -> 1, 1 -+ 0, 2 —> 2 у вершины v; 
О—•(), 1-+2, 2 — • l y вершины w, если gvw = gwv — 1; 

у остальных вершин метки не изменяются. 
Для мотивации этого определения рассмотрим произвольную 2-сис-

тему V = (Vi, • • • ? Vn) и две ее базы В = (Ь\,... , Ьп) и 6' = (6^, . . . , Уп). 
Определим функцию JIQ QI отклонения В' от В: 

VB,B'(*) 

( О, если 6̂  = 6,-, 
1, если ь; ^ v;' и б; Ф &,-, 

I 2, если b; G Д(, 

где У/ = (bj\j Ф г). Нетрудно проверить, что при локальной замене 
базы В в V{ новая функция /J>B*i,B' получается из старой в соответствии 
с определением 2.5, если в качестве графа G взять граф G(V, В). 

Таким образом, пусть имеются два локально эквивалентных поме­
ченных орграфа (G,0) (все метки равны нулю) и (# , / / ) . Тогда любая 
последовательность локальных дополнений графа (Я, /г), при которой 
все метки заменяются нулевыми метками, переводит его в (G,0). Как 
найти такую последовательность по графу (Я,/i), подсказывает доказа­
тельство теоремы 2.2. 

Замена всех меток нулевыми метками может быть осуществлена за 
несколько шагов следующего вида. 
— Если есть вершина с меткой 1, то проводим локальное дополнение 

в этой вершине (в любой, если их несколько); метка этой вершины 
заменяется нулевой меткой. 

— Если вершины с меткой 1 нет, то найдется индуцированный орцикл 
# 1 , . . . , #£, в с е вершины которого имеют метку 2 (в случае простого 
графа это будет ребро). Проводим последовательность локальных 
дополнений в a*i,... ,#£, # i , . . . >£fc-l> ч т о обратит в нуль метки 
всех вершин цикла. 

После каждого шага количество нулевых меток возрастает. Когда Н — 
простой граф, на каждом шаге либо проводится одно локальное допол­
нение и исчезает одна ненулевая метка, либо за три локальных дополне­
ния исчезают две ненулевые метки. Поэтому расстояние между двумя 
локально эквивалентными простыми графами на п вершинах не может 
превосходить Згг/2. В следующем параграфе будет дано уточнение этой 
оценки. Мы укажем также связь между помеченными графами и теоре­
мой 2.3. 

Пусть графы G и Н локально эквивалентны и (аг-, 6г, ег) — какое-ли­
бо решение системы (1). Тогда мы можем определить помечающие 
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функции \1ЖУ такие, что (G,0) ~ (H,fi) и (G,v) ~ (Я, 0). Действитель­
но, если В к В* — базы некоторой 2-системы V такие, что G = G(V, В) и 
Н — G(V,Bf), то /i = fi(B^B) и v — IL(B,B') суть требуемые функции. 
Зная решение системы, их можно найти по формуле 

{ 0, если е,: = 1, а,- = 0, 
1, если е,- = 1, а,- = 1, (2) 

2, если et- = 0, аг- = 1, 
и аналогичной формуле, в которой вместо а; стоит 6j, для / i (5 ' , В). 

§ 3. Локальные дополнения простых графов 

Покажем, как введенные в §2 понятия используются в теории ло­
кальных дополнений простых графов. Все графы в этом параграфе 
считаются неориентированными, если явно не оговорено противное. 

А. Буше сформулировал в [3] несколько вопросов и предположений 
о локальных дополнениях графов. Эти вопросы оказались полезными 
для развития теории. В процессе работы над ними была найдены мощ­
ные методы изучения локальных дополнений. Приведем список этих 
гипотез. 

Гипотеза 1. Локально эквивалентные деревья изоморфны. 
Гипотеза 2. Графы, локально эквивалентные циклу длины не ме­

нее пяти, гамильтоновы. 
Гипотеза 3. Расстояние между двумя связными локально эквива­

лентными графами на п вершинах не превосходит п + 1. 
Гипотеза 4. Локально эквивалентные двудольные графы можно 

перевести друг в друга цепочкой локальных дополнений в ребрах. 
Гипотеза 5. Граф является графом пересечений хорд тогда и толь­

ко тогда, когда ни один локально эквивалентный ему граф не име­
ет индуцированных подграфов, изоморфных графам, изображенным на 
рис. 1. 

Рис. 1. Запрещенные миноры для графов хорд 
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Гипотеза 6. Графы с одинаковой функцией связности локально 
эквивалентны. 

Гипотеза 7. Если граф локально эквивалентен своему дополнению, 
то он самодополнительный. 

Гипотеза 8. Число существенно различных способов перевода связ­
ного графа в локально эквивалентный цепочкой локальных дополнений 
равно 2П или 2П + 2 для некоторого n ^ 0. 

Гипотеза 9. Если связный граф изоморфен всем графам, локально 
эквивалентным ему, то он имеет не более двух вершин. 

К настоящему времени все эти вопросы решены. Утверждения ги­
потез 1 и 2 доказаны в [7] (первое утверждение независимо доказано в 
[5]). Гипотеза 3 опровергнута, а гипотеза 4 подтверждена в [8]. Гипо­
теза 5 подтверждена А. Буше в [2], а гипотеза 8 — им же в [6]. 

Ниже мы приведем контрпримеры к гипотезам 6 и 7, установим 
справедливость гипотезы 9 и докажем уточнения к гипотезам 7 и 8. 

Сначала рассмотрим аналоги теоремы 2.3 и определения 2.5 в слу­
чае неориентированных графов. Понятие помеченного графа в случае 
неориентированных графов впервые введено в работе [7]. Оно возникло 
в связи с одним инвариантом графов — частным случаем инварианта 
DU(G). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Вершины и и v графа G называются подобны­
ми, если {u,v} £ D\j(G). 

Легко показать, что подобие является отношением эквивалентно­
сти, и класс эквивалентности, содержащий более одной вершины, может 
быть лишь одним из следующих типов: 
ТИП 0 — вершина {центр класса) и смежные с ней висячие вершины, 
тяя 1 — полный граф, 
тяя 2 — независимое множество. 
Все вершины класса С типа 1 или 2 соединены с одним и тем же множе­
ством вершин вне С. При локальном дополнении в (не висячей) верши­
не v типы классов изменяются следующим образом (ср. определение 2.5): 

класс, содержащий v: 0 —> 1, 1 -+ 0, 2 —> 2; 
класс, смежный с v: 0 -» 0, 1 -» 2, 2 —» 1; 
у остальных классов типы не меняются. 

В следующей теореме, доказанной в [7], перечислены основные свой­
ства локальных дополнений помеченных графов. Отметим, что обычно 
этих свойств оказывается достаточно. 

Теорема 3.1. Пусть графы G, Н я помечающая функция f.i таковы, 
чго(<?,0)~ (Я , /Х) . Тогда 
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(а) любая вершина из У2(^) смежна в Н с некоторой вершиной из V\(v)\J 

(б) если Vi(fi) = V2(fi) = 0,то Н = G, 
(в) если Vo(n) = Vi(fi) = 0 , то количество вершин графа, четно] 
(г) есля Vb(^) = V2(/x) = 0 , то все степени вершин графа G четны; 
(д) есля ii{v) = 0, то G - {v} ~ Н - {г;}, есля fi(v) = 1, то G - {г;} ~ 

Я * г; - {v}, есля /x(v) = 2, то G - {v} ~ Н * wv - {v} для любой 
вершины w, смежной в Н с v. 

Алгебраический критерий локальной эквивалентности простых гра­
фов, эквивалентный системе (1), впервые был установлен А. Буше в [6]. 
Там же подробно изучены свойства решений системы. Сформулируем 
в виде теоремы полученные в [6] результаты. 

Теорема 3.2. Пусть G = (gij), Н = (h{j) — два связных локаль­
но эквивалентных графа, S — система уравнений (1), записанная для 
пары графов (G,G), и S' — такая же система для пары графов (G,H). 
Справедливы следующие утверждения. 
(а) Число решений системы S* такое же, как у системы S. Более того, 

существует линейное преобразование пространства строк (е;, аг-, Ь{), 
переводящее решения системы S в решения системы S'. 

(б) Для любого решения (ег, аг, Ьг) системы S либо а,{ = Ьг- яря всех г 
(регулярное решение), либо аг ф Ь{ при всех г (сингулярное реше­
ние). 

(в) Регулярные решения образуют аффинное подпространство в про­
странстве R решений линейной части системы S. Если dim R > 4, 
то коразмерность этого подпространства не более двух. 

(Г) Есля сингулярные решения существуют, то их ровно два, и они по­
лучаются друг из друга варьированием значений всех переменных 

Из утверждений (а) и (в) теоремы 3.2 можно извлечь полиномиаль­
ный алгоритм распознавания локальной эквивалентности двух графов. 
Действительно, за полиномиальное время можно найти базис множества 
решений линейной части системы (1). Из утверждения (в) следует, что 
либо этот базис мал (и можно проверить все элементы пространства 
решений), либо решения всей системы содержат подпространство ко­
размерности 2 в пространстве решений линейной части (и достаточно 
проверить все линейные комбинации не более чем из двух элементов 
базиса). 

3 .1 . Гипотезы 1—5. Понятия класса и его типа сыграли ключевую 
роль при подтверждении гипотезы 1 в работе [7]. В действительности 
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в [7] установлено утверждение более сильное, чем сформулировано в 
гипотезе 1. Именно, в [7] доказана 

Теорема 3-3. Пусть T(V,E) — дерево и G ~ Т. Тогда найдется 
перестановка вершин f:V—>V такая, что / (Г ) есть остовный подграф 
в G и каждая висячая вершина v дерева Т подобна вершине f(v). 

В работе [7] подтверждена также гипотеза 2, при этом доказатель­
ство проведено на основе утверждений теоремы 3.1. 

Рассмотрим вопрос о расстоянии между локально эквивалентны­
ми связными графами. Как было показано в конце § 2, это расстоя­
ние не превосходит Зтг/2. Эта оценка завышена. Однако и гипотеза 3, 
высказанная А. Буше, оказалась неверной. В теореме 1 [8] показано, 
что расстояние между двумя связными n-вершинными локально экви­
валентными графами не превосходит величины max{7i + l ,10n/9}. В 
[8] приведены также примеры графов, на которых эта оценка достига­
ется. Основным инструментом доказательства послужили помеченные 
графы. 

Сформулируем теперь теорему, доказанную в [8], из которой легко 
следует справедливость гипотезы 4. 

Теорема 3.4. Если графы G и Н локально эквивалентны, то су­
ществует последовательность 

e i , . . - ,ek,zi,... ,2 / ,ед .+1, . . . ,es 

ребер е\,... , es и вершин z\,... ,z\ такая, что 

Н = G*ei...ek,zi . . . -г /е* + 1 . . . е 5 , 

причем вершины z\,... , z\ попарно не смежны в графе G * е\ . . . ек. 

Гипотеза 5 подтверждена А. Буше в работе [2]. 

3.2. Применение алгебраического критерия локальной эк­
вивалентности. Гипотеза 8 в ее первоначальной формулировке была 
подтверждена А. Буше в [6]. Утверждение непосредственно следует из 
утверждений (в) и (г) теоремы 3.2. Однако, привлекая теорию групп, 
можно получить более точный результат. 

Теорема 3.5. Число решений системы (1) для неориентированных 
связных графов G и Н равно 0, 3, 6 или 2к для некоторого k ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме 3.2 достаточно рассмотреть случай 
Н = G. Пусть V — 7г-мерное векторное пространство над полем GF(2) 
и В = (b i , . . . ,bn) — некоторый его базис. Построим 2-систему V = 
V(G,B). 
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Каждому решению системы (1) для пары (G,G) соответствует ба­
за С = ( c i , . . . ,сп) 2-системы V такая, что G(V,G) = G. Линейное 
преобразование <р: V —• У, переводящее каждый вектор Ьг в вектор q , 
оказывается при этом автоморфизмом 2-системы V, т. е., <р переводит 
каждое подпространство Уг в себя. Наоборот, образ базы В под дей­
ствием любого автоморфизма 2-системы V является такой базой. 

Итак, каждому решению (ej,a,-,bj) системы (1) взаимно однозначно 
соответствует некоторый элемент х группы A =Aut V. При этом реше­
нию (е,-, 6г-, аг) соответствует элемент х - 1 . Значит, регулярные решения 
соответствуют элементам порядка 2, а два сингулярных решения (если 
они есть) соответствуют паре взаимно обратных элементов. 

Таким образом, в группе А имеется не более двух неединичных эле­
ментов, которые имеют порядок, отличный от 2. Значит, группа А 
является либо элементарной абелевой группой порядка 2 , либо одной 
из следующих групп: Z% (порядка 3), £з (порядка 6), D% (порядка 8). 
Теорема 3.5 доказана. 

При более точных рассуждениях можно отбросить вариант А = Ds-, 
однако это не существенно для доказательства теоремы. 

Все указанные в теореме 3.5 возможности реализуются. Так, для 
5-колеса (первый граф на рис. 1) число решений равно 3; для графа 
Кп,п — пК\,1 ПРИ нечетном п ^ 3 (полный двудольный граф без паро-
сочетания) число решений равно шести. 

В качестве демонстрации применения теоремы 2.3 найдем условия, 
при выполнении которых граф является локально эквивалентным свое­
му дополнению. Одновременно будет опровергнута гипотеза 7. 

Назовем граф сильно регулярным по модулю s с параметрами (и, к, 
A,/i), если по модулю s число его вершин сравнимо с г;, степень каждой 
вершины — с &, число общих соседей у любой пары смежных вершин — 
с А и число общих соседей у любой пары несмежных вершин — с /х. 

Теорема 3.6. Граф G локально эквивалентен своему дополнению 
G тогда и только тогда, когда он сильно_регулярен по модулю 2 с па­
раметрами (1,0,0,1). При этом (G, 1) ^ (G, 0). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G = (<jr,-j), Я -~G - (hij) и G ~ Н. Тогда 
при всех г (г ф j) имеем g±j + hij = 1, gijhij = 0. Предположим, что ег-, 
агч Ь« — решение системы (1). Из уравнения 

п 

аА + ег Yl 49ikhki = 1 
k=l 

получаем, что агЬг- = 1, т. е. аг- = 6г- = 1 при всех г. 
Пусть X — {г | ег- = 1} и G\ = G\x — подграф, индуцированный на 

множестве X. Определив помечающие функции ц и v по формуле (2), 
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мы видим, что ^(г) = u(i) = 1 при г е_Х и //(г) = v{i) = 0 при г £ X. 
Поэтому ( G b l ) - ( G b 0 ) и ( G b 0 ) - ( G b l ) . 

Рассмотрим ограничения, которым должен удовлетворять граф Gi, 
при которых система (1) имеет решения. Пусть i ф j e X. Уравнение 

п 
aihij + bjgij = ^ ekgikhkj = 0 

Jb=l 
переписывается в виде 

fcGX 
или, так как j G X , 

«J + £ &* + £ 0i*0*i= L (3) 
kex kex 

Записав такое же уравнение для пары (г, j ) , получим, что справедливо 
равенство 

kex кех 
и S ЛА; ~ S ffjfc — четности степеней всех вершин графа G\ — 

кех кех 
совпадают. Пусть эта четность равна s\ и N — |X|(mod2). Просум­
мировав уравнения (3), записанные для фиксированного i G X и всех 
j £ X — {г}, получим 

JGX-{I} кех кех jex-{i} 

s + (N + l)s + s(s+l) = N + lJ 

Ns + N = l, N(s+ 1) = 1, N = l, s = 0. 

Таким образом, \Х\ нечетно, степень каждой вершины в G\ четна. 
Теперь из уравнения (3) видно, что в G\ смежные вершины имеют чет­
ное, а несмежные — нечетное число общих соседей, т. е. G\ — сильно 
регулярный по модулю 2 граф с параметрами (1,0,0,1). 

Осталось доказать, что X — У, т. е. ег• — 1 при всех г. 
Пусть ег = 0. Просуммировав уравнения (3), записанные для всех 

пар (г, j ) , j G X, получим 

J2 9v + ̂  £ *̂ + £ g*k H gkJ= *̂ 
jex kex kex jex 
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Но так как N = 1 и ^ gj~j = s = О при H I , сумма в левой части 
iex 

равна нулю; противоречие. 
Мы доказали необходимость условия теоремы. Далее если граф G 

сильно регулярен по модулю 2 с указанными параметрами, то легко 
проверить, что аг = Ьг- = ег = 1 есть решение системы (1), записанной 
для графов G и G. Теорема 3.6 доказана. 

Пример графа, сильно регулярного по мо-
К~ \ дулю 2 с параметрами (1, 0, 0, 1), изобра-

\ \ \ жен на рис. 2. Этот пример опровергает 
\ /Г * \ \ гипотезу 7. 

Рис. 2. Граф, локально эквивалентный сво­
ему дополнению 

3.3. Инварианты локальных дополнений. В этом пункте мы 
построим контрпример к гипотезе 6. Сначала покажем, как инвариан­
ты, введенные в определении 1.3, связаны друг с другом и с функцией 
связности. 

Теорема 3.7. 1. Функция связности орграфа, инвариантна, при ло­
кальных дополнениях. 

2. Функции связности двух орграфов G и Н совпадают тогда и только 
тогда, когда совпадают семейства D\j(G) и D\j(H). 

3. Если степени всех вершин простых графов G и Н нечетны и семей­
ства D\j(G) и D\j(H) совпадают, то и семейства Dn(G) и Df\{H) 
совпадают. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Пусть X С V(G). Выясним, что происходит 
при локальных дополнениях с матрицей смежности множеств X и V\X. 
Заметим, что при локальном дополнении в вершине v & X к некоторым 
строкам матрицы смежности прибавляется ее строка с номером г>, а 
при локальном дополнении в вершине из V\X то же самое происходит 
с ее столбцами. В любом случае ранг матрицы смежности не меняется. 
Утверждение 1 доказано. 

2. Пусть \Х\ = х и сопп(Х) = г. Тогда ровно 2Х~Г линейных ком­
бинаций векторов gi (i G X) имеют нулевые j-e координаты при всех 
j $ X. Таким образом, зная функцию conn, мы для каждого U CV мо­
жем определить количество таких множеств X CV, что ХиА(Х) С U. 
Теперь с помощью обращения Мёбиуса однозначно находится семейство 
D\j(G). Утверждение 2 доказано. В частности, мы показали, что семей­
ство D\j(G) инвариантно относительно локальных дополнений. 
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3. Достаточно заметить, что если в простом графе степени всех 
вершин нечетные, то выполняется равенство А(Х) = Д(Х). Тогда для 
любого X CV имеем X П Д(Х) = X U А(Х). Теорема 3.7 доказана. 

Заметим, что семейство Dn(G), вообще говоря, не инвариантно при 
локальных дополнениях произвольных орграфов. 

Приведем пример двух не локально эквивалентных простых графов 
G и Н с нечетными степенями вершин, для которых Du(G) = D\j(H). 
Тем самым мы покажем, что ни один из указанных инвариантов не 
может служить критерием локальной эквивалентности. 

D D 

Рис. 3. Не локально эквивалентные графы с совпадающей функцией связности 

На рис. 3 изображены два графа Петерсена на одном и том же множе­
стве вершин, удовлетворяющих этим условиям. Убедимся, что они не 
локально эквивалентны. Пусть, напротив, найдется помечающая функ­
ция fj, такая, что (G,0) ~ (# , / / ) . Имеем {а, 6, d} £ D\j(G\{D}). Лег­
ко убедиться, что это множество не принадлежит ни D\j(H\{D}), ни 
D\j(H * dD\{D}). Тогда по теореме 3.1(д) должно выполняться ра­
венство fi(D) = 1. Поскольку граф Петерсена вершинно симметричен, 
имеем fi = 1, что противоречит теореме 3.1 (г). Здесь мы не проводим 
проверку равенства D\j{G) = D\j(H). 

3.4. Графы, изоморфные своим локальным эквивалентам. 
Доказательство сформулированной ниже теоремы отличается по сти­
лю от изложенного ранее в данной статье. При доказательстве не ис­
пользуются приведенные выше результаты и понятия, за исключением 
определения локального дополнения. 

Теорема 3.8. Если связный граф изоморфен всем графам, локаль­
но эквивалентным ему, то он имеет не более двух вершин. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G = (V,E) — минимальный контрпри­
мер к теореме. Докажем последовательность утверждений, приводящую 
к противоречию. 

Предложение 3.1. В G нет подобных вершин. 

Действительно, в противном случае, стягивая классы подобных вер­
шин, мы получим меньший граф, удовлетворяющий условию теоремы. 
Но легко проверить, что среди графов, имеющих один или два класса 
подобных вершин, контрпримеров к теореме нет. 

Предложение 3.2. Степени всех вершин графя G сравнимы с 
нулем или единицей по модулю 4. 

Пусть d = \riQ(V)\ — степень вершины уже — \E(TIQ(V))\. Так как 
в графе G столько же ребер, сколько H B G * D , заключаем, что число 
е — d(d — l ) /4 целое. 

Предложение 3.3. Степени всех вершин графа G нечетны. 

Действительно, пусть X и У — множества соответственно четных и 
нечетных вершин графа G. Локальное дополнение в нечетной вершине 
не меняет четности вершин; локальное дополнение в четной вершине 
меняет четность всех смежных с нею вершин. Поэтому каждая четная 
вершина смежна с одинаковым числом четных и нечетных вершин. 

Ясно, что граф, индуцированный на У, удовлетворяет условию те­
оремы. Поэтому если X ф 0 , то У есть объединение изолированных 
вершин и отдельных ребер. 

Выберем пару смежных вершин u E X ЖУ EY так, что п(и)Пп(у) С 
X (это можно сделать, так как \n(v) П Y\ ^ 1 для всякой вершины из 
У). Пусть 

a = \(n(u)\n(v)) П У|, b= \(n(u)\n(v)) П Х|, с = \n(u) П n(v)|, 

d = \(n(v)\n(u)) П X|, e = \(n(v)\n(u)) П Y\. 
В силу предложения 3.2 имеем c+d+e+1 = l(mod4) (степень вершины v 
в G). Рассматривая окрестность четной вершины и, получаем a + 1 = 
b + с. В графе G * и вершина v четна, поэтому 6 + е = а + ^ + 1 и 
с + d = е. Но е ^ 1, следовательно, c + d + e + l^3жc = d = e = 0. 
Таким образом, n(v) = {и} ж вершины ti, v подобны, что противоречит 
предложению 3.1. 

Предложение 3.4. В графе, индуцированном на окрестности лю­
бой вершины, все степени четные. 

Действительно, пусть u, v — пара смежных вершин. Определим 
множества вершин В = n(u) П n(v), A = n(u)\(B U {г>}), С = n(v)\(B U 
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{и}). Пусть a = \А\, Ь = |Б | , с = \С\. Из предложения 3.3 следует, что 
числа a + 6 и b + с четные. Следовательно, а, 6, с имеют одинаковую 
четность. Рассмотрим граф G1 = G*uvu. Нетрудно проверить, что при 
такой операции двудольные графы, связывающие Л с В, В с С и С с 
А, заменяются их дополнениями, а число остальных ребер не меняется. 
Поскольку G = G', количество ребер в них одинаково. Значит, ab + bc + 
ca — четное число, и а, 6, с четны. Но b есть степень вершины v в n(w). 

Предложение 3.5. Количество общих соседей для любых двух 
вершин, находящихся на расстоянии 2, нечетно. 

Действительно, пусть м, г? несмежные и х £ п(и)Пп(у). Рассмотрим 
граф G1 = (? * v. Имеем TIQ/(U) = тг(м), п^/(ж) = п(ж)Д(гг(г;)\{х}). 
Поэтому 

riQt(x) П TIQI(U) = (п(х) П n(w))A(n(u) П п(гл)\{х}). 

Из предложения 3.4 и соотношения G = G1 следует, что \п(х) П п(гг)| и 
| ^ / ( ж ) П ri^/(w)| четны. Но тогда число \n(v) П тг(гл)| — 1 четно, что и 
требовалось доказать. 

Следующее утверждение основное для всего доказательства. 

Предложение 3.6. Есля я, у G n(2\v) и ж, у соединены путем в 
G\n(v), то п(х) П п(г;) = тг(у) П гг(г;). 

Докажем это индукцией по длине кратчайшего пути в G\n(v), со­
единяющего х ж у. 

Пусть х ж у смежны. Рассмотрим граф G' — G * у. Имеем 

riQt(v) П 71Q/(X) = (n(v) П п(ж))Д(п(г;) П тг(у)\{ж}) 
= (n(v) П гс(ж))Д(п(г;) П п(у)). 

Из предложения 3.5 следует, что число \TIQ/(V) П гс<7'(ж)1 четно как раз­
мер симметрической разности двух нечетных множеств. Но тогда по 
предложению 3.5 оно должно быть равно нулю: UQI{V) П riQi{x) = 0 и 
п(ж) П п(г>) = п(у) П n(v). 

Пусть х = #о> # ь . . . , ж/ = у — кратчайшая цепь, соединяющая х и 
у в G\n(v). Если £i G n(2)(v), то предположение индукции применяем 
к парам х,х\ и х\,у. В противном случае в графе G * х\ вершины х и 
у соединены цепью а?о,Ж2,... 'ж* меньшей длины, а их соседи в n(v) те 
же, что и в графе G. 

Теперь завершим доказательство теоремы. Ввиду предложения 3.6 
для любой вершины v граф G\d(v) распадается на связные компоненты 
C i , . . . , С/, причем все вершины из Сг П тг(2)(г>) смежны с одним и тем 
же подмножеством в n(v). В частности, conn(Cj) = 1. 
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Рассмотрим семейство С С V(V) множеств X С У, для которых 
conn (С{) — 1. Ясно, что все 1-элементные и (п — 1)-элементные подмно­
жества множества X принадлежат С. 

Так как п > 2, в С найдутся множества, имеющие более одного эле­
мента. Пусть С — такое множество минимального размера. Все ребра, 
соединяющие С с его дополнением, образуют полный двудольный граф. 
Пусть X С С и у С V\C — его доли. Возьмем х Е X. Множество 
C\d(x) есть объединение связных компонент V\d(x). Ввиду предложе­
ния 3.6 и выбора множества С все они 1-элементные. Если в X имеются 
несмежные вершины х\, Х2, то п(х\) = п(х2) и вершины х\, Х2 подобны. 
Таким образом, на X индуцируется полный граф. 

Аналогично, взяв вершину у £ Y и рассмотрев С\п(у), получим, 
что множество С\Х независимое. Если С\Х ф 0 , то на окрестно­
сти любой вершины С\Х индуцируется полный граф, что невозможно. 
Итак, С = X, и все вершины подобны. Мы пришли к противоречию с 
предложением 3.1. Теорема 3.8 доказана. 
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