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ЧИСЛО РАЗЛИЧНЫХ ПОДСЛОВ ЗАДАННОЙ ДЛИНЫ 
В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ МОРСА — ХЕДЛУНДА*) 

С. В. Августипоеич 

В статье получена точная формула для числа различных подслов длины 
п в последовательности Морса — Хедлунда [1], начальным членом которой 
является символ 0, а построение последующих осуществляется неограни­
ченным применением операции замены 0 на 01 и 1 на 10. Ранее были извест­
ны лишь оценки для числа подслов заданной длины [2, 3]. Последователь­
ность Морса — Хедлунда является классическим примером последователь­
ности, в которой не встречаются три подряд расположенных одинаковых 
подслов а [4]. 

Наш интерес к бесповторным последовательностям объясняется их 
связями с вопросами полноты множества слов и исследованием языков 
с запрещенными полсловами (см. [5]). Известно много эквивалентных 
способов задания последовательности Морса — Хедлунда, причем наи­
более простым является следующий: г'-й член последовательности есть 
0, если число единиц в двоичной записи числа г четно, и равен 1 в 
противном случае. Другой способ — итеративный: XQ = 0, X2i = #t-, 
ж2й-1 = xi + 1 (mod 2), г = 0 , 1 , . . . . 

В работе используется третий способ, наиболее удобный для рас­
смотрения. Пусть отображение <р переводит символ 0 в слово 01, а 
символ 1 в слово 10. Для произвольного слова S = si...sn в алфа­
вите {0,1} определим <p(S) = (p(si).. ,(p(sn). Рассмотрим семейство 
слов 0, 01, ОНО, 01101001, . . . , каждое из которых получается из пре­
дыдущего применением отображения (р и, как легко видеть, является 
началом следующего слова. Таким образом задается бесконечное сло­
во W = 0110100110010110 . . . , которое называется последовательностью 
Морса — Хедлунда (см. [1]). Обозначим через 9Л(тг) множество различ­
ных подслов длины п в 1У, а через R(n) их число. А. Т. Колотовым 
(см. [4, 5]) были получены следующие оценки для R(n): 

2тг ^ R(n) ^ 6гг. 
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В данной работе получена точная формула для R(n), из которой, в 
частности, вытекают следующие оценки: 

3(п - 1) ^ Д ( п ) ^ 10(п - 1)/3. (1) 

Нижняя оценка достигается при п = 2* + 1, а верхняя — при п = 3-2* + 1, 
Л? = 0,1, — . 

1. Определения и обозначения 

• Слово 5 назовем допустимым, если оно встречается в W в качестве 
подслова. Допустимое слово 5 назовем бинарным справа (слева), 
если 50 и 51 (05 и 15) допустимы. В противном случае слово 5 
будем называть унарным справа (слева). 

• Упорядоченную пару (i,j), где г, j £ {1,2}, будем называть типом 
слова 5 , если 5 г-нарно слева и jf-нарно справа. 

Например, слово типа (1,2) унарно слева и бинарно справа. 
• Слово типа (2,2) назовем 

— устойчивым, если после приписывания к нему слева любого 
символа получается слово бинарное справа, 

— неустойчивым, если после приписывания к нему слева любого 
символа получается слово унарное справа. 

• Слова 01 и 10 назовем блоками. 

Из определений следует, что W можно разбить на блоки. Следователь­
но, и всякое допустимое слово можно разбить на блоки, за исключением, 
быть может, самого левого и (или) самого правого символов, которые 
могут оказаться обособленными. Такое разбиение слова будем называть 
правильным. 

Пусть В(п) обозначает число бинарных справа (в дальнейшем про­
сто бинарных) слов длины п, a U(n) и N(n) — соответственно числа 
устойчивых и неустойчивых слов длины п. 

2. Точная формула для R(n) 

Предложение 1. Для любого п, п > 1, справедливо соотношение 

R{n) = R(n - 1) + В(п - 1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Указанное равенство отражает тот факт, что 
9Л(п) получается приписыванием справа допустимых символов к сло­
вам из 33t(n — 1). При этом бинарные слова дают по дополнительному 
варианту каждое. 

Поскольку R(l) = 2, справедливо 
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Следствие 1. При любом n ^ 2 имеет место равенство 
п-1 

R(n) = 2+^2 B(i). 
г = 1 

Предложение 2. Слово типа, (1,2) после приписывания к нему сле­
ва допустимого символа переходит в бинарное слово. 

Доказательство вытекает непосредственно из определений. 

Предложение 3. Среди допустимых слов длины 2 только 01 я 10 
имеют тип (2,2), причем эти слова являются устойчивыми. 

Предложение 4. Среди допустимых слов длины 3 только 010 я 
101 имеют тип (2,2), причем оба слова неустойчивы. 

Справедливость утверждений 3 и 4 устанавливается непосредствен­
но проверкой. 

Предложение 5. Все слова типа (2,2) подразделяются на устой­
чивые и неустойчивые, причем первые порождаются применением опе­
рации ср к словам 01 я 10, а вторые — к словам 010 я 101. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольное слово S типа (2,2) и 
длины / ^ 5. Легко проверить, что в слове S непременно встретят­
ся два одинаковых символа рядом. Поэтому правильное разбиение S 
единственно. Если бы при таком разбиении S на каком-то из его кон­
цов оставался изолированный символ, он бы однозначно дополнялся до 
целого блока, что противоречит бинарности S. Значит, слово S разби­
вается на полные блоки, и, следовательно, существует слово S' такое, 
что (f(Sf) = S. 

Рассмотрим какое-либо вхождение слова S в слово W, правильно 
разбитое на блоки. По определению W = <p(W), что задает однозначное 
соответствие между символами слова W и блоками, на которые разбито 
это же слово. Из однозначности разбиения S на блоки сразу следует, 
что любому вхождению слова S в слово <p(W) соответствует вхождение 
слова Sf в слово W. То же верно и для любого допустимого расшире­
ния слова S блоками, чему будет соответствовать расширение слова Sf 

символами. Таким образом S1, как и 5, допустимо и имеет тип (2,2), 
причем S и Sf устойчивы или неустойчивы одновременно. К слову 5 ' , 
которое вдвое короче 5, применимы аналогичные рассуждения, поэто­
му когда-нибудь мы придем к слову длины 3 или 4. Но среди слов 
длины 4 только слова ОНО и 1001 имеют тип (2,2), причем ОНО = <р(01) 
и 1001 = ¥>(Ю). Предложение 5 доказано. 

Учитывая, что применение операции каждый раз удваивает длину 
слова, получим 
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Следствие 2. Справедливы следующие соотношения: 

тт, ч Г 2, еслип-2к, к = 1 , 2 , . . . , U(n) = < ' 
10 в остальных случаях; 

N(n) = [ 2' еСЛЯ П = 3 " 2*' * = °» х» • • м 
1 0 в остальных случаях. 

Предложение 6. Ери любом n ^ 2 справедливо равенство 

В(п) = В(п - 1) + J7(n - 1) - ЛГ(п - 1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЯСНО, ЧТО все бинарные слова длины п могут 
быть получены из бинарных слов длины п — 1 приписыванием слева 
допустимых символов. При этом согласно предложению 2 слова типа 
(1,2) должны быть учтены по одному разу, устойчивые слова — по два 
раза, а неустойчивые не должны быть учтены вообще. Предложение 6 
доказано. 

Теорема. Пусть С(п) = 2 , где пик — натуральные числа, п/2 < 
2к ^ п, р{п) = min{n - С(п), 2С(п) - п}. Тогда 

R(n + 1) = Зп + р(п). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ следствия 1 и предложения 6 вытекает, что 

R(n+1) = 2+J2 ЭД = 2 + Е (В^') - ^У))+2) 
i = l i=2 .7=2 

г=2 jf=2 

Пользуясь следствием 2, получаем 

г 

.7=2 

Возможны следующие случаи 

| 2, если 2* < г < 3 - 2 * - 1 , A = 1,2,... 
= 2 [О, если 3 - 2 * - 1 < t ' < 2 * + 1 , fc = 1,2,. 
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СЛУЧАЙ 1: 2к ^ п < 3 • 2*"1 . Тогда С(п) = 2*, р{п) = п - 2к и 

2к i n г 

R(n+i) = 2n+j2Y,(u^-N^+ E D ^ ) - ^ ) ) 
i=2j=2 »=2*+li=2 

= 2n + 2k + 2(n - 2*) = An - 2k = 3n + />(n). 

СЛУЧАЙ 2: 3 • 2*"1 < n < 2*+ 1 . Тогда C(n) = 2*, p[n) = 2*+ 1 - n, 
и аналогично случаю 1 имеем 

3-2*"1 i n 
R(n+l) = 2n+ £ £ (C/ ( i )_ iV( j ) )+ ^ (U(j)-N(j)) 

i=2 j=2 i=32 f c +l 

= 2n + (2* + 2 - 2*"1) + 0 = 2n + 2C(n) = 3n + />(n). 

Теорема доказана. 
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