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ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА 

И ЕГО ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ*) 

Э. X. Гимади, Н. И, Глебов, А. И. Сердюков 

Описывается полиномиальный алгоритм приближенного решения зада­
чи коммивояжера, основу которого составляет рандомизированный вариант 
алгоритма для задачи о назначениях. Вероятностный анализ алгоритма 
проводится в случае таких вероятностных распределений на множестве вхо­
дов (матриц расстояний между городами), относительно которых столбцы 
случайной матрицы представляют собой последовательность симметрично 
зависимых случайных величин. При некоторых дополнительных предполо­
жениях, касающихся величины коэффициента разброса элементов матрицы 
расстояний, устанавливается асимптотическая точность алгоритма и обос­
новываются соответствующие оценки относительной погрешности и веро­
ятности несрабатывания алгоритма. 

Ввиду NP-трудности задачи коммивояжера (ЗК) понятны многочи­
сленные попытки построения малотрудоемких алгоритмов ее прибли­
женного решения и получения оценок качества этих алгоритмов (см., 
например, [1-6]). В число основных характеристик качества алгорит­
ма наряду с трудоемкостью входят относительная погрешность и ве­
роятность несрабатывания. Оценки для двух последних характеристик 
получают в предположении, что на множестве всех индивидуальных 
ЗК (т. е. входов) задано вероятностное распределение из определенного 
класса. В силу этого сами характеристики и их оценки существенным 
образом зависят от класса распределений. 

Особый интерес представляют такие малотрудоемкие приближен­
ные алгоритмы и классы вероятностных распределений, относительно 
которых алгоритмы являются асимптотически точными, т. е. вероят­
ность несрабатывания и относительная погрешность каждого такого ал­
горитма стремятся к нулю с ростом размерности задачи [1]. В этом на­
правлении был получен ряд результатов, касающихся алгоритма «Иди 
в ближайший непройденный город», в предположении, что элементы 
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матрицы расстояний выбираются из некоторого множества в соответ­
ствии с одним и тем же распределением вероятностей и независимо друг 
от друга [2-4]. 

Ниже предлагается полиномиальный алгоритм для приближенно­
го решения ЗК, основанный на использовании оптимального решения 
соответствующей задачи о назначениях (ЗН), и проводится его веро­
ятностный анализ. Устанавливается асимптотическая точность алго­
ритма для более широкого, по сравнению с рассматривавшимися ранее, 
класса вероятностных распределений. 

Классическая задача коммивояжера состоит в нахождении обхода 
п городов, имеющего минимальную длину. При этом предполагаются 
заданными расстояния между городами сгу ( i , j = 1 , . . . ,п). Обходом 
коммивояжера считается замкнутый маршрут, проходящий через ка­
ждый город ровно один раз. Формально задача может быть поставлена 
на ориентированном взвешенном п-вершинном графе, в котором верши­
ны соответствуют городам, а вес дуги (z,jf) — расстоянию с -̂ от г-го 
города до j-го. 

Задача коммивояжера может быть записана следующим образом: 
минимизировать Х)Г=1 сщ*1+\ н а множестве всех перестановок 7Г = (7ri, 
я"2>--- t^n)j представляющих собой последовательность вершин графа 
в порядке их прохождения коммивояжером (7rn+i = -к\). 

Соответствующая задача о назначениях формулируется так: требу­
ется найти mmaesn S l L i сг'<т(г)? Г д е Sn — симметрическая группа под­
становок 72-й степени. 

Далее посредством ЗН(С) и ЗК(С) мы будем обозначать соответ­
ственно индивидуальные задачи о назначениях и коммивояжера с ма­
трицей расстояний С = (с^). Условимся также не делать различия 
между перестановкой a — (а (1) , . . . , a(n)) и подстановкой a: i —• a(i). 

• Матрицу С будем называть лексикографически упорядоченной, если 
ее столбцы образуют лексикографически неубывающую последова­
тельность, т. е. 

Vj G { 1 , . . . , п - 1} Зк е { 1 , . . . , п + 1} : с^ = с , ,+ 1 

при г < к и cjzj < Cfrj+i в случае к ^ п. 
Легко видеть, что для любой матрицы С существует единственная лек­
сикографически упорядоченная матрица С0 , получаемая из С переста­
новкой столбцов. Матрицы С и С0 при подходящем выборе а Е Sn 
связаны соотношением С0 = СЕа, где Еа = (е*-) — матрица подста­
новки а такая, что 

^ f 1 при г = a( j ) , 
lJ \ 0 в противном случае. 

В дальнейшем при записи произведения а(3 подстановок а и /3 мы 
полагаем, что ЕаЕр = Еар, т. е. а(3{г) = a(f3(i)). 
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Опишем теперь алгоритм Л приближенного решения ЗК в случае 
произвольной матрицы С. Алгоритм состоит из двух этапов — отыс­
кания точного решения ЗН(С) и построения приближенного решения 
ЗК(С). 

Этап 1. Рандомизированный алгоритм Лзн решения задачи о на­
значениях. 

Вход: матрица С. 
1.1. Построение по С лексикографически упорядоченной матрицы 

и перестановки Л(С): С0 = СЕХ(с)-
1.2. Нахождение (каким-либо известным детерминированным алго­

ритмом) подстановки /?(С°) — решения ЗН(С°). 
1.3. Выбор из подгруппы подстановок S(C®) = {а £ Sn | С0 = 

С°Еа} некоторой подстановки а в соответствии с равномерным 
распределением вероятностей на S(C°). 

1А.р:=\(С)<т0(С°). 
Выход: подстановка /3 — решение ЗН(С). 

Этая 2. Разложение подстановки в произведение независимых ци­
клов и построение приближенного решения ЗК. 

Вход: подстановка (3 — полученное на выходе этапа 1 решение 
ЗН(С). 
2.1. Выделение всех циклов 2?i, . . . , Bm подстановки (3 и выбор но­

меров ij~ £ i?fc, k — 1 , . . . , m. 

2.2. Построение циклической подстановки (3: 

0(i) = { ^ i j f c +^' еСЛИ г = ik ^w+1 = г^' 
\ /?(г), если г £ {г ь . . . , г ш } . 

2.3. Определение перестановки 7Г: -к\ = 1,7Г£ = /?(fl"fc_i), fc = 2 , . . . , гг. 
Выход: перестановка ж — приближенное решение ЗК(С). 
Для выполнения вероятностного анализа алгоритма Л будем пред­

полагать заданным некоторое распределение вероятностей Р на мно­
жестве всех матриц размеров п х п, относительно которого столбцы 
£й случайной матрицы С = ( f i , . . . , £п) образуют последовательность 
n-мерных случайных величин с симметрической функцией совместно­
го распределения (симметрично зависимые случайные величины см. [7, 
т. 2, с. 283]), т. е. 

p{^(i) е ль...,£а{п) е Ап} = Р{6 е л ь . . . , и е Ап} 
для любых борелевских множеств A i , . . . , Ап из Rw и любой подстановки 
а из 5П . Класс таких распределений обозначим через 7*. 
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Получаемая в такой ситуации на выходе алгоритма Лзн подстанов­
ка /3 будет являться случайной величиной с некоторым распределением 
Р ^ на множестве Sn. В дальнейшем существенно используется следу­
ющая лемма. 

Лемма 1. Распределение Рр является равномерным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего, отметим, что в силу симметрич­
ной зависимости столбцов случайной матрицы С = ( £ ь . . . ,£п) случай­
ная величина С = CEa = (£ i , . . . , fn) имеет распределение вероятностей 
Р , равное распределению Р случайной величины С, если случайная ве­
личина a G Sn не зависит от С. Для установления этого факта доста­
точно убедиться, что равенство Р{С Е А} = Р{С G Л} имеет место для 
множеств Л вида Лх X Лз X • • • X Лп, где Л д. — борелевские множества 
изК71 , 

Р { 6 G A b . . . , f „ 6 A „ } 

= £ Pr{^ = « } P { f a ( i ) G A i , . . . , f a ( n ) G A n } 
aESn 

= Р{&еЛь...,£пеЛ„} £ Pr{(j = a} 
cv€5n 

= P { 6 6 A b . . . , f n 6 A n } . 

(Здесь и далее посредством Рг{- • •} обозначается вероятность события 
{•••} в тех случаях, когда отсутствие специального обозначения для 
распределения вероятностей на пространстве элементарных событий, 
к которому относится рассматриваемое событие, не может привести к 
недоразумению). Пусть 

/С0 — множество всех лексикографически упорядоченных матриц 
размеров n x щ 
у — случайная величина, являющаяся функцией от С со значениями 
в /С0 такая, что у(С) = С°(= СЕХ{С))-
Ру — распределение вероятностей случайной величины у. 

Рассмотрим пространство /С0 х Sn с распределением вероятностей Р^ х 
Ро, где PQ — равномерное распределение на Sn. Для произвольной 
точки (С 0 , a ) G /С0 х Sn положим С' = С^Е^. Случайная величина 
С1 имеет то же самое распределение, что и С В самом деле, С1 = 
С Ea = CEWQ\EQ = CE\((j\a. Поскольку а не зависит от С и имеет 
равномерное распределение, получаем 

Pr{A(C)a = тг, С G Л} = Y, FriX(C) = <т, а = о'1*, С G Л} 
<r€Sn 
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= J2 Рг{А(С) = <т, С G Л}Р0{а = а~1ж) 

4 Е РГ*А(С) = °> с е л> = h р&е л >' 
(TESn 

т. е. случайная величина Х(С)а не зависит от С и имеет (что в данном 
случае несущественно) равномерное распределение. Теперь остается 
лишь сослаться на сделанное выше замечание. 

В силу совпадения вероятностных распределений случайных вели­
чин С и С , утверждение леммы достаточно доказать для С'. Если 
Cf = С°Еа является входом алгоритма *4зн> т о н а е г о выходе будет по­
лучена с вероятностью ^ ( С 0 ) ! " 1 некоторая подстановка /3 из множества 
\(C')S(C°)P(C0), совпадающего с orlS(C*)P{C% так как Л(С") и а " 1 

принадлежат одному и тому же левому классу смежности по подгруппе 
5(С°), т. е. аА(С') G S(C°). 

Рассмотрим произведение пространств (/С0 X 5П , Р у X Ро) и 5П с 
точками (С0 ,а, /?) и определим переходную вероятность (см. [8, с. 109]), 
положив 

р(С°,а,/3) = ( М^0)!"1 ' е с л и " G o-1^)^). 
1 0 в противном случае. 

Тогда вероятность получения на выходе алгоритма Лзн фиксированной 
подстановки ж будет равна 

РДтг) = Рг{/? = тг} = / р(С°, а, *г)Р, х P0(rfC°, da) 

= J Jp(C\a,w)P0(da)Py(dC°) = / £ Р(С0,а,тг) ^ Р у С * ? 0 ) 
к° s„ A:0 a e 5 n 

= 1 J ISiC0)]'1 \{a: ж е а - 1 ^ ) ^ ) } ^ ) 
л:0 

= ^ / M C 0 ) ! - 1 ! ^ : a € 5(C0) /9(C0>-1} |P f(dC0) 

= Lfpy(dc°) = ±. 
n\J y n\ 

Лемма 1 доказана. 
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Трудоемкость описанного алгоритма ограничена величиной 0(п 3 ) и 
определяется временем отыскания точного решения задачи о назначени­
ях (см. этап 1, пункт 1.2). Алгоритм точного решения ЗН изложен в [9]. 
Остальные пункты алгоритма А реализуются с меньшей сложностью. 
Введем обозначения: 

^ з н ( ^ ) ' ^ з к ( ^ ) — оптимальные значения целевых функций в ЗН(С) 
и ЗК(С) соответственно; 
FA{C) — значение целевой функции в ЗК(С), полученное алгорит­
мом А; 
с* — максимальный элемент матрицы С; 
т(С) — число циклов в перестановке /? = /3(C), полученной алго­
ритмом А, 

Лемма 2. Для алгоритма А при решении ЗК(С) справедлива сле­
дующая оценка, относительной погрешности : 

^ т(С) • с ,* 

ПЕ(0 ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая, что F£K(C) ^ ^ з н ( ^ ) и 

т(С) 

ЫС) = FUC) + £ fa**)-*>/>(*))> 
*=1 

получаем 

FA(C) - F$K(C) FA(C) - FfaiQ 

= EJTif} (c.-tx(it) ~ c,-t/?(,-t)) Е Й Р с* = т ( С ) • с* 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Число циклов в перестановке (3(C) не превышает 2Inn 
с вероятностью, стремящейся к 1 с ростом п. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следуя методу из [7, т. 1, с. 264], число циклов 
т(С) в случайной перестановке можно представить в виде суммы Yn = 
J2k=l Xk взаимно независимых случайных величин Х\,... , ХП} распре­
деленных по закону Бернулли: Рг(Х* = 1) = 1/k и Рг(Хк = 0) = 1-1 /к 
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с математическим ожиданием МХд. = 1/k и дисперсией а\ = (k — l)/k2. 
Следовательно, 

MYn = J2 т < Inn + 1, T>Yn = J2 —r^- < Inn - 1. 
k=l k=l 

С помощью неравенства Чебышева получаем 

Рг{Уп >21пп} < Р г { | У п - М У „ | > l n n - l } ^ 

при п -^ оо. Лемма 3 доказана. 

Inn — 1 

Оценку скорости сходимости к нулю вероятности Рг{Уп > 2Inn} 
можно существенно улучшить, воспользовавшись теоремой Петрова [10, 
с. 81] о вероятностях больших уклонений. 

Лемма 4. Справедливо соотношение 

P r { m ( C ) > 2 1 n n } < ( - ) 
е \ 0,38 

n> 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что при постоянных Т = 0,76 и gj- = 
1,31сг|, к = 1 , . . . , п, для случайных величин Z^ = JT^ — MXfc справед­
ливы условия теоремы Петрова: 

Metzk ^ exp hkp, 

при всех fc = 1 , . . . , п и О ^ < ^ Т . Действительно, 

1„Ме«. < М , * - 1 = l e x p ( , ( l - I ) ) + ( l - I ) exp ( - I) - 1 

f K14)4 4) (4) 
_ к) - {~к) к\ к J ̂  i! 

CT|«2 e* - 1 - i <rf*2 e r - 1 - T 

i - l 

£ «iE 
2*2 

t2/2 < T2/2 
< 1,31-

fltf 

t'=2 
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Таким образом, требуемые условия выполнены для любых к = 1 , . . . , п 
и 0 ^ t ^ Г . Отсюда с учетом 

п п 

G=Y,9k = l , 3 l j > 2 = l,31DYn < l , 3 1 ( l n n - 1), 
k=l k=l 

GT < Inn - 1 и неравенства Pr{Yn - MYn > </?} < exp(-TV/2) , спра­
ведливого при <р ^ GT, имеем 

Рг{Уп > 21пп} ^ Рг{Уп - MYn > Inn - 1} 

< ехр (.щы-ц j = е х р ( . 0 , 3 8 ( 1 л „ _ 1М = ( i)»'3 8 , 
т. е. Рг{га(С) > 2Inn} ^ (е/n)0 , 3 8 . Лемма 4 доказана. 

• Следуя [1], говорим, что алгоритм А удовлетворяет оценкам (ед, 
6д) на классе задач ЗК(С), если выполнено неравенство 

Pr{FA(C)>(l + eA)F$K(C)}<6A, 

где £д — относительная погрешность, получаемая в результате ра­
боты алгоритма Л, и £д — вероятность несрабатывания алгоритма 
А 

• Алгоритм Л называем асимптотически точным на классе ЗК(С), 
если существуют оценки ^ и {д, стремящиеся к нулю с ростом 
размерности задачи. 

Теорема 1. Алгоритм А для решения ЗК(С) относительно рассма­
триваемого класса распределений V на множестве матриц имеет следу­
ющие оценки относительной погрешности и вероятности несрабатыва­
ния: 

М = 
2с*1пп _ /е\0,38 

-Щс-у Ьл - U ' 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что при таком выборе оценок для £д 

и #д справедливо соотношение 

Pr{FA(C)>(l + eA)F$K(C)}^6A. 

Из леммы 2 следует, что 

FAc)i{i+i&))^^ 
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откуда с учетом леммы 4 имеем 

Pr{FA(C) > (1 + елЩк(С)} 

* Р г{(х +W£>)Е Ы С ) у ( 1 + £ А ) Г Ы С ) } 
(т(С)с* } / е \ 0 , 3 8 

= Р г { ^ Ь > £ д г Р г { г о ( с ) > 2 1 п п К ( » ) =*+ 
Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Алгоритм Л для рассматриваемой ЗК(С) с дополни­
тельным условием an ^ с,-у ^ Ьп, 1 ^ i,j ^ n, i ф j , an > 0, асимптоти­
чески точен, если 

^п Ф(п) Inn ' 
где V>(n) — произвольная растущая функция, ф(п) —» оо яря п —• оо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ теоремы 1 следует, что 6д -*• 0 при п —»• оо, 
а с учетом ^ з н ( ^ ) ^ nan и с* < 6П получаем 

2с* Inn 26n lnn 

Следовательно, в условиях рассматриваемой теоремы относительная по­
грешность £д также стремится к нулю при п -» оо. Таким образом, 
алгоритм Л асимптотически точен. 

Заметим, что описанный выше подход может быть применен и для 
приближенного решения ЗК на максимум длины обхода. В этом слу­
чае алгоритм приближенного решения этой задачи основан на исполь­
зовании точного решения соответствующей задачи о назначениях при 
условии, что Х Г̂=1 ci(r(i) принимает максимально возможное значение. 

Трудоемкость и оценки качества алгоритма приближенного реше­
ния ЗК на максимум длины обхода остаются такими же, как и для 
рассмотренной в статье задачи. 
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