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АРИФМЕТИЧЕСКИМИ ПРОГРЕССИЯМИ*) 

А. Д. Коршунов 

Пусть Мп = { l , . . . , n } , R — произвольное подмножество из Мп и 
A(R) — минимальное число арифметических прогрессий, теоретико-мно­
жественная сумма которых совпадает с R. Показывается, что для почти 
каждого подмножества R С Мп 

n(\og2n)-\l -e(n)) < A(R) < l , 6 n ( l o g 2 n ) - \ 

где е(п) —• 0 при п —• со, т. е. сложность покрытия арифметическими про­
грессиями почти каждого подмножества из Мп по порядку равна га/log 2 га. 
Доказательство нижней оценки для A(R) основано на использовании мощ-
ностных соображений, а верхняя оценка для A(R) извлекается из предло­
женного алгоритма для получения покрытия (не обязательно наилучшего) 
произвольного подмножества из Мп арифметическими прогрессиями. 

§ 1. Введение. Формулировка результатов 

Наиболее известный вариант дискретных задач о покрытии состоит 
в следующем. Заданы конечное множество V и некоторая система W 
подмножеств из V такая, что для любого элемента а Е V имеется по 
крайней мере один элемент из 1У, которому принадлежит а. Требуется 
найти наименьшую по числу подмножеств подсистему Р С W, удовле­
творяющую определенным условиям и такую, чтобы любой элемент из 
V принадлежал по крайней мере одному элементу из Р. 

Сформулированная задача о покрытии является важной дискретной 
экстремальной задачей: ряд известных проблем комбинаторного анали­
за, теории графов, теории дизъюнктивных нормальных форм для буле­
вых функций, теории тестов и других областей может быть сформули­
рован как задачи о покрытии. 

*̂  Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 93-011-1484) и Международного научного фон­
да (ISF). 
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Некоторые конкретные задачи о покрытии решаются довольно про­
сто (например, задача о минимальной связывающей сети, задача о мак­
симальном паросочетании в графе). Однако большинство задач о по­
крытии более сложны и им присущи трудности, характерные для мно­
гих дискретных экстремальных задач. Более подробные сведения о та­
ких задачах имеются, например, в обзоре [1]. 

Поскольку надежды на отыскание эффективных алгоритмов для 
точного решения всех задач о покрытии весьма призрачны, естествен­
но рассматривать простые в вычислительном отношении алгоритмы, 
посредством которых удается отыскивать хотя и не минимальные по­
крытия, но достаточно близкие к ним. К таким алгоритмам относятся 
так называемые жадные алгоритмы (иначе: градиентные алгоритмы, 
алгоритмы наискорейшего спуска). На каждом шаге жадный алгоритм 
выбирает элемент из Д, покрывающий наибольшее число элементов из 
У, не покрытых на предыдущих шагах. Используя жадные алгорит­
мы, для ряда задач о покрытии удалось получить верхние оценки для 
сложности наилучших покрытий [1]. Однако эти оценки, как правило, 
существенно отличаются от имеющихся нижних оценок, часто получа­
емых мощностным методом. Есть основания полагать, что на самом 
деле для многих задач о покрытии жадные алгоритмы доставляют бо­
лее экономные покрытия, чем получаемые верхние оценки. Однако к 
настоящему времени мы не располагаем методами для понижения этих 
оценок. Поэтому продвижение в решении конкретных задач о покрытии 
способствует прогрессу в решении и лучшем понимании задач дискрет­
ной оптимизации. 

В [2, 3] нами были описаны новые алгоритмы построения дизъюнк­
тивных нормальных форм (ДНФ) для булевых функций. Для большин­
ства таких функций эти алгоритмы позволяют находить ДНФ, сложно­
сти которых по порядку совпадают со сложностями наилучших ДНФ. 

Оказывается, что основная идея этих алгоритмов применима и для 
решения других задач о покрытии. В настоящей статье рассматрива­
ется одна из них — задача о покрытии произвольного подмцожества из 
отрезка натуральных чисел арифметическими прогрессиями [4]. Поста­
новка этой задачи состоит в следующем. 

Пусть Мп = { 1 , . . . , n}, R — произвольное подмножество из Мп 
и A(R) — минимальное число арифметических прогрессий, теорети­
ко-множественная сумма которых совпадает с R. Тогда величина 

A(n) = max A(R) 
RCMn 

объявляется сложностью «самого плохого» подмножества из Мп . Тре­
буется найти величину Л(п). 

Первые нетривиальные результаты по решению рассматриваемой 
задачи получили С. С. Кислицын и А. А. Сапоженко [4]. Они устано­
вили следующие факты: 
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а) при любом п > 2 справедливо неравенство (всюду в настоящей 
статье log обозначает логарифм по основанию 2): 

A(n)^n/ (31ogn) ; (1.1) 

б) для почти каждого подмножества R С Мп справедливо неравен­
ство 

A(R) < га In2 loglogn(21ogn)~1(l + о(1)). 

Оценка (1.1) была в последствии улучшена в работе [5]: 

А(п) ^ n/(2logn- 1). 

В. В. Глаголев [6] рассматривал эту задачу со следующим дополни­
тельным ограничением: все прогрессии, образующие покрытие, долж­
ны иметь одну и ту же разность. Им было показано, что для наилучше­
го покрытия «самого плохого» подмножества из Мп число требуемых 
прогрессий асимптотически равно п/4. 

В настоящей статье доказываются следующие два утверждения. 

Теорема 1.1, Для почти каждого подмножества R С Мп 

A(R)^n(logn)-1(l-e(n)), 

где е(п) -» 0 яри п —> оо. 

Теорема 1.2. Для почти каждого подмножества, R С Мп 

A(R)< Mnflogn)-1 

яря п —> оо. 

Следствие 1.1. Сложность покрытия арифметическими прогрес­
сиями почти каждого подмножества из Мп по порядку равна n/ log гг. 

Поскольку в настоящей статье речь идет только об арифметических 
прогрессиях, начиная с этого места, прилагательное «арифметическая» 
будем опускать. 

Теорема 1.1 доказывается в §2. Основная же цель статьи состоит в 
доказательстве теоремы 1.2. Алгоритм выделения прогрессий, покры­
вающих произвольное R С Мп , описывается в §3, а далее исследуется 
сложность получаемых покрытий. 

§2 . Доказательство теоремы 1.1 

Для произвольного подмножества R из Мп = { 1 , . . . , п) через U(R,l) 
обозначим совокупность всех прогрессий длины /, содержащихся в Л, а 
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через 5(JR, /) — число элементов из Д, каждый из которых принадле­
жит по крайней мере одной прогрессии из U(R,l). Пусть S(n,l) есть 
среднее значение величины 5(i2,/), взятое по всем подмножествам R из 
Мп , т. е. 

5(п,/) = 2 - " £ S(RJ)<l2-n £ l * W ) | . (2.1) 
RCMn RCMn 

Пусть Pi обозначает произвольную прогрессию длины / в Мп. На 
множестве пар (Д, Р/) рассмотрим предикат J9(i?,P/), задаваемый сле­
дующим образом: 

B(R,Pl)=\^ еслиР.СД; 
[О в противном случае. 

Тогда, очевидно, имеем 

Е itw)i= Е Е адр/)= Е Е *(*>*)-
RCMn RCMn P\CMn P\CMn RCMn 

Ясно, что при фиксированной прогрессии Р\ имеет место равенство 

Е p(i?,p/) = 2n4 
RCMn 

Пользуясь этим фактом и тем, что каждая прогрессия длины / задается 
первым членом (не более п возможностей) и разностью (не более п/1 
возможностей), имеем 

Е \U(RJ)\= Е 2П~'< п2/-^11-'. (2.2) 
RCMn PjCMn 

Подставляя (2.2) в (2.1), получаем S(n,l) < п22"~'. Пусть l\ = [logn + 
2 log logn]. Тогда при больших п имеем 

Е 5(п,/) < п2 Е 2 _ / < 2n(logn)"2 . (2.3) 

Из (2.3) и неравенства Чебышева [7] следует, что при п —• оо почти ка­
ждое подмножество R из Мп обладает следующим свойством: не более 
чем n / logn элементов из R принадлежат прогрессиям, длины которых 
не меньше величины 1\. 

Обозначим через V(n) совокупность подмножеств R С Мп таких, 
что R может быть покрыто не более чем 

г;о = [n(logn)_ 1(l - 3 log logn/ logn) J (2.4) 
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прогрессиями, причем не более чем [га/log raj элементов из R покрыва­
ются прогрессиями длины не менее 1\. Поскольку каждая совокупность 
прогрессий из Мп однозначно задает покрываемое множество, то все 
подмножества из Мп можно получить следующим способом. 

1. Из Мп выбирается такое r-элементное подмножество, которое 
можно покрыть прогрессиями длины не менее / i , где г ^ га/log га. При 
больших га имеется не более Y^L^™ (r) ~ °(2П) возможностей. 

2. Из множества тех прогрессий на множестве М п , каждая из ко­
торых имеет менее 1\ членов, выбирается v прогрессий, 1 ^ v ^ г>о-
Поскольку каждая прогрессия однозначно задается первым членом (не 
более га возможностей), разностью (менее га возможностей) и числом 
членов (менее 1\ возможностей), то при больших га в Мп имеется менее 
n2l\ < 2га2 log га прогрессий длины менее 1\. Поэтому при больших га 
число возможностей не превосходит величины 

^ /[2га2 log raj \ ([2n2\ogn\\ o , 2 l , чг;п 
£ ( v ) < [ v0

 J J < 2 ( e n 2 l o g n b r 

< ( см. (2.4)) < (Зга log2 n)V0 = o(2n). 

Следовательно, при га —• сю имеем |V(n)| = o(2n). Таким образом, для 
покрытия почти каждого подмножества R С Мп требуется использо­
вать более VQ прогрессий. Теорема 1.1 доказана. 

§ 3. Алгоритм построения покрытия 

Введем следующие обозначения: 

/0 = |bg n - 4 log log raj, (3.1) 
* = [log log log raj + 2, (3.2) 

/ *= [l02'z\. (3.3) 

Пусть R — произвольное подмножество из Мп. 
• Прогрессия Р называется тупиковой в Д, если Р не является соб­

ственной частью другой прогресии в Л с той же разностью, что 
и Р . 

Покрытие множества R будем осуществлять только подходящими ту­
пиковыми прогрессиями длины от /* до /Q И прогрессиями длины 2. 
Делается это так. 

1. Пусть HQI(TI) — множество первых Ддд натуральных чисел, где 

^од - L^12 io+1ln2j. (3.4) 
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С множеством Яод(гс) связывается совокупность 5од(™) возрастающих 
прогрессий Р С Мп длины /о таких, что Р принадлежит 5од(п) то­
гда и только тогда, когда разность прогрессии Р принадлежит Яод(п). 
Прогрессия Р из £од(га) включается в покрытие множества R тогда и 
только тогда, когда Р принадлежит R и является тупиковой в R. 

2. Пусть /i = LW2J и Я1д(п) — множество натуральных чисел, 
начиная с /год + 1 и кончая /&1д, где 

/*1,1 - 4 i = Ur 1 2 2 / l l n2 j . (3.5) 

С множеством Яхд(п) связывается совокупность 5i5i(n) возрастающих 
прогрессий Р С Мп длины /i таких, что Р Е #1,1 (ft) тогда и только 
тогда, когда разность прогрессии Р принадлежит Я1д(тг). Прогрессия 
Р из Siyi(n) включается в покрытие множества R тогда и только тогда, 
когда Р С Д, Р является тупиковой в R и не пересекается ни с одной 
прогрессией из 5од(п), Уж е включенной в покрытие множества R. 

3. Пусть /2 = [Jo/4j и Я2д(п) — множество натуральных чисел, 
начиная с Л<1д 4- 1 и кончая /12,1, гДе 

/»2, i -4i = L^l23'2~lln2J-
Аналогично пусть Н2${п) — множество натуральных чисел, начиная с 
/&2Д + 1 и кончая /̂ 2,2> гДе 

С множествами Я2д(п), Н2^{п) соответственно связываются множе­
ства 52д(п), 52,2(га) в о з Р а с т а ю 1 Ц и х прогрессий Р С Мп длины /2 таких, 
что Р G *?2д(п) тогда и только тогда, когда разность прогрессии Р при­
надлежит Я2д(гг), и Р £ S2^{n) тогда и только тогда, когда разность 
прогрессии Р принадлежит Н2^(п)-

4. Прогрессия Р из 52д(га) включается в покрытие множества R то­
гда и только тогда, когда Р С Л, Р является тупиковой в Р и н е пересе­
кается с теми прогрессиями из 5од(п), Si,i(n), которые уже включены 
в покрытие множества Д. 

5. Прогрессия Р из S2,2(n) включается в покрытие множества R 
тогда и только тогда, когда Р С Л, Р является тупиковой в Д и не 
пересекается с теми прогрессиями из 5од(п), £1,1(11), 52,i(n), которые 
уже включены в покрытие множества Р . 

6. Пусть необходимые прогрессии длин /о, / ь 2̂? • • •, /» i включены 
в покрытие множества R, i ^ z. Тогда рассматриваются 2*~1 множеств 
#г"д(п)> • • • > #,• 2 i - i(n). Множество Ягд(п) состоит из натуральных чи­
сел, начиная с himmml 2»-2 + 1 и кончая /цд, где 

4 l - ^г-1,2-2 = L / r 1 2 ( , ' - 1 ) ( 2 l _ 1 + 1 ) + 2 l n2 j , /, = L'o2—"J. (3.6) 
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Множество Hi^{n) состоит из натуральных чисел, начиная с кц + 1 и 
кончая /i^2, где 

ht,2-ht!l = 11-^-^-^+4^ 

и т. д. Вообще, при 1 < j < 2 n _ 1 в Hij(n) входит hij - / ^ j - l нату­
ральных чисел, начиная с / b j - l + 1 и кончая h{j, где 

hi J ~ hij-l = [irW-W*-1**»* In 2j. (3.7) 

С каждым множеством # t j ( n ) , 1 ^ j ^ 2*"1, связывается совокупность 
Sij(n) возрастающих прогрессий Р С Мп длины /,- таких, что Р £ 
Sij(n) тогда и только тогда, когда разность прогрессии Р принадлежит 
множеству Hij(n). 

7. Последовательно из каждого Sij(n) некоторые прогрессии отби­
раются в покрытие множества R следующим способом. Прогрессия Р из 
Si,l(n) включается в покрытие множества R тогда и только тогда, ко­
гда P C Л , Р является тупиковой в R и не пересекается с теми прогрес­
сиями длины более /,-, которые уже включены в покрытие множества 
R. Отбор прогрессий из ^ Д п ) , . . . ^i 2i-1(n) осуществляется индук­
тивно. Если все необходимые прогрессии из 5 i i ( n ) , . . . , 5,-j_i(n) уже 
включены в покрытие множества Д, то прогрессия Р из Sij(n) вклю­
чается в покрытие множества R тогда и только тогда, когда P C Д, 
Р является тупиковой в 72 и не пересекается как с отобранными про­
грессиями длины более /г-, так и с уже отобранными прогрессиями из 
5 ;д(п) , . . . ,Sitj-i(n). 

8. Элементы из Л, которые не принадлежат объединению отобран­
ных прогрессий, покрываются прогрессиями длины 2. В результате 
получается искомое покрытие множества R прогрессиями. 

Убедимся, что при рассматриваемых г и j из множества Мп мож­
но выбирать подмножества Hij(n) указанных мощностей. Для этого 
достаточно показать, что при больших п 

z 2 2 " 1 

i*o,i(n)i + Е Е 1 я ' » | < "(bgnr3. (3-8) 
г=1 з=1 

Справедливость (3.8) вытекает из следующих соотношений: 

|Яод(гг)| < ( см. (3.4)) < 2/о//о < ( см. (3.1)) < n( logn)- 4 , 

при любом г, 1 ^ г ^ г, 

№,1001 + №,2(п)| + • • • + l#,\2*-i(n)l < ( см. (3.7)) 
< 2|Я.)2г-!(гг)| < / Г12а г-1)2Ч21-Ч2 к / r i 2 J 0 - 2 ' - 4 2 e 
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Следовательно, 
z 2 2 " 1 z 

£ £ | Я , » | < 2 / о + 2 ^ / - 1 < n(logn)- 3 . 

Доказательство того, что с помощью описанного алгоритма почти 
каждое подмножество из Мп удается покрыть не более l , 6 n / l o g n про­
грессиями, приводится в оставшейся части статьи. В §4 мы устана­
вливаем ряд вспомогательных фактов. В § 5, 6 мы доказываем четыре 
леммы, в которых приведены асимптотики для вероятности того, что 
на очередном шаге используемого алгоритма случайное число в слу­
чайном подмножестве из Мп окажется еще не покрытым отобранными 
прогрессиями. Пользуясь этими леммами, в § 7 мы доказываем теорему 
1.2. 

Всюду ниже через 1$ обозначено множество натуральных чисел из 
интервала [n(logn)~2, n — n(logn)~2]. 

§ 4. Вспомогательные утверждения 

Обозначим через VJj(n, fc,r) множество совокупностей, каждая из 
которых состоит из г прогрессий длины l{ = [/o2~*J с различными раз­
ностями из Hij(n), а число к 6 Мп принадлежит каждой прогрессии 
совокупности. 

Лемма 4 .1 . При любом достаточно большом п, к £ 1$ и рассма­
триваемых i, j справедливо равенство 

|v«K*.OI = if(l*u
r

(")l). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассматриваемые совокупности прогрессий мо­
гут быть получены следующим способом. 

1. Указываются г чисел из Hij(n), которые должны быть разно­
стями отбираемых прогрессий. Имеется (' *^'п^) возможностей. 

2. При каждой фиксированной разности указывается место рас­
положения к в прогрессии с этой разностью. Поскольку к Е /Q, a 

согласно (3.1), (3.4), (3.6) и (3.7), имеется 
точно к прогрессий с заданной разностью, содержащих число к. Сле­
довательно, число возможностей для выбора г прогрессий с заданными 
разностями равно /[ . 

Из пп. 1,2 следует лемма 4.1. 
Пусть D — произвольное подмножество из Мп ж к — некоторое 

число из D. Обозначим через z(D,kJ) множество прогрессий из М п , 
каждая из которых имеет длину /, содержит число к и пересекается с 
I) не менее чем по двум элементам. 
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Лемма 4.2. Яря любых D, к и I справедливо неравенство 

\z(D,k,l)\<\D\l2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Каждая прогрессия Р из z(D,kJ) может быть 
получена следующим способом. Во-первых, в D отбирается число г>, 
отличное от & и принадлежащее D (\D\ возможностей), во-вторых, ука­
зывается количество членов, расположенных в Р между к и v (менее / 
возможностей), в-третьих, отмечается место расположения числа к в Р 
(не более / возможностей). Следовательно, \z(D,k, /) | < \D\l2. Лемма 
4.2 доказана. 

Пусть Р — возрастающая прогрессия в Мп с разностью с?, первым 
членом а и последним членом 6, где a^ d и n — b ^ d. 

• Совокупность чисел а — d и b + d назовем границей прогрессии Р и 
введем обозначение Р = {Р U (а — b) U (6 + d)}. 

• Совокупность прогрессий Р ь . . . , Р г , содержащих число &, назовем 
веером, если |Р,- Г) Pj\ = 1 при любых г и j , 1 ^ г, j ^ г. 

Обозначим через V^(n, &,г) совокупность элементов U Е VJj(n,fc, г), 
которые не являются веерами. 

Лемма 4 .3 . При любом п и любых г, j , r справедливо неравенство 

\уУ(п,к,г)\<г1Г(Ц + 1)2 ( | ^ > ) | ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все элементы из V^-(n, А;, г) могут быть полу­
чены следующим образом. Сначала в Мп отбираются г — 1 таких про­
грессий P i , . . . , P r - i длины 1{ с разными разностями из Hij(n)y что & 
входит в каждую прогрессию. Согласно лемме 4.1 имеется / [~ (' b£WI) 
возможностей. Затем к отобранным прогрессиям добавляется такая 
тупиковая прогрессия Р г длины /г-, что к £ Рг ж среди P i , . . . , P r - i 
имеется по крайней мере одна прогрессия, например Р^ , такая, что 
\РГ П Pw\ ^ 2. Согласно лемме 4.2 число возможностей для выбора Р г 

меньше г/г(/г + I ) 2 . Лемма 4.2 доказана. 
Пусть Vj-2(n,fc,r) = Vij(n, fc,r)\ Vj1 (n, fc,r). Пользуясь леммами 4.1 

и 4.3, получаем 

Следствие 4 .1 . Яря любом достаточно большом п, к £ IQ и любых 
рассматриваемых г, j , r справедливо равенство 

| lA(n, *, г)| = 1\ ( | Я 1 ' ; ( П ) 1) (1 + 0 ( Л ? / | Я , - » | ) ) . 
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§ 5. Количество подмножеств из iVfn, 
содержащих заданные числа, 

не покрываемые прогрессиями из So , l ( n ) 

Пусть к — произвольное число из Мп . Обозначим через F{n,k) 
совокупность подмножеств из Мп , содержащих число к. Пусть Fij(n, к) 
есть совокупность элементов R из F(n, к) таких, что в R нет ни одной 
тупиковой прогрессии, которая содержала бы число к и принадлежала 
бы множеству {5од(л) U 5i,i(ft) U . . . U 5j j (n)} . Положим 

Pij(n,k) = \Fij:i(n,k)\/\F(n,k)\. (5.1) 

Величина P,-j(n, fc) может интерпретироваться как вероятность полу­
чения случайного подмножества из F(n,k), в котором нет тупиковых 
прогрессий, содержащих число к и принадлежащих указанному множе­
ству. 

При оценке сложности покрытия, получаемого при помощи опи­
санного алгоритма, необходимо знать асимптотики для вероятностей 
I*ij(n,k) при всех рассматриваемых г, j , к. Эти асимптотики устана­
вливаются индуктивно: по известным асимптотикам для Po,i(w> к),..., 
P,-j(n, fc) находится асимптотика для P|+i,i(ft, fc) при j = 21""1 и для 
Р,-j+l(n,fc) при j < 2г~1 . Асимптотика для Род(п,&) устанавливается 
отдельно (лемма 5.1). 

При нахождении асимптотики для P2j(n,fc) используются вспомо­
гательные вероятности, которые определяются так. Пусть щ,... , пг — 
произвольные числа из Мп и D = { n i , . . . , nr}. Обозначим через F(n,D) 
совокупность подмножеств R из Мп таких, что каждое число из D при­
надлежит множеству R. Пусть Fij(n,D) — совокупность элементов 
R из F(n,D) таких, что в R нет по крайней мере одной прогрессии из 
{SQyi(n)\J.. .L)5,-j(n)}, которая является тупиковой в Д и имеет непустое 
пересечение с D. Пусть 

Р,-,-(п, £>) = | i ^ ( n , D)\/\F(n, D)\. (5.2) 

Ясно, что P,-j(n, £)) совпадает с Р^Дга, &), когда 2? состоит из одного 
числа, равного к. 

В настоящем параграфе находятся асимптотики для вероятностей 
Po,i(*b Л) и Po,l(rc> -D)- Индукционный шаг доказательства описывается 
в следующем параграфе. 

Лемма 5.1. При любом к Е 1ц и п —> оо 

Po,l(n,fc) = (l/2)(l + 0(2-°'25 '°)). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть P i , . . . , Р3 — различные прогрессии дли­
ны /о с разностями из Яод(п), содержащие число к. Обозначим через 
P j -^n ,&,P i , . . . ,Р5) совокупность таких элементов R из F(n,k), что 
прогрессии P i , . . . , Ps являются тупиковыми в R и в R нет ни одной 
другой тупиковой прогрессии длины /о с разностью из #од(п) , которая 
содержит число к. Пусть 

Poyra,M = U4l(n '*>Pb...,Ps), 
где объединение берется по всем совокупностям ( P i , . . . , Р5) рассматри­
ваемого вида. 

Ясно, что если { P b . . . , P s } ^ { P { , . . . , P J } , то 

Po
1

) l (n,A;,Pi , . . . ,P5)f |Po
1

) 1(n,A:,P{, . . . ,Pi) = 0 . 

Следовательно, 

1*м(п,*)| + ]Г ^ K M I = №,*) | = 2п'\ (5.3) 

Множество FQ i{n,k,s) представим в виде 

F^n, к, з) = F*'j (n, к, s) ( J F^(n, к, s), (5.4) 

где 

F^(n, к, з) = F^n, к, з) \ F^(n, к, з), (5.5) 

fi;}(ntkte) = \J1Fl1(n,k,P1,... ,PS), (5.6) 

а объединение берется по всем совокупностям ( P i , . . . , Р5), являющимся 
веерами. 

1 <у 

В любом R из Us>2 -^o'l (n5^55) имеется по крайней мере две ту­
пиковые прогрессии Pi , P2 длины 1$ с разностями из Яод(п) такие, 
что к е Р\ П Р2, \Р\ П P2I ^ 2. Пользуясь (3.4) и леммой 4.2 при 
|JD| = /о, видим, что число таких пар не превосходит / Q 2 / O + 1 . Вместе с 
тем |Pi U P2I ^ 1,5/о + 1. Поэтому 

^ 1 ^ 1 ^ * ^ ) 1 < Ф я " 0 ' Ы о . (5.7) 

Далее, пользуясь (3.4), получаем 

\F^(n,k,s)\ < /g^V"*' 0 * 1 )* < ̂ (1п2)52п. 
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Поэтому при п -+ оо имеем 

£ | * $ ( п , М ) | < 2" £ 1(1п2)' < 2"п~2. (5.8) 

Из (5.3)-(5.8) следует, что 

Jo 

\FoA(n,k)\ + £ |JF#(n,k,*)| = г - ^ + о(/0
32-°'5/о)). (5.9) 

5 = 1 

Нетрудно видеть, что 

|Р0
1Д1(п,*,Л,... ,Л)| = |^о,1(п,*)|2-(,о+1)»(1 + 0(в2/«')). 

Далее, пользуясь (3.4) и следствием 4.1, убеждаемся, что при любом 
s ^ IQ ДЛЯ выбора рассматриваемых совокупностей (Pi , . . . , Р3) имеется 

возможностей. 
Из последних двух фактов и (5.6) следует, что 

\Fi'j(n,k,s)\ = i|fb,i(n,*)|(ln2)'(l + o(2-0>5'«»)). 

Поэтому 

|Jb,i(n,*)| + £ I ^ J t o M I = l^o,i(n,*)|(l + o(2-° ' 5 ' ° ) )£ ±(ln2) ' 
5 = 1 S=0 

= 2|F0,i(n,fc)|(l + o(2-°'5/o)). (5.10) 

Подставляя (5.10) в (5.9) и пользуясь (5.1) при г = 0, j = 1, а также 
равенством |Р(п,&)| = 2П~"1, получаем утверждение леммы 5.1. 

Лемма 5.2. Пусть к — любое число из интервала, IQ и D — про­
извольное подмножество из 1$, \D\ < /Q. Тогда при п -* оо 

Р0д(п,/?) = 2-М(1 + о(2°>25/°)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D — произвольное подмножество из /о? 
\D\ < /Q И P I , . .. , Р5 — различные прогрессии длины /о с разностя­
ми из Яо,1(п) такие, что |Р; П D| = 1, 1 < t < 5. Обозначим через 
Pj 1 (n ,D,Pi , . . . ,Р5) совокупность элементов Д из F(n,D) таких, что 
прогрессии P i , . . . , Ps являются тупиковыми в R и в R нет ни одной 
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другой тупиковой прогрессии Р длины /о с разностью из #од(п) такой, 
что \Pr\D\ = 1. Пусть 

Fi9l(nJD,s) = \jFl1(n9DJPl9... 9Ра)9 (5.11) 

где объединение берется по всем совокупностям ( P i , . . . , Ps) рассматри­
ваемого вида. Ясно, что если { P i , . . . , Ps] ф {Р^, . . . , Р^}, то 

F^in, D,P!,...,P,)n 4 i ( » , D, P[,... , Pi) = 0 . 

Следовательно, 

Множество PQ -^(n^D^s) представим в виде 

fJiKAa) = F$(n,D,s) U F^(n,D,s), (5.13) 

где 

42(n,B,<) = Fl1(n,D,s)\Fi'j(n,D,s), (5.14) 

F0
1;1

1(n,JD,5) = U 1 < i K ^ , P b - - - , ^ ) , (5-15) 

а объединение берется по всем совокупностям ( P i , , . . ,P5) таким, что 
\Pi П Z?| = 1 при любом г, 1 ̂  г ̂  5, и (Р,- П Pj) \ D = 0 . Пользуясь (3.4), 
имеем 

|^(n,I?,*) | < /о(1^1ЧЛ2»-|Д|-(1о+1). < JL|Z>|<2-M. 

Поэтому при п —> оо получаем 

X; |фп,д*)|<2н^1 J] 1р|-

< ( ибо \D\ < ф < 2n-2\D\n~2. (5.16) 

1 2 
Оценим сверху мощность множества Us>2 ^о 1 (п> ^ ' 5 ) ' Пусть Р — 

1 9 

произвольный элемент из Р0 \ (тг, D, P i , . . . , Рг) и V = { P i , . . . , Р г } . Обо­
значим через V1 произвольную совокупность прогрессий из У, облада­
ющую следующими свойствами: 

file:///Pr/D/
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о если Р ' и Р " — прогрессии из V\ то ( Р ' U Р " ) \ D = 0 ; 

о для любой прогрессии Р из У \ V1 имеется по крайней мере одна 
прогрессия Р ' из Vf такая, что (Р ' U P)\D ф 0 . 

Как и при доказательстве (5.14), убеждаемся, что при п —> оо число 
элементов из Us>2 -̂ о 1 ( п ' ^>5)> в к а ж Д ° м и з которых множество V1 со­
стоит не менее чем из 6/Q прогрессий, меньше величины 2n~2i™n~2. 

Рассмотрим случай, когда |У'| < 6/Q. Пусть для определенности 
V' = { Р ь . . . , Р 5 } . Положим V1 = { Р ь . . . , Р 5 } . Обозначим через V" 
множество всех прогрессий Р длины 1$ с разностями из Яод(п) та­
ких, что Р принадлежит V" тогда и только тогда, когда Р П D ф 0 и 
(PC)V')\D ф 0 . Очевидно, что V\V* С V". Оценим сверху мощность 
множества V". Все прогрессии Р из V,; могут быть получены следую­
щим способом. Сначала в D и V' \ D отбирается по одному элементу 
(не более |D|<s(/o + 1) возможностей). Затем указывается число членов, 
расположенных в Р между отобранными элементами (менее /о возмож­
ностей). Наконец, указывается место расположения в Р отобранного 
элемента из D (не более /о возможностей). Следовательно, 

| У " | < | £ > Н / 0 + 1)3. (5.17) 

Будем различать два случая. 

СЛУЧАЙ 1: в V \ V' имеется по крайней мере одна прогрессия Р 
такая, что только для одной прогрессии из V', например прогрессии Рг, 
имеет место соотношение (Р П Рг) \ 2} ф 0 . 

Пусть прогрессия Р из V \ V' такова, что (Р П Рг) \ D ф 0 только 
при одном г, 1 < г О . Тогда |РПР г | > 1,5/0 и |PU Pi U . . . U Ps) \ D\ ^ 
(/o + l)<s + 0,5/o. Обозначим через PQ \ (n, D, P i , . . . , P5, P) совокупность 

i о 
элементов R из F^\ (n, D) таких, что в R множество V' состоит из про­
грессий P i , . . . , Ps , а Р — прогрессия, о которой только что говорилось. 
Поэтому 

|F 0
1 ; 1

3(n, JD,p 1 , . . . ,p s ,P) | 

^ \Fotl(n,D)\2n-\D\-(lo+1>-°'5lo(l + 0(\D\sll2-10)), 

<| JFo, l (n ,£>) |2 n - | j D | - ( / o + 1 ) s - 0 ' 5 /°- 1 . 

Поскольку при фиксированных P i , . . . , Р? прогрессия Р может быть вы-
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брана не более чем |Z?|^/Q способами, воспользовавшись (3.4), получаем 

Е Е \F^(n,D,Ply...,Ps,P)\ 
•=ЧЛ Л) 

< |F0fi(n,DW-0'2*1*-1 £ ±(1п2)* < |^о,1(п,1>)|2-0'25,о. (5.18) 

СЛУЧАЙ 2: для любой прогрессии Р из V \ V' найдутся по крайней 
мере две прогрессии из V', например прогрессии Р,- и Pj, такие, что 
(Р П Д) \ D ф 0 и (Р П Р,) \Вф<г>. 

Обозначим через Р0 \ (n, J9, P i , . . . , Ps) совокупность элементов R из 
FQ J (n, JO) таких, что в i2 множество У' состоит из прогрессий P i , . . . , Ps-
Пользуясь (5.17), нетрудно видеть, что 

\1$;*(п,В91\,... ,Р5 ,Р) | < |2b,i(»,X>)|2»-l2>»-Cfe+1>e(l + 0(|2>|«lg2-«»)) 
< |Р0д(п,Д)|2п-^Н'о+1)*+1. (5.19) 

Если P i , . . . ,P5- i уже отобраны, то для выбора Р3 имеется не более 
|D|S/Q возможностей. Пользуясь этим фактом и (3.4), получаем, что 
при п —• оо число рассматриваемых совокупностей (Pi , . . . , Ps) не пре­
восходит величины 

^ (2 / o + 1 ln2)s'1\D\sll < i?2(|o+i)*-o,25loe (5.20) 

Из (5.19) и (5.20) следует, что при п —• оо 

Е Е 1^од(»»^А.-- >P*)I < \F0,i(^D)\2n-\D\-°'25l°-2 

з=1(Ръ...,Р,) 

х J2 -,0*2)а < |Fo,i(n, £) |2n- | Z ) |-0 '2 5 / o . (5.21) 

Пользуясь (5.11)-(5.16) и (5.21), получаем 
z*i2 

\F0tl(n,D)\ + JT \F0tl(n,D,s)\ = 2- l 2 ) l ( l + o(2-°-25/o)). (5.22) 
3=1 
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В свою очередь, при любом s ^ 6/Q справедливо соотношение 

I ^ K A A , . . . ,Ps)\ = ̂ о,1(п,д)|2-('°+1>(1 + о(*2-'°)). 
Вместе с тем, пользуясь (3.4) и следствием 4.1, убеждаемся, что для вы­
бора рассматриваемых прогрессий P i , . . . ,Р5 имеется jr(|D|2'0+1 In2)s 

(1 + о(2~0'5'0)) возможностей. 
Из последних двух фактов и (5.15) следует, что 

\F*;}(n,D,8)\ = ^(|£)|1п2)52п-1р1(1 + о(2-0'25/о)). 

Поэтому 

|fb,i(n,2?)| + ^ | ^ 1 ( n » ^ * ) l 

= |F0,i(n,D)\(l + o(2-°'25/°)) £ 7,W ln2)' 
5=0 S-

= \F0tl(n, D)\2M(l + o(2-°'25'°)). (5.23) 

Подставляя (5.23) в (5.22), получаем 

|F0,i(n, D)\ = 2"-212>1(1 + 0(2-°-25/о)). 

Отсюда и из (5.2) при г = О, j = 1 следует утверждение леммы 5.2. 

§6. Количество подмножеств из iVfn, 
содержащих заданные числа, 

не покрываемые прогрессиями из S»o,l(n)» . . . , S%j(n) 
В настоящем параграфе устанавливаются асимптотики для веро­

ятностей Ptj(n,fc) и P,-j(n,jD) при любых рассматриваемых г и j , за 
исключением случая г = 0 и j = 1, который уже изучен. Асимптотики 
для P,-j(n, fc) содержатся в лемме 6.1, а для Ptj(rc, D) — в лемме 6.2. 

Лемма 6.1. Пусть к — произвольное число из интервала IQ И ДЛЯ 
произвольного подмножества D из IQ, \D\ < /Q, справедливо соотноше­
ние 

P,-j(n, D) = 2-(2,"1+ ' ')W(l + o(2-0'25/o))2,_1+^. (6.1) 

Тогда, если j € [1,2 ,_1 - 1], то 

Pi)J+1(n,Jb) = 2- 2 , ' " 1^- 1( l + o(2-°'25/o))2i"1+^1, (6.2) 
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а если j = 2г *, то 

Р,- + М (п ,*) = a - ^ - ^ l + o(2-°-25'o))2*+i. (6.3) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку соотношения (6.2) и (6.3) устанавли­
ваются одинаково, мы ограничимся доказательством соотношения (6.2). 
Пусть P i , . . . , Р3 — различные прогрессии длины /г- с разностями из 
Hij(n), содержащие число к. Обозначим через F* (n,fc ,Pi , . . . ,Р5) со­
вокупность элементов R из F(n,k) таких, что прогрессии P i , . . . , P 5 
включаются в покрытие множества R и в R нет других тупиковых про­
грессий длины 1{ с разностями из #г^(тг), которые содержат число к и 
включаются в покрытие множества R. 

Пусть 
4 i + l ( n , M ) = U fitj+1(n,k,Plt...,Ps), (6.4) 

где объединение берется по всем совокупностям ( P i , . . . , Р5) рассматри­
ваемого вида. Следовательно, 

|рг, i + 1 ( n , *) | + ^ l*2;+i(n' *> *)1 = 1*Ъ;(П> *)1- (6-5) 

Множество F^ +1(n,&,,s) представим в виде 

i ^ + 1 ( n , f c , 5 ) = JF;y+1(n,Ar,e)U ^ 2
+ 1 ( n , A , S ) , (6.6) 

1 1 1 2 
где jPf- l + i ( n ' ^ ' s ) и ^* ? + l ( n ' ^ ' 5 ) н е п е Р е с е к а ю т с я ? 

^ 1 ( п | * , * ) = и 1 ^ - + 1 ( п , * , Л , . . . , Р Д (6.7) 

а объединение берется по всем совокупностям ( P i , . . . ,P 5 ) , каждая из 
которых является веером. 

1 9 

В любом R из |Js>2 F% 1+1 ( n ' ^>5) и м е к ) тся по крайней мере две тупи­
ковые прогрессии Pi , P2 длины /t- с разностями из Hij+i(n) такие, что 
Pi и Р2 отбираются в покрытие множества Д, к Е Pi , fc Е Рг> |Pi ПР2| ^ 
2. Согласно (3.7) для выбора Pi имеется менее 2 ^ г _ 1 ^ 2 +i+1)+2 воз­
можностей, а при заданной Pi для выбора Р2 — менее if < /jj возмож­
ностей. Значит для выбора Pi и Р2 имеется менее 

/32(/,-1)(2-ЧЛ-1)+2 
возможностей. Вместе с тем если Р\ и Pi фиксированы, то согласно 
(6.1) эти прогрессии включаются в покрытие менее чем в 

2 n-(2 i - 1 +i+l ) |P iUP 2 |+ l 2 „_i ,5 / i (2 i - 1 +i+l )+ l 
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множеств. Поэтому при п -» оо 

£ | * 5 2
+ 1 ( п Л 5 ) | < /32n-2'-1-J+l-0>5Z,(2<-1

+i+l) 
s^2 

= (используем (6.1) при |1?| = 1) = o(\Fitj(n, &) |2~ 0 ' 2 5 ' 0 ) . (6 .8) 

Далее, при п —>• оо 

£ |jfy+1(n,ifc,«)| < /Jo(l^+i(»)l)2«-((a'-1+i+i)№-i)+2)fe 

(о 
~n ^ с>п„—2 < ( с м . (3.7)) < — 2 n < 2 n n " z . (6 .9) 

Из (6.4)-(6.9) следует, что 
/о 

l^i+lK *)1 + £ l^;+l(n ' *>*)1 = l*i>> *)!(! + °(2°'25/о)). (б.Ю) 
5=1 

Полагая D = {Р\ U . . . U Ps} \ {к} и пользуясь (6.1), нетрудно видеть, 
что 

1*# + 1 (» ,* , -Р1 , . . . , ^ ) | 

= |Я > > + 1 (М) |2 -« 2 < ~ 1 + ' + 1 №- 1 > + 2 > в (1 + o(2-0.25»0))2*,-1+j+l. ( 6 Л 1 ) 

В свою очередь, из (3.7) и леммы 4.2 следует, что число возможностей 
для выбора рассматриваемых совокупностей ( P i , . . . , Ps) равно 

i . 2 ( ( / , - l ) (2- 1 +i+l)+2) S ( l n 2 ) S ( 1 + о ( 2-0,25/ 0 ) ) ( б 1 2 ) 

Пользуясь (6.4), (6.11) и (6.12), имеем 

\F}j-+1(n,k,s)\ 

= i |F l > i + 1(n,fc) |( ln2) s( l + o(2- 0 ' 2 5 /o)) 2 , ' _ 1^. (6.13) 

Подставляя (6.13) в (6.11) и пользуясь (6.10), получаем 

'° 1 
\FhJ+1(n,k)\ J2 f f ( ln2r ( l + o ^ - 0 ' 2 5 ' " ) ) ^ +> 

5 = 0 

= 2 | f i J + 1 (n ,* ) | ( l + o(2-0 '25 'o))2,_1+^ = |Fi j (n,*) | ( l + o(2-°'25/o)), 
т. е. 

l * i j + l ( M ) l = \\Fij{n,k)\(l + о(2-°'25/о)). <6.14) 

Воспользовавшись (6.14), (5.1) и (6.1) при \D\ = 1, получаем соотноше­
ние (6.2). 
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Л е м м а 6.2. Пусть для произвольного к из интервала /о я любых 
рассматриваемых i, j справедливо соотношение 

Pij(n, к) = 2- 2 , _ 1 ->(1 + о(2-°>25/°))2, '~1+ '. 

Тогда для произвольного подмножества D из IQ, \D\ < /Q, справедливо 
соотношение 

Р „ ( п , Д ) = 2-(2*-1+Я|/>|(1 + o{20,25l0)f-4j. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО аналогично доказательству леммы 6.1 и поэто­
му опускается. Отличие состоит лишь в том, что число к всюду надо 
заменить множеством D. 

§7. Доказательство теоремы 1.2 

Согласно лемме 6.1 вероятность того, что некоторое число из слу­
чайного подмножества R С Мп остается непокрытым прогрессиями из 
So,l(n) , . . . ySz2z-i(n), равна 

2~2*(1 + о(2-°'25/°))2* < ( см. (3.2)) < 2-2 1°б1 оеп(1 + о(1)) - log~2 п. 

Поэтому математическое ожидание числа элементов в i2, которые не 
покрыты прогрессиями из указанных множеств, по порядку не превос­
ходит величины n(logn)~2 . Пользуясь этим фактом и известным нера­
венством Р{Х > е} ^ ЕХ/е при е = n(logn)""1'5, видим, что почти в 
каждом подмножестве из Мп двухчленными прогрессиями покрывается 
o(nlog n) чисел. Это означает, что для доказательства теоремы 1.2 
достаточно оценить сверху число прогрессий из 5од(п) , . . . ,SZ 2*-i(rc), 
которые включаются в покрытие случайного подмножества из Мп со­
гласно алгоритму из § 3, и убедиться, что эта оценка меньше 1, бгг/ log гг. 

Пусть Xij •= X{j(R) — случайная величина, равная числу прогрес­
сий из Sij(n), включаемых в покрытие множества i2, и пусть EX,- j — 
математическое ожидание величины Xij. 

Л е м м а 7.1 . Число прогрессий из множеств 5од(п),. •. , Sz 2*-i(n), 
включаемых в покрытие почти каждого подмножества из Мп, при п —* 
оо асимптотически равно ]T}EX tj, где суммирование осуществляется 
по всем рассматриваемым i и j . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р — произвольная прогрессия из Siyj(n) 
такая, что граница Р состоит из двух чисел. Если г = 0 и j = 1, то 
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имеется 2П~'°~2 подмножеств из Мп , в покрытиях которых содержится 
Р из 5од(п). Суммируя по всем прогрессиям из 5o,i(n) и используя 
(3.4), убеждаемся, что 

ЕХод = f t f - ' 0 - 2 / ^ ' 0 * 1 In 2(1 + 0( ln" 2 n)) 
= ( l /2 )n / - 1 ln2( l + 0(ln-"2n)). (7.1) 

Пусть z ^ l n l < j < 21""1. Тогда из леммы 6.2 следует, что имеется 
2 п - ( 2 ' - Ч Л ' . - 2 ( 1 + o ( 2 -0 ,25 / 0 ) ) 2-4 i = 2 n - ( 2 - 1 + » / i - 2 ( 1 + 0 ( ^ - 2 ) ) 

подмножеств из Мп , в покрытиях которых содержится Р из Pij(n). 
Суммируя по всем прогрессиям из Sij(n), с учетом (3.6) и (3.7) убежда­
емся, что 

EXij = п2-(2 <"1 +» /»-2 /-12( /«-1)(2 '"1^')+21п2(1 + 0(1п"2 п)) 

= nl-h'2"1 ~Пп2(1 + 0(1п-2 n)) ~ n/ |-12*-2 '"1- J" In2. (7.2) 
Нетрудно видеть, что при любых рассматриваемых i и j 

EX?,- = ((EX;,,)2 + Е Х . Д 1 + 0 ( l n - 2 n)). (7.3) 
Теперь воспользуемся следующим неравенством Чебышева (см. [7]): 

Е{|Х - ЕХ\ ^u}^ (EX2 - E2X)u-2. 

Полагая X = Xij, u = (1пп)~1/2ЕХ1^ и пользуясь (7.1), (7.2), получаем 

P{\Xitj - EXij\ > (lnn)-1/2EX,- ,•} 

< 0 ( ( lnn ) - 1 ) + 0 ( (EX ! > i ) - 1 l nn ) = ОЦЫп)-1). 
Поэтому 

«>i 
< 0(2 г (1пп) - 1 ) = (см. (3.2)) = o(l). 

Отсюда следует утверждение леммы 7.1. 
Наконец, оценим сверху величину ] T t J E X ; j . Пользуясь (7.1) и 

(7.2), получаем 
z 2 ' - 1 

E E * « \ j ~ г г ^ 1 1 п 2 ( 2 " 1 + Е ] Г 2'~2 ' Х-*) = n^ 1 l n2 ( l+ (3 /4 )+ (15 /32 ) 
• j »'=i i = i 

г 2 - 1 

+ 2~4(1 - 2~8) + 2"п(1 - 2-16) + Ё 2i_2,_1 E 2"0 
i=6 j= l 

< г.гвхбц^ьг < 1,58271/ .̂ 
Теорема 1.2 доказана. 
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