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НЕСТРОГОЕ СУММИРОВАНИЕ ВЕКТОРОВ 
В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ*) 

С. В. Севастьянов 

Рассматриваются конечные семейства векторов на плоскости, сумма ко
торых равна нулю, а норма каждого вектора не превосходит единицы. Кон
структивно доказывается возможность нестрогого суммирования всякого 
такого семейства в выпуклом неограниченном множестве. Применение ал
горитма нестрогого суммирования к трем задачам теории расписаний для 
трех машин позволяет за полиномиальное время вычислять их приближен
ные расписания с оценками точности, не зависящими от числа работ. 

С 1974 г. (см. [1-3]) и до настоящего времени в многооперацион
ной теории расписаний активно развивалось направление, которое мож
но рассматривать как применение метода компактного суммирования 
векторов (КСВ) к построению приближенных и точных алгоритмов ре
шения задач типа flow shop, job shop и open shop [4-9]. Суть задачи КСВ 
состоит в следующем. Пусть в нормированном m-мерном пространстве 
задано конечное семейство векторов, сумма которых равна нулю, а нор
ма каждого вектора не превосходит единицы (такие семейства мы на
зываем s-семействами, где || • ||5 — заданная в пространстве норма). 
Требуется найти перестановку их номеров, в соответствии с которой 
все частичные суммы векторов помещаются в шар минимального ра
диуса. Применение КСВ к задачам типа job shop, flow shop позволило 
установить для них важное свойство локализации оптимумов, соглас
но которому можно эффективно локализовать оптимум любой частной 
задачи внутри интервала, длина которого не зависит от числа работ. 
Отправным пунктом к получению таких результатов послужил резуль
тат Е. Штейница [10], согласно которому всякое s-семейство векторов 
можно просуммировать в шаре, радиус которого не зависит от числа 
векторов, а зависит лишь от нормы и размерности пространства. В по
следующих работах [11-16] рядом авторов ставилась задача нахожде
ния минимального такого радиуса — так называемой функции Штей-
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ница. Были получены верхние оценки этой функции в случае евклидо
вой нормы. Однако в целом задача не получила надлежащего решения. 
Возможно, причиной этого являлось то, что она имела лишь самосто
ятельное значение как интересная математическая задача и не имела 
приложений к другим областям математики, в том числе и к функци
ональному анализу, где она возникла. Актуальность метода компакт
ного суммирования векторов возросла после обнаружения его связи с 
задачами теории расписаний, когда очевидным образом проявилась за
висимость: чем меньше радиус суммирования, тем уже интервал лока
лизации оптимумов. Используя эту зависимость, можно строить эффек
тивные приближенные алгоритмы вычисления расписаний с оценками 
точности, не зависящими от числа работ, при условии, что имеется 
столь же эффективный приближенный алгоритм решения задачи КСВ 
с оценкой радиуса, не Зависящей от числа векторов. Дальнейшие иссле
дования в этом направлении (см. [17-20]) позволили улучшить верхние 
оценки для функции Штейница и построить эффективные приближен
ные алгоритмы решения задачи КСВ. 

Более точный анализ задач теории расписаний показал, что более 
естественной является их связь не с компактным суммированием век
торов в шаре минимального радиуса, а с задачами суммирования век
торов в других областях m-мерного пространства, специфичных для 
каждой конкретной задачи теории расписаний. Кроме того, выявилась 
возможность ослабить требования к алгоритмам суммирования, в связи 
с чем нами вводится понятие «нестрогое суммирование векторов в обла
сти» G. При нестрогом суммировании в G траектории суммирования 
векторов разрешается выходить за область G, но не более чем на один 
шаг подряд. (Противопоставляя нестрогому суммированию, обычное 
суммирование иногда будем называть строгим.) 

В настоящей работе рассматриваются три задачи теории расписа
ний типа job shop: задача Джонсона, задача о сборочной линии и задача 
перекрещивающихся маршрутов (для трех машин). Устанавливается 
их связь с тремя задачами нестрогого суммирования s- семейств век
торов (НСВ1, НСВ2, НСВЗ) в семействах полупространств простран
ства Е ш . Доказывается теорема о существовании и эффективном на
хождении нестрогого суммирования всякого s-семейства векторов в К2 

внутри выпуклого неограниченного множества С, все хорды которого, 
проходящие через начало координат (в дальнейшем называемые О-хор-
дами), имеют длину в норме || • ||5 не меньше единицы (предполагает
ся, что множество С содержит начало координат). Показывается, что 
ослабление (на сколь угодно малую величину) этого ограничения на 
длины О-хорд ведет к тому, что проверка существования нестрого сум
мирования в С становится NP--трудной проблемой в сильном смысле. 
Алгоритм нестрогого суммирования в С используется при нахождении 
решений задач НСВг (г = 1,2,3) с наилучшими оценками функционалов 
в двумерном случае. Это позволяет строить полиномиальные алгорит-
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мы приближенного решения и находить интервалы локализации опти-
мумов для указанных задач теории расписаний в случае трех машин. 
Для задачи Джонсона и задачи о сборочной линии установлена точность 
найденных интервалов. 

§ 1. Нестрогое суммирование 
в неограниченной области на плоскости 

Рассмотрим т-мерное декартово пространство Е т , элементы кото
рого (упорядоченные наборы га вещественных чисел) будем называть 
точками. Компоненты упорядоченного набора, соответствующие точ
ке Р , называются ее координатами, в частности, началу координат 
(точке О) соответствует набор (0 ,0 , . . . ,0), который далее обознача
ется просто 0. Введение линейной структуры естественным образом 
превращает R m в линейное (векторное) пространство. Мы будем ото
ждествлять точку пространства Rm и вектор, ведущий из начала коор
динат в эту точку. Будем также предполагать, что в пространстве Е ш 

определена некоторая норма || • ||5 (для краткости в дальнейшем назы
ваемая 5-нормой). Через В3,т обозначим замкнутый шар с центром 
в начале координат радиуса 1, т. е. В3,т = {# € R m | |И|* ^ 1}. 
Для конечного семейства векторов X = {a?i,... ,хп} С К ш положим 
ВД = E?=i *.•• 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Конечное семейство векторов X = {х\,... , хп} С 
R w называется s-семейством, если X С В3у7П и £ (Х) = 0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть G С Rm , X = { ж ь . . . , х п } с Е ш , 
£(Х) = 0. Будем говорить, что перестановка ж = (TTI,.... , 7ГП) задает 
нестрогое суммирование векторов из X в области G, если при любом 
к = 1 , . . . , п из ж*"1 £ G следует х* G G, где х* = Y^j=\ хж.. 

Будем говорить, что перестановка ж задает нестрогое суммирова
ние векторов из X в семействе областей {G, | г = 1 , . . . , и} (обозначим 
это так: (Х,ж) Е S{G\,... ,GU}), если ж задает нестрогое суммирова
ние в каждой из областей G,-, г = 1 , . . . , г/. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Очевидно, что перестановка ж, задающая нестро
гое суммирование векторов из X в пересечении областей G = flt'-i Ф» 
задает и нестрогое суммирование этих векторов в семействе областей 
{<?,-|* = 1 , . . . , * } . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть С — выпуклое множество и / — прямая в 
Жш. Тогда h = I П С называется хордой множества С. Хорду, проходя
щую через начало координат, назовем О-хордой множества С. 

О-хорду множества С, параллельную вектору х, обозначим через 
hc(x)] через Q{a), а ф 0, обозначим луч, начинающийся в точке О и 
проходящий через точку а. Тогда множество х + Q(a) соответствует 
лучу, идущему из точки х в направлении вектора а. 
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Очевидно, что любая хорда h = / П С выпуклого множества С явля
ется либо отрезком, либо лучом, либо совпадает со всей прямой /. (В 
двух последних случаях длина хорды полагается равной бесконечно
сти.) Ясно также, что в любом выпуклом неограниченном множестве 
содержится по крайней мере один луч. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 (см. [21]). Рецессивным конусом выпуклого не
ограниченного множества С С Rm называется объединение всех лучей 
Q(a) таких, что х + Q(a) С С для любой точки х G С. Такой конус 
будем обозначать через 0 + С. 

Нетрудно показать, что рецессивный конус является выпуклым ко
нусом. (Напомним, что конусом в выпуклом анализе называется множе
ство, замкнутое относительно умножения на неотрицательные числа.) 
Кроме того, если С — замкнутое множество, то конус 0 + С также за
мкнут. 

Все дальнейшие рассмотрения относятся в основном к двумерному 
случаю, т. е. случаю пространства R2. Произвольный ненулевой вектор 
a G R2 определяет левую и правую замкнутые полуплоскости L(a) и 
-R(a), т. е. полуплоскости, лежащие слева и справа от прямой {Ха | А Е 
R} при движении в направлении луча Q(a). Введем обозначения: 

L°(a) = R 2 \ # (a ) , R°(a) = R2 \Z(a); 
L\a) = L°(a) U Q(a), R'(a)q = R°(a) U Q(a). 

Отметим, что выполнены следующие простые свойства ( а ^ 0 , Ь ^ 0 ) : 

L(a) = # ( - a ) , L°(a) = Д°( -а ) ; 
Х ( - а ) = - Х ( а ) , Х ° ( - а ) = - Х ° ( а ) , Х\-а) = - Х ' ( а ) , (X Е {£ ,#}) ; 

а е L(b)<=> Ь 6 Л(о), а 6 L°(b) *=> b е Д°(а), а е L'(b) ^=> Ь е В!(а). 

Легко проверить справедливость следующих трех утверждений. 

Утверждение 1. Если выпуклый конус А С R2 отличен от 
то А целиком содержится в некоторой полуплоскости L(a). 

Утверждение 2. Выпуклый замкнутый конус А С R2 представим 
в виде А = A(a,b) = (L°(a) П R°(b)) U Q(a) U Q(b) при некоторых a, 
a ф 0, и b 6 £(a), 6 ^ 0 , если и только если А отличен от прямой и не 
совпадает с R2. 

На основании утверждения 2, рецессивный конус 0 + С (кроме двух 
оговоренных выше случаев) также будем представлять в виде 0+С = 
A(a9b). 

Ясно, что Л(а, 6) С L(a) Г) i£(6), причем множества в левой и правой 
частях не совпадают лишь в случае a = ЛЬ, А > 0. 
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Утверждение 3. Если а,Ь,сг — ненулевые векторы в R2, Ь Е L(a) 
иае -А(а,6), то Ца)\А(а,Ь) С L(a)\L'{a). 

Теорема 1. Пусть в пространстве Е 2 с нормой s задано выпуклое 
замкнутое неограниченное множество С, содержащее точку О я такое, 
что все его О-хорды имеют длину не менее единицы. Пусть также из
вестен рецессивный конус А = А(а, 6) ф 0 множества С. Тогда для 
всякого s-семейства векторов X = {a?i,... , я п } С R2 существует (и 
находится за 0{nlogn) олерацяя) перестановка ж — (я -! , . . . , 7ГП), зада
ющая нестрогое суммирование векторов X в области С 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится по следующей схеме. Сначала опи
сывается алгоритм для нахождения перестановки ж. Затем устанавли
ваются ряд свойств этого алгоритма (леммы 1-5), из которых непо
средственно следует утверждение теоремы 1. Алгоритм нахождения 
перестановки ж состоит из трех этапов, которые будем называть пред
варительным, начальным и основным. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП. Занумеруем векторы X против часовой 
стрелки, начиная от вектора а. Пусть х\,... ,жп — полученная нуме
рация. 

НАЧАЛЬНЫЙ ЭТАП. Если X П А ф 0 , то в качестве первых j = 
\Х П А\ номеров перестановки ж возьмем номера 1,2,... , j . Получим 
сумму OJ = Yj*i=\ хщ € А, причем ясно, что вся траектория суммирова
ния векторов хЖ1,... , хж- будет лежать в А. 

ОСНОВНОЙ ЭТАП. Последующие номера перестановки ж будут опре
деляться таким образом, чтобы на k-м шаге (к = j , . . . , п) выполнялось 
следующее 

Свойство (f) . Если тгь7Г2,... ?як Уже определены, то множество 
еще не использованных в ж номеров из {1 ,2 , . . . , п} образует связный 
отрезок {зк,зк + 1,... ,рк], pk-sk + l = n-k. 

Пусть свойство (|) выполнено на шаге с номером к < п. Тогда для 
обеспечения этого свойства на последующих шагах этого алгоритма оче
редной (к + 1)-й вектор траектории суммирования будем выбирать из 
двух претендентов: х3]с и хРк, которые для краткости будем обозначать 
xs («successor») и хр («predecessor»); этимология этих обозначений ста
новится понятной из рис. 1. Индекс к при написании суммы ак будем, 
как правило, опускать. 

Принцип выбора очередного вектора прост. Пусть a £ С. Если 
сг + х3 G С, то полагаем 7Гд.-|_1 = sk. Если a + х3 £ С, a + хр £ С, то 
полагаем 7гд.+1 = рк. Наконец, если a + х3 # С и a + хр £ С (из условия 
£(Х) = О £ С следует, что это не может произойти на шаге к = п — 1), 
то полагаем TT^^J = sk, жк^ = Pfc (или наоборот, что не играет роли). 
Если при этом <7£+2 £ С, т о «STOP». Алгоритм описан. 
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Ясно, что алгоритм отвечает требуемой оценке трудоемкости, так 
как сложность исходной нумерации векторов есть 0(пlog n), а последу
ющее построение перестановки ж выполняется за 0(п) операций. 

Для обоснования того, что полученная с помощью такого алгоритма 
перестановка ж обеспечивает нестрогое суммирование в С, достаточно 
доказать, что в алгоритме не возникает ситуации «STOP». 

Это очевидно в случае С = Е2 . Если С ф R2 (следовательно, 
А = 0+С ф Е 2) , то в силу утверждения 1 имеем А С L(a). Если 
А = £(а), то ситуации «STOP» не возникает, поскольку получаемая в 
результате применения алгоритма перестановка 7г = ( 1 , 2 , . . . , п ) задает 
строгое суммирование векторов X в А С С. Пусть имеет место стро
гое включение А С L(a). Обозначим через Х^ = {a;5jb,£5A.+i,... ,Хрк} 
множество векторов из X, не вошедших в сумму сг*. 

Лемма 1. Яа каждом шаге алгоритма (при о ф 0) справедливы 
следующие соотношения: xs G Х(<т)? а^ Е Д(<т). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Просуммировав векторы из X в порядке нуме
рации, установленной на предварительном этапе, получим траекторию 
суммирования, ограничивающую выпуклый многоугольник D (рис. 1). 

Рис. 1. Траектория суммирования векторов семейства X 

В силу свойства (f) на любом шаге алгоритма вектор о = <7£ соответ
ствует хорде этого многоугольника и вместе с векторами из Xj~ обра
зует выпуклый многоугольник JD;, целиком лежащий слева от о при 
а ф 0 (впрочем, это справедливо по отношению к любой стороне много
угольника в силу упорядочения векторов против часовой стрелки), т. е. 
D1 С L(a). Поэтому х3 Е L(a)^ xp G R(cr). Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Яа каждом шаге алгоритма (при о ф 0) выполнены им
пликации a 6 R(a) => х3 G £(а), & е £(а) =Ф> #р Е i2(a). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть a Е #(a) . Если x s Е R2\L(a) = Д°(а), то 
по правилу нумерации векторов и в силу свойства (f) имеем Х^ С R?(a). 
Но тогда a + £(^Jb) ^ 0, что противоречит свойству £ (Х) = 0. Вторая 
импликация доказывается аналогично. Лемма 2 доказана. 
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Л е м м а 3. Если А С L(a), то на любом шаге алгоритма имеем 

a $ -А \{0} . (1) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ А ф L(a) следует А П (-А\{0}) = 0 . По
этому (1) выполняется на любом шаге начального этапа, когда a Е А. 
Предположим, что условие (1) нарушено на k-м шаге основного этапа. 
Тогда a Е -А С R(a) и 

х3 $ А. (2) 
Так как по лемме 1 имеем х3 Е L(a), с учетом (2) и утверждения 3 
выполняется х3 # £'(а)? т. е. xs Е R°(a) U Q ( - a ) . Но тогда, со
гласно правилу нумерации векторов и в силу свойства ( | ) , получаем 
Xj~ С R°(a) U Q(-a). Следовательно, a + E(Xfc) ф 0 , что противоречит 
равенству £ (Х) = 0. Полученное противоречие доказывает лемму 3. 

Пусть С\ = R°(b)\C, C2 = L°(a)\C. Поскольку 

d С R°(b)\A = Д°(Ь)\{(£°(а) П Л°(6)) U Q(a) U Q(6)} 
= R°(b)\L'(a) [ так как - a E 1(b)] 
= J2°(6)\{l/(a) U Q(-a)} = R°(b)\L(a), 

справедливо следующее включение: 

Ci С Я°(а) П Д°(6). (3) 

Аналогично устанавливается включение С2 С £°(а) П L°(b). 

Л е м м а 4. Есля на fc-м шаге алгоритма сгд. Е С, то 

ak + x3 #Cu (4) 
Ĵb + ^p0C2- (5) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть afc+i = ak + ж5 и соотношение (4) нару
шено, т. е. с учетом (3) 

ak+1 € d С Л°(а). (6) 

Ясно, что (fc + 1)-й шаг выполняется не на начальном этапе (когда ak E 
А С L(a) при любом &), а на основном. Следовательно, х3 £ А. Учи
тывая (6) и пользуясь леммами 1, 2, получаем x3Jc+1 E -£(0^+1) Л £(a) = 
A(a, —fffc+i)- Отсюда в соответствии с правилом нумерации векторов 
вытекает, что 

х3 Е A(a, xSk+1) С А(а, -<r*+i) С ВД. (7) 
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Из (6), (7) следует, что 

ак = ак+\ ~ хз € R (а). 

Используя соотношение (7), при некоторых А ^ 0, \i > 0 получаем пред
ставление ж$ = Аа — //<7fc+i = Аа — д ( ^ + х5), или ж5 = (А/(1 + А*))а — 
(///(1 + /х))<т&. Отсюда с учетом а^ G С, a G 0 + С получаем 

îfc+l = ^* + хз G <TkiCTk + хз 
А 

CTL, — а С С, 

что противоречит предположению a^^_i 6 Ci = R°(b)\C. 
Свойство (5) доказывается аналогично. Лемма 4 доказана. 

Лемма 5. Пусть а G С, <т+х3 £ С, а+хр £ С. Тогда <т+х3+хр G С. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ лемм 3, 4 имеем a + х3 & С U C\ U ( -A) . 
Поэтому a + xs G C2. Аналогично, J + ^ G C I . Докажем, что 

<т + ж5 + хр £С\. (8) 

Допустим противное, т. е. 

<т + х3 + хр GCi . (9) 

Обозначим сг1 = <т + х3, (т11 = <т' + хр и докажем, что 

[ а ' , / ] П Л / 0 . (10) 

Так как сг' G Съ С £°(а), согласно лемме 2 хр £ R(a) и согласно 
лемме 1 хр G iZ(<7̂ _j_i). Таким образом, для жр справедливо представле
ние хр = Аа — fJ>(Tk+ii где А ^ 0, // > 0, причем из (9) следует, что /х > 1. 
Отсюда af + (l/fj,)xp = (X/fi)a € АП [<т\<т9% что доказывает (10). 

Из формулы (10) и условий а1 £ С, а" £ С следует, что хорда 
h = {уа1 + (1 - v)crn | v G R} П С строго содержится в отрезке ]а\ сг"]. A 
так как эта хорда замкнута, \\h\\ < \\хр\\ ^ 1. Но, с другой стороны, вся
кая хорда множества С, имеющая непустое пересечение с рецессивным 
конусом этого множества, не короче параллельной ей 0-хорды. Следова
тельно, \\h\\ ^ 1. Полученное противоречие доказывает (8). Аналогично 
устанавливается соотношение 

а + х3 + хр £ С 2 - (11) 

Из (8), (11) и леммы 3 получаем сг + х3 + хр G R2 \ (Ci U C2 U ( -А)) С С. 
Лемма 5 доказана. 
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В силу леммы 5 в алгоритме не возникает ситуации «STOP». Таким 
образом, построенный алгоритм обеспечивает нестрогое суммирование 
векторов X в области С. Теорема 1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В алгоритме мы нигде не пользовались тем, что ко
нус А соответствует совокупности всех направлений, по которым мно
жество С удаляется в бесконечность. Для определения и обоснования 
алгоритма, обеспечивающего нестрогое суммирование в С, достаточно 
иметь хотя бы одно такое направление a £ Rm . 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Для существования перестановки 7г, задающей не
строгое суммирование конкретного s-семейства векторов X = {х\у... , 
хп} в области С, вовсе не обязательно, чтобы длина каждой О-хорды 
множества С была не меньше единицы (в норме s). Достаточно, во-
первых, добиться выполнения этого условия лишь для О-хорд hc(xj), 
параллельных векторам Xj £ X, и, во-вторых, сравнивать | |^с(ж>)||5 
не с единицей, а с ||я^||5. Таким образом, для существования нестрого
го суммирования семейства X в С достаточно, чтобы было выполнено 
условие 

||^с(ж>)|| / ll^jji ^ 1 ПРИ л юбом XJ 6 X, XJ ф О, 
которое не зависит от нормы. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Ограничение снизу (равное единице) на s-норму лю
бой О-хорды множества С в теореме 1 не может быть ослаблено. 

Для обоснования этого замечания мы не ограничимся построением 
соответствующего контрпримера, а докажем более сильный результат, 
из которого следует, что ослабление (на сколь угодно малую величину) 
ограничения на длины О-хорд множества С ведет к тому, что провер
ка существования нестрогого суммирования в С заданного s- семейства 
векторов в этом случае становится NP-трудной проблемой в сильном 
смысле. Это обстоятельство проявляется уже в ситуации, когда все 
векторы из X коллинеарны вектору х Е Rm и ||Лс(я)Н < 1- При этом 
свойство множества С быть неограниченным в каких-то направлениях, 
отличных от #, оказывается несущественным, задача становится, по 
существу, одномерной, и вместо векторов можно говорить о числах. 

Сформулируем задачу распознавания, которую назовем задачей не
строгого суммирования чисел, или НСЧ1. 

Пусть Z — множество целых чисел, Z+ — множество неотрица
тельных целых чисел. Рассмотрим произвольное множество А. Будем 
говорить, что заданы размеры элементов множества А, если определена 
функция s: А —> Z+, ставящая в соответствие каждому элементу a Е А 
неотрицательное число s(a). 
Задача НСЧ1(Л) 

Условие: заданы ЧИСЛО D Е Z+; семейство чисел X = {a?i,... ,жп} С Z 
такое, что \XJ\ < D, Е(Х) = 0; число d Е Z+ такое, что d Е [\D,D). 
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Вопрос: существует ли перестановка ж = (ж\,... , жп) такая, что 

Z J T 1 б [0, d\ V х* € [0, d], при fc = 1 , . . . , п, 

где4 = Е > = 1 ^ ? 

Для доказательства NP-полноты задачи НСЧ1 будет использована 
следующая 

Задача fc-РАЗБИЕНИЕ 

Условие: задано множество А, состоящее из km элементов, число В G 
Z+ я такие размеры s(a) Е Z+ всех элементов a £ А, что В /(к + 1) < 
s(a) < В/(к - 1) и £ а ( Е Л *(а) = ™5-
Вопрос: можно ля множество А разбить на m непересекающихся к-эле-
ментных подмножеств А\,... , Аш таких, что для любого i = 1 , . . . , m 
выполнено соотношение 

Е5(°) = 5? (12) 
a£Ai 

Лемма 6. Задача fc-РАЗБИЕНИЕ является NP-трудяоя в сильном 
смысле при к ^ 3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. NP-трудность задачи в случае к•= 3 доказана 
в [22, с. 124, 283]. Рассмотрим случай к > 3. Проведем сведение задачи 
3-РАЗБИЕНИЕ к этому случаю. 

Пусть в задаче 3-РАЗБИЕНИЕ заданы множество А, состоящее из 
З т элементов, число В £ Z+, которое мы будем называть границей 
множества А и числовое семейство {s(a) 6 Z+ | а Е А}, задающее 
размеры элементов множества А такие, что 

В/4 < 5(a) < В/2, J ^ 5(a) = гаЯ. 

Пусть Л ; — произвольное множество мощности (к—3)т, причем A'flA = 
0 . Сформируем множество А из fcm элементов такое, что А = A U А', 
и определим размеры {5(a) 6 Z+ | a G А}: 

'(«) = { С + ^(а), если a 6 А, 
С + В, если a E А ;, 

где С = (& - 2)2?. Определим в задаче fc-РАЗБИЕНИЕ границу 

В = 5 + ЗС + (fc - 3)(С + 5 ) = (Jb2 - к - 2 )5 = кС + (к - 2 )5 . 
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Предоставляем читателю убедиться в том, что 

В/(к + 1) < s(a) < В/(к - 1) для каждого а Е А;, ^ 5(a) = тпВ. 
аеЛ 

Покажем, что искомое 3-разбиение {Ai, . . . , А т } множества А суще
ствует, если и только если существует fc-разбиение {Ai , . . . , Am} мно
жества А такое, что при каждом i — 1 , . . . , га имеет место равенство 

£ *» = ъ- (13) 
аеА{ 

Действительно, по 3-разбиению соответствующее fc-разбиение строится 
так: множество А1 следует разбить на га произвольных подмножеств 
Ар . . . , А'т мощности к—3 каждое и положить Аг- — Аг-иА -̂, г = 1 , . . . , га. 

Докажем обратное утверждение. Предположим, что задано &-раз-
биение {Ai , . . . ,A m } множества А, удовлетворяющее (13). Положим 
Аг = Аг П А, А̂ - = Аг- П А'. Из определения размеров s(a) следует, что 
если |А|-| < А; — 3, то ^ P I . ^(a) < В ПРИ ЛК)бом Аг мощности к — |А^|, 
а если \А'А > к — 3, то ]П т 3Ta) > J9. Таким образом, при всех г = 
1 , . . . , m выполняется соотношение |Aj| = & —3, что автоматически дает 
3-разбиение {Ai , . . . , Am} множества А, удовлетворяющее условию (12). 

Поскольку при фиксированном к длины записей входной информа
ции задачи fc-РАЗБИЕНИЕ и исходной задачи 3-РАЗБИЕНИЕ по по
рядку равны, лемма 7 доказана. 

Теорема 2. При любом А Е (0,1) задача, НСЧ1(А) является NP-пол-
ной в сильном смысле. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть задано число А Е (0,1). Предположим, 
что при к — [(1 —А)-1] +1 заданы входные данные (кратко, вход) задачи 
^-РАЗБИЕНИЕ, т. е. число В Е Z+ и такие размеры s(j) элементов 
множества А = {1 ,2 , . . . , &га}, что ^2j£AsU) = Вт и В /{к + 1) < 
s(j) < В/(к — 1). Зададим вход задачи НСЧ1(А): 

n = (k + 2)m, l= \(1_X)2B]I B' = IB, d=B'; D = А 

xj= < 

[ s(j)l при j E А (А-числа); 
В — d = /3 при j E {km + 1 , . . . , km + m} (/3-числа); 
—D == 7 при j E {(& + l)ra + 1 , . . . , n} (7-числа). 
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Нетрудно убедиться, что определенный таким образом вход удовлетво
ряет уЛювию задачи НСЧ1(А). Кроме того, при любом j G А выполня
ется неравенство 

Xj < ft. (14) 

Действительно, так как XJ < В1 /(к - 1) при j G А, достаточно устано
вить, что ft = [В1/AJ - В* ^ В1 /{к - 1). Для этого (с учетом определе
ния к) достаточно доказать неравенство 

A-^-i-tf^ai/a-A)!)^ 
или 

^ > (А"1 - 1 - (Г1/(1 - АЛГ1)-1. 
Последнее вытекает из неравенства 

В' > А(1 - А)"2 = (А"1 - 1 - (1/(1 - А))" 1 )" 1 . 

Покажем далее, что искомая перестановка ж в задаче НСЧ1(А) суще
ствует, если и только если в задаче ^-РАЗБИЕНИЕ существует такое 
разбиение {А\,... , Ат} множества А, что 

] Г s(i) = В, j = 1 , . . . ,m. 
i€Aj 

Если разбиение {Ai , . . . , A W } , удовлетворяющее указанному свой
ству, существует, то перестановку ж определяет последовательность но
меров 

А\Р\~1\А2$г1г • • • Amftmq/mj 

где А{ — любая перестановка номеров из множества A,-, (/?i, . . . , ftm) — 
любая перестановка номеров /?-чисел, (7ъ • • • > 1т) — любая перестанов
ка номеров 7-чисел. Очевидно, что перестановка ж — искомая в задаче 
НСЧ 1(A). 

Пусть теперь перестановка ж задает нестрогое суммирование чисел 
{ # 1 , . . . , хп} в отрезке [0, d]. Последовательно соединив звеньями лома
ной точки, соответствующие суммам #£,#£.,. . . ,ж£, получим замкну
тую траекторию суммирования. Звенья, порожденные i~,ft- и Л-числа-
ми, будем называть 7-, ft- и А-зееньями соответственно. 

Для всякого 7-числа хТ^ ровно одна из двух сумм #£"" , xJ
T (только 

одна из концевых вершин 7-звена) лежит в отрезке [0, d], причем точно 
на его границе, т. е. совпадает либо с 0, либо с d. В противном случае 
расстояние от другого конца 7-звена (обозначим его через х\ ) до отрез
ка [0, d] превосходит D — d = ft и нестрогое суммирование невозможно. 
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Таким образом, расстояние от х\ до [0,d] в точности равно /3. Поэтому 
•* 

в случае j * = j — 1 (т. е. при xJ
w = D) ввиду (14) число х-к.__1 является 

•* 
/3-числом, а в случае j * = j (когда, как легко понять, х\ — d - D) 
таковым является число жх.+1. В обоих случаях вершина траектории 
суммирования, совпадающая с суммой х\ , инцидентна паре звеньев, од
но из которых является 7-» а другое /3-звеном. Таким образом, каждое 
7-звено инцидентно хотя бы одному /3-звену. 

Покажем теперь, что каждое /3-звено не может быть инцидентно 
двум 7"звеньям. Допустим противное, т. е. xWj = /3, а?т._1 = 7, 
xWj+l = 7- Тогда если ж£~ ^ [0,d], то #£ = 0, х* — -D и нестрогое 
суммирование в [0,d] невозможно. Если же а?£ ^ [0,d], то ж̂ - = D 
(следовательно, #х,_2

 == /?)> хк~ = 0, ж* = /3, ж£ = /3 — D < 0. Поэто
му ж£ = d — D, Жтг̂ з = /3, ж^ = 0. (Отсюда получаем соотношение 
х3

ж = /3 — D = d — D, т. е. /3 = d, и D = 2d.) Отрезок траектории из пя
ти звеньев (от # т . 2 до жт,.+2) начинается /3-звеном в вершине х£~ = d и 
кончается /3-звеном в вершине 0. Поэтому крайним /3-звеньям не могут 
быть инцидентны другие 7" з в е н ья (предшествующие звену жт._2 или 
следующие за х^+2)* Удалим из траектории суммирования все такие 
пятерки звеньев. В каждой из них содержится три /3- и два 7-звена. В 
оставшейся (несвязной) части траектории количество /3-звеньев будет 
строго меньше количества 7-звеньев; при этом каждое 7 " з в е н о инци
дентно одному или двум /3-звеньям, а каждое /3-звено — не более чем 
одному 7-звену. Но это невозможно, так как в двудольном 7~/3-графе 
инцидентности суммы степеней в обеих долях должны совпадать. 

Из этого свойства также следует, что каждое 7-звено инцидентно 
в точности одному /3-звену, а каждое /3-звено — точно одному 7~звену. 
Таким образом, в траектории суммирования все 7- и /3-звенья объеди
нены в га непересекающихся пар, промежутки между которыми запол
нены Л-звеньями, что дает разбиение множества Л на га подмножеств 
Л ь . . . , Л ш . Так как каждая 7~/3-пара начинается в вершине d и конча
ется в вершине 0, то сумма Л-чисел из каждого множества Лг в точности 
равна d, т. е. разбиение { Л ь . . . , Л ш } является искомым для исходной 
задачи ^-РАЗБИЕНИЕ. 

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что 
при любом фиксированном А величина к является константой, а длины 
записей входной информации задачи НСЧ1(А) и задачи ^-РАЗБИЕНИЕ 
по порядку равны. Отсюда следует полиномиальность процедуры све
дения. Теорема 2 доказана. 

Из теоремы 2 следует, что если в теореме 1 ограничение ||Лс(ж)|| ^ 1 
заменить на ||Лс(ж)|| ^ 1 ~~ е ПРИ произвольном е > 0, то происходит 
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качественное изменение сложности задачи о нестрогом суммировании 
в С заданного семейства векторов. Именно, справедливо 

Следствие 1. Пусть задано число A G (0,1), я пусть в простран
стве R2 с нормой s задано выпуклое замкнутое неограниченное мно
жество С, содержащее начало координат. Если длины (в норме s) всех 
О-хорд множества С не меньше А, то проблема распознавания существо
вания нестрогого суммирования в С произвольного s-семеиства векто
ров является NP-трудяоя в сильном смысле. 

§ 2. Три задачи о нестрогом суммировании векторов 

В приложениях метода нестрого суммирования векторов к задачам 
теории расписаний важную роль будут играть две специальные нормы s 
и s. Определим эти нормы, задав в пространстве R m соответствующие 
единичные шары с центром в начале координат, а именно: 

г м 1 2 

2?5,m = {*eRw| | J > W < 1 , 
1=11 

Bs,m = {х е 

при любых i i , %2 : 1 ^ г*1 ^ %2 ^ тп \, 

Г | | * ( i i ) | 0 , K i i ) - * ( i 2 ) K l 

при любых i'i, %2 : i'i, %2 = 1 , . . . , га}, 

где х = (ж(1),.. . , х ( т ) ) . Вид этих шаров в пространстве R2 показан на 
рис. 2. 

У| 

\ ° 

1 

V В 1 2 

X 

В12 

Рис. 2. Единичные шары норм 1 и 7 в R 
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Как видно из рис. 2, шары норм s и s аффинно подобны в R2. Это 
верно и в произвольном пространстве Rm . Действительно, линейное 
отображение / : R m —• Rm , переводящее шар Рз )Ш в шар Р|,т> задается 
системой f(x) = Рж, где F — (m x т)-матрица, элементы которой на 
главной диагонали и ниже равны единице, а остальные — нулю. 

Из аффинного подобия норм ёж s следует, что их функции Штейни-
ца равны, а некоторые задачи о суммировании s-семейств векторов (в 
частности, задача КСВ) полиномиально эквивалентны. 

Для любого вектора a Е Rm и числа A G R определим полупростран
ство Р(а, А) = {х 6 R m | (а,ж) < А}, где (а, ж) = YALI а(г)ж(г). Пусть 
е{ — г-й орт пространства Rm . Введем обозначение 

Рг(А) = P(et-, А) = [х G R m | x(i) < A}. (15) 

Сформулируем три задачи о нестрогом суммировании векторов в семей-
ствах полупространств. 

Задача НСВ1. Для заданного s-семейства векторов X = {х\,... , 
хп} С R m требуется найти перестановку ж = (тгь. . . ,7гп) я набор ве
щественных чисел Ь = (/3i,.. ./?ш), которые удовлетворяют условию 
(X, 7г) £ 5{Pi( /?i) , . . . , Рт(Рт)} и минимизируют функционал 

m 

i = i 

Задача НСВ2. Для заданного s-семейства векторов X = {a?i,... , 
хп} С R w требуется найти перестановку ж = (TTI , . . . ,7ГП) и набор ве
щественных чисел b = (/Ji, . . . ,/?m), которые удовлетворяют условию 
(X, 7г) £ 5{Pi( /?i) , . . . , Pm(/?m)} я мяяямязяруют функционал 

02(b) = max /?.-. 
i= i , . . . ,m 

Задача НСВЗ. Пусть {ei,e2} — каяояяческяя базяс в простран
стве^? иа\ = ei, а2 = €2, аз = в2~ei, а4 = ei~e2. Тогда для заданного 
s-семейства векторов X = {жх,... ,жп} С R2 требуется найти переста
новку ж = (я*!,... ,7ГП) я набор вещественных чисел b = (/?i,. . . ,^4), 
которые удовлетворяют условию (Х,7г) £ S{P(ai , /? i ) , . . . ,Р(а4?/?4)} и 

мяяямязяруют функционал 

^3(Ь) = тах{/31+/?з,/32 + /?4}. 

Далее ограничимся рассмотрением задач НСВ1 и НСВ2 при m = 2. 
(Задача НСВЗ по постановке относится к двумерному случаю.) 
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Пусть V{ обозначает количество областей нестрогого суммирования 
в задаче НСВг. Таким образом, v\ = v2 = 2, v$ = 4. Рассмотрим выпу
клые множества С,(6), являющиеся пересечением областей нестрогого 
суммирования в каждой из задач НСВг: 

4 
Ci(b) = С2(Ь) = Pi(/?i) П P2(fa)i С3(6) = П P(ai90i). 

•=1 

Легко устанавливается следующее свойство множеств С,-. 

Лемма 7. Для любых чисел fa G Д+ , образующих наборы У = 
(fa,fa)>b" = (fa,fa,fa,fa)> и любой О-хорды he множестваС Е {Ci(6'), 
^(^О^^зС^')} справедливы оценки 

1СХ{Ъ') „>Pl+fa\ 
lC2{V) >(Vfa + Vfa)2; 

гС3(Ь") > min{/?3 + fa, A + /?3, fa + fa, fa+fa + 2y/fafa}-

Доказательство предоставляется читателю. 
Если в лемме 7 в каждом из трех соотношений выбрать значе

ния параметров /3j 6 К + , обеспечивающие выполнение неравенства 
11̂ С,(Ж)11 ^ 1 ПРИ в с е х х £ ^ 2 ? т о с учетом теоремы 1 получим возмож
ность нестрогого суммирования всякого s-семейства Х в области С\(Ь) 
при 6 = (fa, fa), fa > 0, fa > О, fa + fa = 1, всякого 5-семейства X в 
области С2(Ь) при b = (fa, fa), fa = fa = 1/4, и в области Сз(&) при 
Ь = (fa, fa, fa, fa), fa = fa = fa = fa = 1/2 соответственно. С учетом 
замечания 1 (см. § 2) получаем следствия теоремы 1. 

Следствие 2. Существует алгоритм трудоемкости O(nlogn), на
ходящий приближенное решение задачи НСВ1 в случае m = 2 с неулуч
шаемой оценкой в\(Ь) ^ 1 = #2. 

Следствие 3. Существует алгоритм трудоемкости O(nlogn), яа-
ходящий приближенное решение задачи НСВ2 в случае m = 2 с неулуч
шаемой оценкой 62(b) < 1/4 = #2-

Следствие 4. Существует алгоритм трудоемкости O(nlogn), на
ходящий приближенное решение задачи НСВЗ с неулучшаемой оценкой 

Отметим еще одно свойство, вытекающее из доказательства тео
ремы 1. Из лемм 3 и 4 следует, что в тех случаях, когда при работе 
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алгоритма (см. доказательство теоремы 1) частичная сумма вынуждена 
покинуть на один шаг множество С (ситуация леммы 5), мы можем, по 
своему выбору, оставить ее в С2, выбрав #тг*+1 = xs, или в Cj , выбрав 
хЖк^г = Хр. Таким образом, всегда выбирая в такой ситуации вектор #5, 
мы получаем такое нестрогое суммирование в С, которое является стро
гим по отношению к области С U C<i С С U L(a). Аналогично, выбирая 
вектор Жр, получаем строгое суммирование в области C\JC\ С C\JR(b). 
Применительно к задачам НСВ1, НСВ2 это дает следующий результат. 

Следствие 5. При решении задач НСВ1 и НСВ2 алгоритм, по
строенный при доказательстве теоремы 1, позволяет находить такое 
нестрогое суммирование s-семейства векторов в паре областей {Pi(bi), 
^2(^2)}? которое является строгим по отношению к одной из них (по 
нашему выбору). 

Конкретизируя это следствие для задачи НСВ1, получаем утвер
ждение, которое оказывается полезным при конструировании расписа
ний. 

Следствие 6. Для любых /?ь/?2 G R + , /?i + /?2 ^ 1? я любого 
s-семейства векторов {х\,... ,жп} С К2 можно указать алгоритм тру
доемкости O(nlogn) для нахождения перестановок ж1 = (тг^,... ,7Г^) Я 
7г" = (я-",. . . , 7г[[) таких, что 

xbin{a:Jr1(l),a:*/(l)} < ^ 1 , з*,(2) < & , fc=l,...,u; 

m i n { ^ 1 ( 2 ) , 4 „ ( 2 ) } ^ / ? 2 , а £ / / ( 1 ) < 0 ь fc=l,...,n, 

где ж^ = 2-^'=1 жтг; • 

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Определим для х е R m норму Soo следующим обра
зом: ||я||в = п1аХ|-1>ф#.>т|а?(|)|. Тогда всякое 5-семейство является в 
то же время и s^-семейством. Поскольку длина любой О-хорды мно
жества Ci(b) в норме SOQ оценивается снизу той же величиной /3\ + /?2> 
следствие 6 обобщается на 5^-семейства векторов. 

Вернемся к следствиям 2-4. Отметим, что неулучшаемость сформу
лированных в них оценок понимается как их неулучшаемость не только 
для алгоритма, описанного в доказательстве теоремы 1, но для любого 
алгоритма. Утверждение о неулучшаемости оценок не следует из те
орем 1, 2 и нуждается в отдельном доказательстве. В самом деле, из 
следствия 1 вытекает невозможность для каждой из задач НСВг (г = 
1,2,3) и любого е > О нестрогого суммирования в пересечении областей 
{P(afc,/?fc)} с гарантированным значением функционала 0,-(Ь) ^ 0* — е. 
Но отсюда не следует невозможность нестрогого суммирования в се
мействе этих областей. Тем не менее, удается не только доказать не
улучшаемость оценок в следствиях 2-4 при решении задач НСВг, но и 
установить NP-полноту соответствующих задач распознавания. 
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Пусть задано произвольное число А £ (0,1). Сформулируем три 
задачи на распознавание, которые назовем НСВг (А) (г = 1,2,3). 

Задача НСВг (А) 
Условие: заданы число D £ Z+ и семейство X = {a?i,... ,хп} С Z m 

такие, что Е(Х) = 0, ||а^|| ^ D при Xj £ X. 
Вопрос: существуют ли перестановка ж = (7ri,... ,7ГП) И вектор Ь = 
(/?!,. . . ,Д,,) такие, что (Х,тт) е 5 { Р ( а ь Л ) , . . . , Р ( а ^ , ^ . ) } я ВД < 
А0?£>? 

Под нормой вектора в каждой из задач НСВг (А) понимается норма, 
определенная в задаче НСВг. 

Теорема 3. При любом А £ (0,1) каждая из задач НСВг (А) 
(г = 1,2,3) является NP-яоляоя в сильном смысле. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вектор x G l 2 для задачи НСВг назовем век
тором с критическим направлением, если для любого Ь Е (R+)1'* из 
#i(6) < 0* следует ЦЛфшООИ < 1 по норме, определенной в задаче НСВг. 
О-хорду hQ^\(x), определенную для вектора х с критическим напра
влением, также будем называть критической О-хордой. Нетрудно убе
диться, что критическими являются О-хорды /&Ci(el ~~ e2)? h(j2(e\ — е2) 
и hc3(e\), поскольку 

\Ы(е1--е2)\\ё = (31+(32 = 01((3), 
\\hc2(ei - е2)|Ь = 2/?! + 2/?2 < 4тах{/? ь /?2} = 402(Ь), 
\\Нс3(ег)\\. = min{/?! + /?з,/?4 + /?з} < А + & < *з(Ь). 

Для доказательства NP-трудности задач НСВг нам вновь достаточ
но рассмотреть лишь семейства коллинеарных векторов (параллельных 
критической О-хорде соответствующего множества С,-). Поэтому фак
тически речь будет идти о задачах нестрогого суммирования чисел. Эти 
задачи, как будет видно из последующих их формулировок, отличаются 
от рассмотренной ранее задачи НСЧ1. 

Задача НСЧ2. Для заданного (четного) числа В' £ Z+ я семей
ства чисел Z = {z{ | t = l , . . . . , n} С Z, Ц ^ ) = 0, требуется найти 
перестановку к = (TTJ, . . . , 7гп) такую, что для любого к = 1 , . . . , п 

изг*-1 > В*/2 следует z\ ^ В1/2, 

из**""1 < -В'/2 следует z\ > -Bf/2. 

Задача НСЧЗ. Для заданного числа В1 6 Z+ я семейства чисел 
Z = {z%; | г = 1 , . . . , п} С Ъ, £(Z) = 0 требуется найти число a 6 [—В1,0] 
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я перестановку ж — (7ri,.. . , 7ГП) такие, что для любого к — 1 , . . . , п 

из z j " 1 > а + В1 следует z\ ^ а + Б ' , 
з£ < а следует zT ^ а. 

В обеих задачах речь идет о нестрогом суммировании чисел в от
резке [а, а + В1]. Но в отличие от задачи НСЧ1 нестрогое суммирование 
должно выполняться независимо для верхней и нижней границы отрез
ка (что, в принципе, дает возможность траектории суммирования во
обще не иметь вершин в данном отрезке, кроме начальной и конечной). 
Кроме того, в задаче НСЧ2 этот отрезок фиксирован, а в задаче НСЧЗ 
задана лишь его длина. 

Пусть задано число А Е (0,1). Положим t = ofl-A4! , к = 2% + 1 и 
к каждой из задач НСВг(А) будем сводить (через промежуточную ин
станцию НСЧ2 или НСЧЗ) уже известную iVP-полную в сильном смы
сле задачу fc-РАЗБИЕНИЕ при определенном выше к. (Очевидно, что 
ОЗ.) 

Пусть задан вход задачи fc-РАЗБИЕНИЕ, т. е. число В Е Z+, мно
жество А = { 1 , . . . , km} и размеры s(i) E Z+ всех элементов г Е А такие, 
ч т о T,ieA 5 ( 0 = Втпж 

В < 5 ( 0 < Т Г ^ Т г (1 6) 

Положим п = km + Зга + 3 + 2/, В1 = 2*5, D = \В'/Х]. Тогда семей
ство чисел Z = {z i , . . . , zn} для задачи НСЧ2 определяется следующим 
образом: 

( s(i) -2t, i = 1 , . . . , km 
(А-числа); 

[(D - B')/2\ = a', i = km + 1 , . . . , (k + l)ra + 1 
(а'-числа); 

\(D - B')/2] = a", i = (fc + l)m + 2 , . . . , (k + 2)m + 2 
(а"-числа); 

-D = 7, г = (к + 2)ra + 3 , . . . , (к + 3)m + 3 
(7-числа) 

В1 = 6, i = (fc + 3)m + 4 , . . . ,гг 
(£-числа). 

Семейство чисел Z' для задачи НСЧЗ получается из Z удалением всех 
<$-чисел и по одному а'-, а"- и 7-числу. 

Zi = < 
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Нетрудно убедиться, что в обоих случаях |z,-| < D при каждом г и 
]Г Zi = 0. Кроме того, по определению t имеем 

Z{ < В < а для каждого t Е А. (17) 

Покажем, что задачи НСЧ2 и НСЧЗ имеют положительное решение 
при заданном числе В* и семействе чисел {z^} если и только если в за
даче fc-РАЗБИЕНИЕ существует разбиение {А\,... , Ат} множества А 
такое, что 

^ в(<) = В, j = 1 , . . . ,га. 

Если существует такое разбиение {Ai , . . . , A m } , то искомые пере
становки 7г2, 7Г3 в задачах НСЧ2, НСЧЗ определяются последовательно
стями номеров 

тг2 = (6i • • • ^a ' /7l « i ^ l « 2 72^2^2 • • • 

« m T m a m ^ m t t m + i T m + l t t m + l ^ + l * * '*2t)> 

Я"3 = ( « 1 7 1 ^ 1 ^ 1 ' " •«mTmtt 'mlm) , 

где 
At — любая перестановка номеров из множества At; 
(у>1, • • • •> Vm+l) — любая перестановка номеров <£>-чисел, у> £ {а/, а", 7}; 
(#1 , . . . , ̂ 2<) — любая перестановка номеров <5-чисел. 

Ясно, что перестановка 7Г2 задает такое нестрогое суммирование 
чисел Z в отрезке [—Bt,Bt], которое требуется в задаче НСЧ2, а пе
рестановка 7г3 — суммирование чисел Z' в отрезке [—В',0] для задачи 
НСЧЗ. Для каждой из двух задач докажем обратное утверждение. 

Пусть некоторая перестановка 7г задает нестрогое суммирование чи
сел Z в отрезке [—BtyBt]. Как и в задаче НСЧ1 последовательно соеди
ним частичные суммы z\,... , z% звеньями ломаной и будем говорить о 
траектории суммирования. Поскольку каждое 7-звено превосходит дли
ну отрезка [—Bt, Bt] на о! + ап и согласно (17) а'-, а"-звенья суть самые 
длинные звенья, идущие в положительном направлении, для обеспече
ния нестрогого суммирования в отрезке длины В1 необходимо, чтобы ка
ждое 7-звено было инцидентно хотя бы одному а"-звену. (Если а! = а", 
то нам не важно, какие из них считать а"-звеньями.) А поскольку чи
сло 7-звеньев совпадает с числом а"-звеньев, каждое 7-звено инцидент
но точно одному с/'-звену и точно одному а'-звену. (Снова если о! = £, 
то а'- и £-числа взаимозаменяемы.) Таким образом, а'-, а"- и 7-звенья 
объединяются в т + 1 троек, промежутки между которыми в траекто
рии суммирования заполняются А- и ^-звеньями. А поскольку каждая 
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тройка aj ;7iai начинается в точке Bt = а + 5 и заканчивается в точ
ке а = —Bt, суммарная длина звеньев каждого промежутка в точности 
равна В'. Покажем, что все ^-звенья содержатся в одном промежут
ке, которому принадлежат начальный и конечный отрезки замкнутой 
траектории суммирования. 

Действительно, начальный отрезок [О, В1 /2]. траектории заполнен, 
как известно, А- и ^-звеньями. Из (16) и (17) следует, что суммарная 
длина любых t + 1 таких звеньев превосходит Bt, а длина любых / 
из них не превосходит Bt, причем эта длина равна Bt, если и только 
если все звенья являются <$-звеньями. Аналогично, конечный отрезок 
[—В*/2,0] траектории тоже заполнен t ^-звеньями, что и доказывает 
наше утверждение. 

Таким образом, все остальные промежутки между тройками запол
нены только А-звеньями, что дает искомое разбиение в задаче &-РАЗ-
БИЕНИЕ. 

Пусть теперь в задаче НСЧЗ перестановка ж задает нестрогое сум
мирование чисел Z1 в некотором отрезке [а, а + В1]. Тогда аналогично 
получаем объединение а'-, а"- и 7-звеньев в га троек, га промежутков 
между которыми (каждый длины В1) заполнены только А-звеньями, что 
и дает искомое разбиение {А\,... , A m } . 

Теперь по семействам чисел Z и Z* в задачах НСВг(А) определим 
семейства векторов Хг: 

Х1 = {XJ = (ZJ,-ZJ) | ZJ G Z1}, \\xj\\~ < D при XJ G Xr, 

X2 = {XJ = (zj,-zj) I ZJ G Z}, ||ж;-||. < 2D при XJ G X2; 

X 3 = {XJ = (^ ,0 ) | ZJ G Z% \XJ\. ^ D при XJ G X3 . 

Убедимся, что решения задач НСВ1 и НСВЗ со значениями 9{(b) ^ X9*D 
существуют, если и только если имеется решение задачи НСЧЗ, и су
ществует решение задачи НСВ2 со значением 02(b) ^ 2X6^, если и 
только если имеется решение задачи НСЧ2. 

Пусть в задаче НСЧЗ имеется перестановка 7Г, задающая нестрогое 
суммирование чисел Zf в некотором отрезке [а,а + В1], a G [—Б',0]. То
гда в задаче НСВ1 эта же перестановка задает нестрогое суммирование 
векторов Х\ в паре областей {Р\(а + В1),Р2(—а)} со значением функ
ционала в\(Ь) = В' ^ XD = X9\D, а в задаче НСВЗ она обеспечивает 
суммирование векторов Х$ в областях {Р(аг-,/Зг) | г = 1 , . . . ,4} при /3\ = 
/34 = а + В', /?2 = /?з = -« • При этом получаем 03(Ь) = В' ^ XD = XO^D. 

Обратно, пусть имеется решение задачи НСВЗ (вектор b и переста
новка 7г) со значением в^(Ь) ^ XD. Так как все векторы из Хз име
ют целочисленные координаты, очевидно, существует и целочисленное 
решение b задачи НСВЗ с не худшим значением функции 0^(Ь), т- е-
03(Ь) < LA£)J = в'- Следовательно, ||Лс3(в1)||- < В' 

и перестановка ж 
является решением задачи НСЧЗ. К такому же выводу приходим из 
существования решения задачи НСВ1 со значением 9\(Ь) ^ XD. 
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Зависимость между задачами НСВ2 и НСЧ2 проверяется аналогич
но. Для завершения доказательства NP-трудности задач НСВг(А) до
статочно заметить, что при любом фиксированном А 6 (0,1) размер 
входа задачи НСВг(А) совпадает по порядку с размером входа задачи 

. fc-РАЗБИЕНИЕ. Наконец, NP-полнота задач НСВг(А) следует из того, 
что при ограниченных сверху значениях функционалов 0t(6) проверка 
существования подходящего вектора 6 сводится к перебору конечного 
числа вариантов. Теорема 3 доказана. 

В следующем параграфе мы рассмотрим приложение этих резуль
татов к задачам теории расписаний. 

§ 3. Три задачи теории расписаний 

Сформулируем общую задачу составления расписания, частными 
случаями которой являются рассматриваемые ниже задачи. 

Задача G. Имеется множество машин М = { 1 , 2 , . . . , тп} и мно
жество работ Л / " = { 1 , 2 , . . . , п } . Каждая работа j состоит из m опера
ций О3 = {o3

v . . . , oJ
m}, причем операция о\ выполняется на машине г, 

1 < г ^ т. Яа каждом множестве О3 задано отношение частичного по
рядка —•; запись о1 —• оп означает, что операция оп может выполняться 
лишь после завершения операции о1. 
Предполагаются выполненными следующие условия: 
— При любых i,j известна длительность tji операции о\. 
— Операции неразрывны, т. е. начав выполняться в момент sji, опе

рация выполняется в течение всего интервала Ij{ = [sji,Sji + tji). 
— Выполнено свойство (•): 

Для любой машины % Е М и любых работ j , j ' E Л/" 
интервалы Iji,Ij/j не пересекаются. 

Требуется найти расписание S = {sji ^ 0 | j € N, i E M} выполне
ния работ на машинах, удовлетворяющее перечисленным выше огра
ничениям и такое, что величина T(S) = maxy ,-(^js- + tji) (традиционно 
именуемая «длиной расписания») принимает минимальное значение. 

Далее мы рассмотрим задачу Джонсона (иначе — flow shop, или FS), 
задачу о сборочной линии (СЛ) и задачу перекрещивающихся маршру
тов (ПМ). В рамках общей задачи G эти три задачи отличаются лишь 
частичными порядками на множествах 0J, что задает различную тех
нологию выполнения работ j E N. 

Задача FS. В условиях задачи G требуется найти расписание ми
нимальной длины, если на каждом множестве операций О3 частичный 
порядок задан соотношениями о\ —> ol —• • • • —• о3

т. 
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Задача С Л . В условиях задачи G требуется найти расписание ми
нимальной длины, если на каждом множестве операций О3 частичный 
порядок задан соотношениями о\ —• oJ

m, при i = 1 , . . . , га — 1. 
Задача ПМ. В условиях задачи G при m = 3 требуется найти 

расписание минимальной длины, если все множество работ есть объ
единение множеств работ двух типов: AT = Af\ U A2, я для каждой 
работы j частичный порядок на множестве О3 задан соотношениями 
°1 ~~* °2 ~* °3 Я Р Я J' ^ М я °2 ~* °1 "^ °3 п ^ и 3 е ^ 2 -

Из свойства (•) задачи G следует, что на каждой машине г, г = 
1 , . . . ,га, работы выполняются в некоторой последовательности 7гг = 
( * •{ , . . . , < ) . 

-Г 
1 

°2 

i 

i 
*£ 

—-> 

— У 

- • • • 

• - - Г " 
I 

• - *2** 

1 

1 
• - *го" 

Р и с . 5. Сеть GTT 

Решения задач FS и СЛ мы будем искать в классе так называемых 
перестановочных расписаний, т. е. таких, в которых все перестановки 
{7гг | i = 1 , . . . ,га} совпадают. Тем самым, расписание задается един
ственной перестановкой работ 7г. В таком расписании схема отношений 
предшествования на множестве всех операций задается отношениями 
о*1 -+ о р — • . . . - » oJn, i G M, и отношениями на множествах О3, 
j G ЛЛ По этой модели естественным образом строится сетевая мо
дель GTT типа «операции»-«вершины», в которой операциям множества 
О — Uj£j\f03 соответствуют вершины сети, а дуга из вершины о1 в вер
шину о" задает отношение предшествования о1 —• о" на паре операций 
{о1,о"}. Ясно, что для точного отражения в сетевой модели G^ всех 
отношений предшествования на множестве О достаточно ограничить
ся дугами, не являющимися транзитивными замыканиями других дуг 
сети. (Пример такой сети Gw для задачи FS показан на рис. 3.) Наи
более раннее расписание в сети GT будем обозначать SV. Как известно 
из сетевого планирования, длина расписания SV, удовлетворяющего GWj 

2 

1 

1 
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равна сумме длительностей операций в критическом пути (т. е. пути 
наибольшей длины) в сети G^. Отсюда и из вида сети GT нетрудно 
получить формулу длины расписания ST для задач FS и СЛ соответ
ственно: 

hi &2 п 

Г ( 5 » ) = max (У]*хЛ +У\ **,-2 + • • • + У " *».-т), 

A: n 

. 7 = 1 j = * 

А: Л;—1 

= шахтах ( ] Г ^ - ^ txjTn) + M. (19) 
i=i i=i 

Введем следующие обозначения: 

M,- = /^^ ' t ? ^f — шах М,-, К = max/ji. 
j , * 

Из свойства (•) задачи G следует, что длина T(S) любого расписания S 
удовлетворяет неравенству 

T(S) > М. (20) 

Длину каждого из получаемых приближенных расписаний мы будем 
оценивать сверху величиной вида М + <рК, где К = таху^/у,- выступа
ет в роли коэффициента пропорциональности всех параметров задачи, 
имеющих размерность времени: Sj{, T(S), M,- и др. (Без ограничения 
общности далее можем считать, что К = 1.) Ввиду (20) для получае
мого расписания S справедлива следующая верхняя оценка его относи
тельной погрешности: 

T(S) - T(5 o p t) у 

гад * м- ('1J 

Ясно, что если какой-то алгоритм гарантирует оценку вида (21) с 
величиной у>, не зависящей от тг, то при неограниченном росте величи
ны М с ростом тг (а это является естественным допущением, посколь
ку М есть сумма длительностей тг операций) получаем асимптотиче
скую оптимальность алгоритма на последовательности входов данной 
задачи при растущем числе работ п и ограниченном числе машин га. 

В дальнейших выкладках будем считать, что 

Mi = М, t = 1 , . . . ,га. (22) 
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Если это не так, т. е. М,- < М для некоторого г, то мы можем добиться 
равенства (22), увеличив длительности отдельных операций машины г 
и сохраняя неизменными величины М и К. (Трудоемкость процедуры 
«выравнивания» по всем машинам не превосходит 0{nm).) Построив 
расписание для полученного входа задачи, удовлетворяющего (22), мы 
вернемся к исходным длительностям, сохраняя расписание S = {$ji}-
Ясно, что при этом любая оценка вида T(S) ^ М + срК останется спра
ведливой. 

Докажем теоремы, устанавливающие связь задач FS, СЛ, ПМ с за
дачами нестрогого суммирования векторов. 

Теорема 4. Пусть алгоритм Л при любых натуральных пит для 
любого s-семеиства Х С К ш с трудоемкостью 7д(га,п) решает задачу 
НСВ1 с гарантированной оценкой 

*1(Ь) O l ( m ) . (23) 

Тогда для задачи FS с m машинами и п работами можно предложить 
алгоритм трудоемкости 0(7д(га—1, n)+mn), который для всякого входа 
задачи строит перестановочное расписание Sw длины 

T(ST) ^ М + ( т - 1 + в\{т - 1))К. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагая для простоты 7г = (1 ,2 , . . . , п), форму
лу (18) преобразуем к виду 

га—1 ^ k{ ki — 1 n 

jm 

га—1 k k—1 

T(SW) = max £ ( J2 Ъ ~ E b.i+l) + E *jr. 
***' i=i j = i j= i j= i 

ra—1 k 

^ + E t T (E'it"E'i,."+i)- (24) 

Для каждого j = 1 , . . . , n определим вектор Xj = (# j ( l ) , . . . , Xj(m-l)) G 
E m _ 1 , где Xj(i) = /jz- - t^i+i. Из (22) следует, что X^=i xj = 0- Кроме 
того, при любых i j , %2 таких, что 1 ^ г*1 ^ г*2 ^ m - 1, имеем 

«2 

S *i(*) < 1, j = i , . . . ,n. 
«=i i 

Таким образом, семейство векторов X = {x i , . . . ,жп} в пространстве 
R™"1 образует 5-семейство. 
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Обозначив ж™ = ^2j—i Xj, преобразуем (24) к виду 

Г(5Х) <М+Т max ( m i n ^ O ^ C * ) } + 1) 

т—1 
= М + т - 1 + У ^ max min{^^(i),x^""1(z)}. 

Отсюда видим, что если перестановка ж задает нестрогое суммирование 
векторов Xj в каждой из областей {Р,-(/?,-) |г = 1 , . . . , т - 1 } , определен
ных в (15) и удовлетворяющих (23), то длина T(SW) перестановочного 
расписания Sv удовлетворяет неравенству 

т—1 
Г(57г) ^М + т-1 + ]£/?,• <Af + m - l + 0f(m - 1). 

i = l 

Теорема 4 доказана. 

Теорема 5. Для любого входа задачи Джонсона с тремя машина
ми и п работами оптимальное значение ее целевой функции лежит в 
интервале F\ = [М,М + 3JRT], и границы интервала точны. Существу
ет алгоритм трудоемкости 0(nlog n), с помощью которого для всякого 
входа находится приближенное расписание со значением длины из ин
тервала F\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Теорема, кроме утверждения о точности гра
ниц интервала Fi , вытекает из теоремы 4 и следствия 2. 

Точность нижней границы интервала F\ показывается на тривиаль
ных примерах. Верхняя граница интервала F\ достигается в пределе 
на последовательности входов задачи Джонсона, определяемых по лю
бому заданному е > 0 следующим образом. Множество работ состоит 
из работ двух видов: р работ с векторами длительностей (1,0,1), где 
р ^ j — 1, и q работ с векторами длительностей (1 — #,1,1 — #), где 
q > 4p/s, 6 = p/q. Теорема 5 доказана. 

Отметим, что следствие 6 позволяет строить расписания, не только 
удовлетворяющие указанной выше оценке, но и обладающие специаль
ными свойствами, о которых говорится в следующей лемме. 

Лемма 8. Для любого входа задачи flow shop с тремя машинами и п 
работами, удовлетворяющего (22) и равенству К = 1, и любого 0 £ [1,2] 
с трудоемкостью O(nlogn) находятся перестановочные расписания S^/, 
5Х//, в которых 1-я машина работает непрерывно в интервале [0,М], 
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2-я — в интервале [/?, /3 + М], 3-я — в интервале [3,3 + М]; яря этом 

к к 
£ V . l < ( / ? - l ) + EM2> * = 1,.. . ,П, 

A; jfc 

Е^2<(2-« + Е^З. * = 1,...,П. 
i=l i=l 

Перейдем к задаче СЛ. 

Теорема 6. Пусть алгоритм Л при любых натуральных тип для 
любого s-семейства Х С Е ш с трудоемкостью 7 д ( т , п) решает задачу 
НСВ2 с гарантированной оценкой 

02(Ь) < 0*2(т). (25) 

Тогда для задачи СЛ с m машяяамя я п работами можно предложить 
алгоритм трудоемкости 0 ( 7 д ( ш - 1 , w)+mn), который для всякого входа 
задачи строит перестановочное расписание Sn длины 

Г ( 5 , ) < М + (1 + 0 5 ( т - 1 ) ) # . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ВНОВЬ ДЛЯ простоты считаем выполненным ус
ловие (22) и 7Г = (1 ,2 , . . . , п). При j G ЛГ определим векторы XJ G R m _ 1 

следующим образом: 

Xj = (жД1),. . . ,xj(m- 1)) = (tji - f y m , . . . , * , > _ ! ~tjm)- (26) 

Тогда при А' = 1 получаем 5-семейство векторов X = { # i , . . . ,жп} С 
E m _ 1 . С использованием этих обозначений, преобразуем (19) 

T(ST) < М + 1 + maxmaxmin{arj(t),«*"1(i)}. 
i Jb 

Отсюда видим, что если перестановка 7Г задает нестрогое суммирова
ние векторов Xj в областях Pt-(/?,•), определяемых по формуле (15) и удо
влетворяющих (25), то длина T(SW) перестановочного расписания SV 
удовлетворяет неравенству 

T(SV) < М + 1 + . max ft = М + 1 + в2(Ь) ^ М + 1 + 0о(т - !)• 
i=l,...,m—1 

Теорема 6 доказана. 
С учетом следствия 3 получаем следующий результат. 
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Теорема 7. Для любого входа задачи о сборочной линии с тре
мя машинами и п работами оптимальное значение ее целевой функции 
лежит в интервале i*2 = [М, М + 1,25К], и границы интервала точны. 
Существует алгоритм трудоемкости 0(n log n), с помощью которого для 
всякого входа можно найти приближенное расписание со значением дли
ны из интервала 2*2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ВНОВЬ, как и в теореме 5, нам остается показать 
лишь точность границ интервала F2. Точность нижней границы этого 
интервала показывается на тривиальных примерах. Верхняя граница 
интервала i^ достигается в пределе (при п —> оо) на последовательности 
входов задачи о сборочной линии с п + 1 работами, в которых п работ 
имеют вектор длительностей (1,1—1/п, 1—1/2п) и одна работа— вектор 
длительностей (0,1,1/2). Теорема 7 доказана. 

Теорема 8. Для любого входа задачи перекрещивающихся марш
рутов с п работами оптимальное значение ее целевой функции лежит 
в интервале F$ = [М,М + 4К]. Существует алгоритм трудоемкости 
O(nlogn), с помощью которого для всякого входа найдется приближен
ное расписание со значением длины из интервала F$. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим s-семейство векторов X = {XJ E 
R2 | j = 1 , . . . ,п} согласно (26) и решим для него задачу НСВЗ. Со
гласно следствию 4 с трудоемкостью O(nlogn) находится перестанов
ка 7г = (7Г1,... ,7гп), задающая нестрогое суммирование векторов X во 
множестве полуплоскостей {P(ai , /? i ) , . . . ,P(a4>/?4)} с в%(Ь) < 1. Полу
ченную перестановку ж используем для задания приоритетных порядков 
операций каждой машины в жадном алгоритме построения расписания, 
описываемом следующими двумя правилами. 

1. Если в какой-то момент машина свободна и есть готовые к выпол
нению на ней работы, то машина начинает выполнять одну из них. 

2. Из двух операций о±* ,oJk, ожидающих выполнения на машине г, 
приоритет отдается операции работы, стоящей раньше в переста
новке 7Г (т. е. работе я^, если j < к). 
Замечаем, что работа жадного алгоритма в основном состоит из ра

боты с очередями операций на машинах (постановка в очередь, удаление 
из очереди). Поэтому на ее реализацию требуется не более O(nlogn) 
вычислительных операций. Такую же трудоемкость имеет алгоритм 
решения задачи НСВЗ, что дает требуемую оценку трудоемкости всего 
алгоритма. Докажем, что длина T(S) получаемого расписания S удо
влетворяет неравенству 

Г(5) < М + АК. (27) 

Предположим, что работы занумерованы согласно перестановке 7г = 
(1 ,2 , . . . , п). Пусть о^ — первая операция работы j . Так как первая 
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операция всегда готова к исполнению, то она не может пропустить впе
ред ни одной менее приоритетной операции, а машина %\ до момента 
Sjix не имеет простоев. Отсюда для момента fjix окончания операции 
о\ справедливо неравенство 

i 

Пусть о\ — вторая операция работы j . Расписание машины г 2 
представляет собой чередование интервалов работы и интервалов про
стоя. Пусть [s, / ) — интервал работы, внутри которого выполняется 
операция о\ ; о;-1, о;-2,... , о3^ — такая максимальная цепочка операций, 
выполняемых на машине %2 до момента fj{2 в этом порядке, что 
— л <h < ••• <ъ = i; 
— в интервале [sj^^fj^) не выполняется других операций и нет про

стоев машины г2-
Ясно, что [sjlt"2,/j|2) С [5>/)- Из максимальности цепочки следует, 

что возможны три случая. 

СЛУЧАЙ 1: sjli2 = 0. Тогда fji2 = J2k=i *i*i2 < £ * = i hi2 = Tf2. 

СЛУЧАЙ 2: ^1г-2 = s > 0. Так как операции о;-1 на машине г*2 пред
шествует простой, следовательно о;-1 — вторая операция работы j \ и 
5ii»2 = /h«i ' Г д е °\1 — первая операция работы j \ . С учетом (28) полу
чаем 

v h ii-i ii-i v 
fjh - shh + Z^f 'i*«2 ^ Z ^ ***i ~ Z-> **«2 "*" Z-/ ***2 + Z ^ *i*«2 

k=i k=l ib=l * = i jb=l 
i i - i i i 

< m i n { E e*»i - '*»-2), E c « i - hi2)} +1+T(2. 

СЛУЧАЙ 3: s ^ > 5. Тогда операции о]1 на машине г 2 предше
ствует какая-то менее приоритетная операция о'. Это означает, что 
в этом случае о?1 является второй операцией работы j \ и операция о' 
началась раньше момента / ^ ^ прихода работы j \ на машину г*2. От
сюда Sjx{2 — fjxix < 1. Таким образом, верхняя оценка величины /у,-2 из 
предыдущего пункта увеличивается на единицу. 
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В двух последних случаях имеем 

i i - l h 
/i.2 < TL + 2 + m i n { E C*u - *W2), E ( ' « i - *Ы2)}> (29) 

J k = l j b = l 

причем работы j и j i принадлежат одному и тому же множеству Л/fc • 
Если j Е М ) т о в формуле (29) имеем ц = 1,г2 = 2. Пользу

ясь определением (26) векторов Xj и учитывая, что перестановка тт = 
(1 ,2 , . . . , п) задает их нестрогое суммирование в семействе полуплоско
стей {P(a i , /? i ) , . . . ,P(a4,/?4)}> из (29) получаем следующую оценку: 

/i*2 < 4 + 2 + пшф*"1*!) - 41~1(2),41(1) - 442)} < ^2 + 2 + /54. 

Ясно, что эта оценка справедлива и в первом из трех рассмотренных 
выше случаев. 

При j G Л/2 из равенств i\ = 2,22 = 1 аналогично получаем оценку, 
справедливую во всех трех случаях, 

/ j , - 2 < l j + 2 + /?3. 

Момент fji2 является моментом прихода работы j на машину 3 для 
выполнения последней операции. В терминах длительностей операций 
на машине 3 этот момент оценивается следующим образом: 

/ ^ ( Т ^ - Г ^ ^ 

+ min{4"1(2),4(2)} = Tf1 + 3 + /?4 + & < Т1~1 + 4, (30) 

для j e M; 

/ Л < Т з " 1 + 3 + & + min^r^l),4(1)} 
= ri-l+3 + /?3 + / 3 i ^ r 3

i " 1 + 4 , (31) 

для j G Л/2. 
Рассмотрим расписание машины 3. Обозначим через D(t) суммар

ную продолжительность простоя машины 3 в интервале [0, t) и покажем, 
что D(T(S)) < 4. Отсюда будет следовать искомая оценка (27) длины 
расписания 5. Пусть s — начало последнего интервала работы маши
ны 3. Тогда D(T(S)) = D(s). Если s < 4, то D(s) < 4, что и требуется. 
Пусть s > 4. Найдем максимальное j = j * такое, что Т3 ~ ^ s - 4. Так 
как каждая работа j приходит на машину 3 раньше момента Т^~ + 4, 
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после этого момента на машине 3 не может быть простоев. Поэтому 
s < Т™"1 + 4. Из определения j * следует, что 

т(~1 ^S-4<T[. (32) 

Согласно (30), (31) работы 1 , . . . , j * приходят на машину 3 раньше мо-
? * — 1 мента Т£ + 4 ^ s. Поскольку моменту s предшествует простой на 

машине 3, по правилу 1 жадного алгоритма (см. начало доказательства 
•* 

этой теоремы) заключаем, что все операции {03, . . . ,03 } успевают вы
полниться до момента s. Отсюда с учетом (32) следует, что 

D(s) ^ s - т( < 4. 

Теорема 8 доказана. 

В заключение сформулируем две проблемы, решение которых мо
гло бы дать существенное продвижение в решении рассмотренных нами 
задач теории расписаний. 

1. Какова минимальная функция ц{т) такая, что всякое 5-семейство 
векторов из R w может быть нестрого просуммировано в некотором 
множестве полупространств {Р,-(/?,-) | i — 1 , . . . , m } , определяемых 
по формуле (15), с J2^Li Pi = KmV 

2. Какова минимальная функция г)(т) такая, что всякое J-семейство 
векторов из R m может быть нестрого просуммировано в семействе 
полупростр анств 

{Pi(Pi)\i=l9...9m}> 

где j9, = г)(т), i = 1,2,... , m? 
При этом в большей степени нас интересуют алгоритмы, конструк

тивно доказывающие возможность нестрогого суммирования в обоих 
случаях. Однако и неконструктивное доказательство даст интересную 
информацию о свойствах оптимальных решений исследуемых задач и 
позволит оценивать близость приближенных решений к оптимуму. 
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