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ОДНО УТОЧНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ФРАНКА — ШЕБО — ТАРДОШ 
И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ*) 

А. В. Косточка 

Изучается задача нахождения Т-джойнов минимальной мощности, ко­
торая включает в себя известную задачу китайского почтальона, задачи о 
кратчайшем пути и о наибольшем паросочетании. Эта задача тесно связа­
на также с задачей о многопродуктовых потоках на плоскости и задачей 
о кратчайшем покрытии циклами. Несмотря на общий характер постанов­
ки задача о Т-джойне минимальной мощности является полиномиально 
разрешимой [1]. Для любого четного подмножества Т множества вершин 
произвольного связного графа G минимально возможная мощность T(G, T) 
Т-джойнов в G не меньше максимального числа v(GyT) попарно не пере­
секающихся Т-разрезов в G. В случае двудольного графа G имеет место 
равенство v{G,T) = r(G,T) (см. [2]). А. Франк, А. Шебо, Е. Тардош [3] 
доказали, что можно выбрать упаковку Т-разрезов мощности r(GiT), удо­
влетворяющую дополнительным требованиям. Как показано в настоящей 
работе, эти требования можно ужесточить, что используется при получе­
нии верхних оценок величины T(G,T). 

§ 1. Обсуждение задачи и формулировки результатов 

Пусть G = (Vy Е) — связный неориентированный граф (допуска­
ются петли и кратные ребра). Через dp(v) обозначим число ребер 
из F С £ , инцидентных вершине v £ V", а через NQ(V) — множе­
ство вершин, смежных с v. Будем говорить, что множество Т С V 
четно, если его мощность \Т\ есть четное число. Для четного Г на­
зовем Т-джойном множество F С Е такое, что число df(v) нечетно, 
если и только если v E Т. Множество X С V назовем Т-нечетным, 
если |ХПТ| нечетно. Ниже разрезы понимаются как множества ребер. 
Разрез (X, V\X) называется Т-разрезом, если X является Т-нечетным. 
Для X С V обозначим через q(X, Т) число Т-нечетных компонент связ­
ности графа G\X. Примем также следующие обозначения: r(G,T) — 
минимально возможная мощность Т-джойнов в графе G и v{G,T) — 
максимальное число попарно не пересекающихся Т-разрезов в графе G. 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 93-011-1486), а также частичной финансовой 
поддержке Международного научного фонда (код проекта RPY000). 
© 1994 Косточка А. В. 
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Каждый Т-джойн имеет нечетное (и следовательно, положительное) 
число общих ребер с каждым Т-разрезом. Поэтому 

V(G,T)^T(G,T). (1) 

Представляют интерес пары (G,T), на которых в (1) достигается ра­
венство. Из работ П. Сеймура [2, 4] вытекает, что двудольные и парал­
лельно-последовательные графы обладают следующим свойством: 

i/(G, Г) = г(С, Г) для любого четного Т. (2) 

А. Герардс [5] и 3. Сигети [6] назвали графы со свойством (2) графами 
Сеймура и описали семейства графов Сеймура, содержащие и двудоль­
ные, и параллельно-последовательные графы. А. Франк, А. Шебо и 
Е. Тардош [3] доказали следующее утверждение. 

Теорема А [3]. Пусть G = (А, В] Е) —двудольный граф с долями 
А, В и множество Т С A U В четно. Тогда существует разбиение X — 
{Х\,... , Xj-} множества А такое, что 

T(G,T) = q(XltT) + q(X2tT) + ... + q(Xk,T). 

Теорема А уточняет результат П. Сеймура для двудольных графов 
в том смысле, что множество из r(G, T) непересекающихся Г-разрезов 
выбирается специальным образом (для каждого разреза С из этого 
множества найдется номер i такой, что один конец каждого ребра из С 
принадлежит Х{). 

Другая минимаксная теорема установлена А. Шебо [7]. Прежде 
чем ее сформулировать, приведем некоторые определения. 

Пусть У — {F i , . . . ,Yfc} — разбиение множества V. Мулыпираз-
резом М = М(У) называется множество ребер, соединяющих разные 
части разбиения у. Число к элементов разбиения У обозначим val(M). 
Если каждое множество Y{ разбиения У является Т-нечетным и поро­
ждает связный подграф, то мультиразрез М называется Т-границей. 

Если М = M({Yi, . . . , У*}) является Т-границей, то к четно и М 
имеет не менее к/2 общих ребер с любым Т-джойном. Значит, если 
М = ( M i , . . . , Mj) — упаковка Г-границ M i , . . . , М/ (т. е. любое ребро 
графа G принадлежит не более чем одному из M i , . . . , М/), то имеет 
место неравенство 

val(Mi) + • • • + val(M/) < 2r(G,T). 

Теорема В [7]. Пусть граф G — (У, Е) связен и множество Т С V 
четно. Тогда существует упаковка Т-границ М = ( M i , . . . , М/) такая, 
что 
— val(Mi) + . . . + val(M/) = 2r(G,T), 
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— для каждого Mi = М(У гд, . . . yYifi.) граф Gtyi), полученный стя­
гиванием каждого Y{j в вершину Xij, является бикритическим. 

Напомним, что граф G называется бикритическим, если после уда­
ления из него любых двух вершин в оставшемся графе есть совершен­
ное паросочетание. 

А. Франк и 3. Сигети указали довольно простой способ доказатель­
ства теоремы В на основе теоремы А. 

Известны факты о структуре минимальных Т-джойнов, сходные с 
утверждениями о максимальных паросочетаниях. Важные результаты 
в этом направлении получил А. Шебо. В [8, 9] он доказал аналог тео­
ремы Галлаи — Эдмондса (см. [1, теорема 3.2.1]) и в [9, 10] — аналог 
теоремы Коцига — Ловаса (см. [1, теорема 5.2.6]). 

Сформулируем основные результаты, полученные в настоящей ра­
боте. Первый из них представляет собой уточнение теоремы Франка — 
Шебо — Тардош, опирающееся на идею из [11]. Предварительно вве­
дем определение. Компонента связности С некоторого графа называ­
ется простой, если она состоит из одной вершины, и непростой в ином 
случае. 

Теорема 1. Пусть G = (А,В;Е) — двудольный связный граф с 
долями А, В и множество Т С A U В четно. Тогда найдется разбиение 
X — {Х\,... , Х^} множества А такое, что 
(ъ)т(0,Т) = д(ХъТ) + Я(Х2,Т) + ... + д(ХьТу, 
(b) для любых i ^ j , l ^ j ^ k , l ^ i ^ k , множество Х{ содержится в 

некоторой компоненте связности графа G\XJ; 
(c) для каждого j , 1 ^ j < к, все непростые компоненты связности 

графа G\Xj являются Т-нечетными. 

Для пары (G, Т) и разбиения X — {Х\, Xi,. • • , Xj~} множества вер­
шин V(G) графа G определим 
— граф G = G(X) с множеством вершин V(G) = {Х\, Х г , . . . )Xj~} и 

множеством ребер E(G) = {е \ е е E(G)}, где е соединяет множе­
ства Х{ и Xj, если и только если одна из вершин, инцидентных 
ребру е в G, принадлежит Х{, а другая — Xj] 

— множество Т = Т(Х) такое, что Хг Е Т, если и только если \Х{ПТ\ 
нечетно. 

Другими словами, пара (G, Т)(Х) получена из пары (G, Т) склеиванием 
вершин каждого множества Х{ разбиения X в одну вершину Х{. 

Из теоремы 1 вытекает следующая 

Теорема 2. Пусть граф G = (V,E) связен и множество Т С V 
четно. Тогда существует разбиение X — {Xi ,X2 , . . . ,Х^} множества 
V(G) такое, что 
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(ъ)д(ХъТ) + Я(Х2,Т) + ... + д(Хк,Т) = 2т(0,Т); 
(b) для любых i^j,l^j^.k,l^i^ к, множество Х{ содержится в 

некоторой компоненте связности графа G\XJ; 
(c) для каждого j , 1 < j ^ k, все компоненты связности графа G\Xj 

являются Т-нечетнымщ 
(d) для любых j , 1 ^ j < k, и каждой компоненты связности С графа 

G\Xj граф G\C связен; 

(e) каждый блок графа G(X) является бикритическим. 

В условиях теоремы 2 из свойств (Ь), (а) следует, что г(((7, Т){X)) = 
т(С?, T) и разбиение на одноэлементные множества является оптималь­
ным для пары (G, Т). Поэтому ввиду свойств (с), (е) любой минималь­
ный Г-джойн в графе G есть объединение совершенных паросочетаний 
в блоках графа G. Следовательно, 2r(G,Г) = |^(G) | — 1 + b(G), где 
b(G) — число блоков в графе G. 

Таким образом, структура минимальных Т-джойнов в G проще, 
чем в произвольных графах. Это свойство представляется полезным. 
Например, множества ребер блоков в G образуют Т-границы в G. По­
этому теорему 2 можно рассматривать как уточнение теоремы В: стро­
ится упаковка Т-границ специального вида. Другие применения тео­
ремы 2 обсуждаются в § 5. 

§ 2. Консервативные взвешивания 

Для графа G = (V,E) отображение w: E —> { — 1,1} называет­
ся консервативным взвешиванием, если для любого цикла С в гра­
фе G справедливо неравенство Yl, w ( e ) ^ О- Циклы, на которых 

евС 
достигается равенство, называются 0-циклами. Консервативное взве­
шивание w можно рассматривать как разбиение Е = Е~ U £ + , где 
Е~ = E~(w) = {е е Е | w(e) = - 1 } , Е+ = J5+(w) = E\E~, облада­
ющее следующим свойством: для каждого цикла С в G справедливо 
неравенство \С П Е~\ < \С П Е+\. 

Минимальные Г-джойны тесно связаны с консервативными взве­
шиваниями [1, 3]. Действительно, пусть F — минимальный Т-джойн 
в G. Рассмотрим отображение w = v/(F): E —• { — 1,1} с E~(w) = F. 
Ввиду минимальности F взвешивание w(F) консервативно. С другой 
стороны, если w — консервативное взвешивание графа G = (V, £ ) , то 
положим Т = T(w) = {v € V \ dg-(v) нечетно }. Поскольку w консер­
вативно, E~(w) — минимальный Т(ЛУ)-ДЖОЙН в G. 

Таким образом, теорема 1 эквивалентна следующей теореме. 
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Теорема ] / . Пусть G = (А,В]Е) —двудольный связный граф с 
долями А и В. Если w — консервативное взвешивание графа G, то 
существует разбиение X — \Х\,... ,Х^} множества А такое, что для 
каждого j , 1 ^ j ^ к, справедливы следующие утверждения: 
(a) в каждую компоненту связности графа G\Xj заходит не более од­

ного ребра из Е~; 
(b) при любом i, i ф j , множество Х{ содержится в некоторой компо­

ненте связности графа G\XJ; 
(c) в каждую непростую компоненту связности графа G\Xj заходит 

ровно одно ребро из Е~. 

Доказательство теоремы 1; приведено в § 3. 
Далее потребуется лемма, доказанная А. Шебо [11]. Для фор­

мулировки леммы введем следующее понятие: вершину v графа G 
назовем Т-маргинальной, если df(v) = 1 для любого минимального 
Г-джойна F. 

Лемма 1 [11]. Пусть граф G = (V,E) связен и множество Т ф 0 
четно. Различные вершины а и Ь графа G такие, что r(G,TA{a,b}) 
минимально по всем парам {а, Ь} С V, являются Т-маргинальными. 

Здесь XAY означает симметрическую разность множеств X и Y. 
Пусть w — консервативное взвешивание графа G. Вершина v назы­

вается w-маргинальной, если она инцидентна в точности одному ребру 
e(v) Е Е~ и любой 0-цикл, проходящий через v, содержит e(v). 

Ввиду вышеизложенного для любого консервативного взвешива­
ния w графа G каждая Т(\у)-маргинальная вершина является также 
w-маргинальной. Поэтому мы можем использовать следующее утвер­
ждение, непосредственно вытекающее из леммы 1. 

Лемма I7 . Пусть G = (V, Е) — связный граф я w — консерватяв-
яое взвешяваяяе графа G с Е~~ ф 0 . Тогда в G есть w-маргинальная 
вершина. 

§ 3. Двудольные графы 

Пусть G = {V, Е) — связный граф и w — консервативное взвеши­
вание графа G. Для вершины Ь Е V(G) через (G*, w*) = (G*(6),w*(6)) 
обозначим результат стягивания всех ребер, инцидентных Ь. Новая вер­
шина будет обозначаться через 6*. Если G — двудольный граф, то G* 
тоже двудольный граф. Если Ь является w-маргинальной вершиной, 
то w* — консервативное взвешивание графа G*. 

Разбиение X = {Xi ,X2 , . . . ,Xk} множества А, удовлетворяющее 
утверждениям (а)-(с) теоремы 1', назовем w-подходящим. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1'. Допустим, что теорема неверна, и 
пусть связный двудольный граф G = (А,В;Е) и консервативное взве­
шивание w графа G образуют контрпример к теореме с минимальным 
числом вершин в G. Тогда |Л| > 1. Если Е~~ = 0 , то тривиальное 
разбиение X = {А} является w-подходящим. Значит, E~(w) ф 0 . 
По лемме 1' найдется w-маргинальная вершина Ь 6 A U В. Пусть 
NQ(b) = { a i , . . . , а/}. Рассмотрим ((?*(&),w*(6)). Согласно индукци­
онному предположению существует w^-подходящее разбиение X* = 
{Х%,... ,Х%} множества А*. 

СЛУЧАЙ 1: 6* 6 А*. Можно считать, что 6* G 1 | . Положим 

Xj = 
X] при 1 < j < * - 1, 
( Х £ \ { Ь * } ) и { а ь . . . , а , } npHj = *. 

Определим семейства 1Z и TV по следующим правилам. Считаем Z? С 
F(G)\{6} (соответственно Z> С V(G )\{b*}) элементом TZ (7£*), если 
D — множество вершин какой-нибудь компоненты связности графа 
G\Xj (G*\Xj) при некотором j = ] . , . . . ,&. Аналогичные семейства 
множеств вершин компонент связности, содержащих b (6*), обозначим 
через Q (Q*). Тогда П = TV и Q = {(£*\{Ь*}) U { а ь . . . ,а/,Ь} | £ * G 
Q*}U{{&}}, так как NQ(P) = { a i , . . . , а /} . Таким образом, утверждение 
(а) теоремы V справедливо для {Х\,... , Хд.}. Поскольку b «связыва­
ет» a i , . . . ,а/, утверждение (Ь) также справедливо. Так как {6} явля­
ется простой компонентой связности, утверждение (с) тоже верно, что 
противоречит выбору G и w. 

СЛУЧАЙ 2: 6* G В*, {6*} не является компонентой связности в 
G*\X^ ни для какого j , и 6 не является точкой сочленения в G. Поло­
жим 

_ . XJ при 1 < j ' < *?, 
7 ' {6} при j = k + l. •{ 

Пусть 7£, TZ* и Q, Q* определены так же, как в случае 1. Граф G\{b} 
связен, поэтому 

TZ = 1Z*U{V(G)\{b}l Q = {(D*\{b*})u{ai,...,ahb} \ D* G Q*}. 

Тем самым утверждения (а) и (Ь) доказаны. В рассматриваемом случае 
все компоненты связности из Q* непростые. Таким образом, утвержде­
ние (с) тоже верно для { X i , . . . , Xk+i}. 

СЛУЧАЙ 3: b* G -В*, {6*} — компонента связности графа G*\X% 
и b не является точкой сочленения в G. Это означает, что каждая 
из вершин а\,... , а/ смежна лишь с b и какими-то вершинами из Xf. 
Если ft* инцидентна некоторому ребру из (2?*)~~, то мы поступаем так 
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же, как в случае 2, и приходим к тому же результату. Пусть 6* не 
инцидентна никакому ребру из (£*)"". Положим 

- \ х { 
_ X* U {6} при j = 1, 

Л ' ~ 1 Х*4 при 2^j^k. 

Тогда, определив Tl, H* и Q, Q* так же, как в случае 1, получаем 

TZ = n*U{{ai},...,{a,}}, (3) 

Q = { ( /?* \{6*})и{в ь . . . ,а,,6> | £>* € <2*\{{&*}}}- (4) 

Ввиду вложения Nc*(b*) С Xjf вершина 6* и множество Xjf находятся 
в одной компоненте связности графа G*\Xj при j (E {2 , . . . , &}. Та­
ким образом, Х\ содержится в некоторой компоненте связности графа 
G\Xj при любом j € {2 , . . . , к} и утверждение (Ь) верно для нашего 
разбиения. В рассматриваемом случае утверждение (а) тоже справед­
ливо. Так как {6*} не является компонентой связности графа G*\Xj 
при любом j G {2 , . . . ,&}, из (3), (4) вытекает справедливость утвер­
ждения (с). 

СЛУЧАЙ 4: 6* G 5*, ft есть точка сочленения в G. Тогда найдутся 
графы Gi, G2 такие, что G1UG2 = G, G\f\G2 = {b} и каждый из графов 
Gl\{b}i (*2\{b} есть непустое объединение некоторых компонент связ­
ности графа G\{b}. Пусть w t = w \Q{J i = 1,2. Ввиду минимальности 
графа G существуют wi-подходящее разбиение Х\ — {Х\,Х\,... , X*} 
множества А\ и то^-подходящее разбиение X<i = { X j , X | , . . . ?Х;?} мно­
жества А2- Можно считать, что Ь £ X* П X 2 . Положим к = р + г — 1, 

* i = < 

j ' XJ при 1 < j < p - 1, 

X ^ U X ? при^ = р, 

X?_ p + 1 п р и р + l ^ j < к. 

Тогда семейство 7£, определенное так же, как в случае 1, есть объеди­
нение аналогичных семейств в графах G\ и G2. Множество вершин 
любой компоненты связности графа вида G\Xj , содержащей Ь, состоит 
из V(Gi) и множества вершин какой-нибудь компоненты связности гра­
фа вида G$-i\X-~\ содержащей 6, г £ {1,2}. Значит, утверждения (а) 
и (Ь) справедливы для разбиения { X i , . . . ,Хд.}. Поскольку для графа 
G{\Xj любая компонента связности, содержащая 6, содержит также не­
которую вершину из 2?г, утверждение (с) верно. Теорема 1' доказана. 
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§ 4. Произвольные графы 

Как и в случае двудольных графов, будем использовать язык кон­
сервативных взвешиваний. Вместо теоремы 2 докажем эквивалентное 
ей следующее утверждение. 

Теорема 2*. Пусть G = (V, Е) — связный граф и w — консер­
вативное взвешивание графа G. Тогда существует разбиение X — 
{Х\,... ,Xfc} множества V такое, что при каждом j , 1 < j < k, спра­
ведливы следующие утверждения: 
(а'Л граф G(Xj) не содержит ребер из Е~; 

(V-) при любом i, i ф j , множество Х{ содержится в некоторой компо­
ненте связности графа G\XJ; 
(с7-) в каждую компоненту связности графа G\Xj заходит ровно одно 

ребро из Е~; 

(d ') для каждой компоненты связности С графа G\Xj граф G\C явля­
ется связным; 

(е') каждый блок графа G(X) является бикритическим. 

Пусть G = (V,E) — связный граф и w — консервативное взвеши­
вание графа G. Разбиение X — {Х\,... , Х^} множества V называется 
почти w-подходящим, если при каждом j , 1 ^ j ^ &, верно (а7-), при 
каждом j , 1 ^ j ^ к — 1, выполняются (by), (с'-) и справедливо утвер­
ждение 
(cj£) в каждую компоненту связности графа С\Х^ заходит не более 

одного ребра из Е~. 
Заметим, что для каждого почти w-подходящего разбиения X — 

{ X i , . . . , Х^} условия (а ') , (с') (1 ^ j ^ k - 1) и (с^) обеспечивают 
консервативность взвешивания w в графе G(X). 

Пусть G = (V, Е) — связный граф. Будем говорить, что разбиение 
X = { X i , . . . , Xfc} множества V лучше, чем разбиение У = {Y±,... , Ym} 
множества V, если выполняется одно из следующих условий: 
(i) к < m; 

к к 
(И) к = m и общее число ребер в |J G(Xj) (равное J2 \^(G(Xj))\) 

к i=l i=l 
больше числа ребер в (J G(Yj); 

i=l 

(Ш) * = m, E | Я ( О Д ) ) | = £ | £ ( О Д ) ) | , |^ГЛ| > |Y*|. 
i=i i=i 
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Пусть G — (У^Е) — произвольный граф. Заменив в G каждое 
ребро е на путь Р(е) длины 2, получим двудольный граф G1 с долями V 
и Е. Пусть w — консервативное взвешивание графа G. Положим веса 
обоих ребер в Р(е) равными весу ребра е и получим консервативное 
взвешивание w' графа G'. Применив теорему 1 к (G , ,w /) , убеждаемся 
в существовании почти w-подходящих разбиений множества V. 

Пусть X — {Х\,... ,Xfc} — одно из наилучших почти w-подходя­
щих разбиений V. Ниже доказываются леммы, из которых следует, 
что X удовлетворяет требованиям теоремы 2'. 

Лемма 2. Если Х{ имеет непустое пересечение с двумя компонен­
тами связности С\ и С2 графа G\Xk, то XiUX^ содержится в некоторой 
компоненте связности графа G\Xj для каждого j £ {г, к}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть v\ е Х{ П V(C\), v^ £ Х{ П V(C2) и D — 
компонента связности графа G\Xj, содержащая Х{. Тогда D содержит 
какой-то путь Р , соединяющий v\ и V2- Но любой такой путь должен 
содержать какую-нибудь вершину v £ Хк. Значит, Хк С V(D). Лем­
ма 2 доказана. 

Лемма 3. Для разбиения X выполняется (Ц.). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через К\,... ,К% компоненты связ­
ности графа G\Xk. Допустим, что Х{ <£. Kj при любом j , 1 ^ j ^ t. 
Пусть C i , . . . ,СГ — компоненты связности графа G\Xi с Хк С У(СГ), 
a J ? i , . . . , Dm — компоненты связности графа G\Cr. Обозначим X{s — 
Х{ П V(DS), s = 1 , . . . , га. В силу определения Сг имеем X{s ф 0 , 
s — 1 , . . . , га. Каждая компонента Ds содержится в некоторой компо­
ненте Kj, поэтому га > 2. Каждая из компонент C i , . . . , С г - \ является 
также компонентой связности графа G\X{S для некоторого Хг5. В силу 
(c'J выполняется следующее условие: 

ровно в одну из компонент D\,. . . , Dm заходит ребро € Е Е . (5) 

Для определенности будем считать, что условие (5) выполнено с ком­
понентой Dm. Кроме того, можно считать, что Dm С А^, D\ С К\. 
ПустъУ = {¥1,...,¥к},тде 

{ Xj при j <£ {г, А:}, 

Х{\Хц при j = г, 
Хц U Хк при j = к. 

По условию (Hi) разбиение У лучше разбиения X. Таким образом, 
доказательство того, что разбиение У является почти w-подходящим, 
приведет к противоречию с выбором X. 
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Согласно (5) утверждение (а') верно для каждого Y -̂,1 ^ j < к. 
Компонентами связности графа G\Y}~ являются компоненты связно­
сти 7^2,...,К% графа G{D\\X{\) (таковыми являются некоторые из 
C i , . . . , CV-l) и компоненты связности графа G(K\\Di). Ввиду усло­
вий (5) и (с'д,) для разбиения X в V(K\\D\) заходит не более одного 
ребра из Е~. Следовательно, для У выполняется (с^;). При j £ {г, к} в 
силу леммы 2 верны (Ь') и (с'). Компонентами связности графа G\Y{ 
являются некоторые Cs и Cr U D\. Таким образом, У удовлетворяет 
условию (bj). В частности, У*. С V(Cr U D\). В силу (5) условие (с|) 
тоже выполняется для У. Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Для разбиения X выполняется (с^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что лемма неверна, С\,... , Сг явля­
ются компонентами связности графа G\X)~ и имеет место следующее 
утверждение: 

ни одно ребро из Е не заходит в Сг. (6) 
Можно считать, что верно соотношение Х^_\ С V(Cr) и существует 
ребро eg, соединяющее Xf~_i с Х^. Пусть У = {Yj , . . . , Yfc-lK гДе 

_ Г X, при 1 ^ j ^ к - 2, 
3 \ ^ A ; - l U X f c npHJ = fc-l. 

По условию (i) разбиение У лучше разбиения X. Покажем, что У — 
почти w-подходящее разбиение. 

При 1 < j ^ к-2 утверждения (а ;) и (с') выполняются для У авто­
матически, а (Ъ['•) — ввиду наличия ребра ео- В силу выбора Сг верно 
(a^_l)- Проверим выполнение (s'l-i) Д л я У- Пусть D\,... , Z)m — ком­
поненты связности графа G\Xfc_i и Х^ С У(2}т). Тогда компонентами 
связности графа G\Yfc-i являются D\,... , £>m-i , С ь . . . , C r_i и ком­
поненты связности графа DmnCr. В силу (6) в Dm f)Cr заходит ровно 
одно ребро из Е~. Лемма 4 доказана. 

Л е м м а 5, Для разбиения X при каждом j , 1 ^ j ^ к, выполняется 
утверждение (d ') . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что лемма неверна. Множества Xj 
перенумеруем так, чтобы для некоторой компоненты связности С гра­
фа G\Xj- компонентами связности графа G\C оказались D\,... ,Z?m? 
где m ^ 2. Согласно леммам 3 и 4 после перенумерации разбиение X 
остается почти w-подходящим и может быть хуже наилучшего толь­
ко по условию (Ш). Обозначим Х^3 = Х^ П V(DS), s = 1 , . . . , m. В 
силу (с'^) можно считать, что верно следующее утверждение: 

единственное ребро из е £ Е , заходящее в (7, соединяет С с Xfc 
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Пусть ео — некоторое ребро, соединяющее С с Хк\, и Хк_\ содержит 
другой конец ео- Положим 

Ъ = { 
Xj при 1 ^ j ^ к — 2, 
Хк\Хк1 при ; = к- 1, 

I Xkl U Хк_г при j = fc. 

По условию (ii) разбиение У = {Yi, . . . , Yk} множества V лучше разбие­
ния X и, следовательно, лучше наилучшего почти w-подходящего раз­
биения. Таким образом, доказав, что У является почти w-подходящим 
разбиением, придем к противоречию с выбором X. Утверждения (а ') 
при 1 ^ j < к — 1 и (с') при 1 ^ j ^ к — 2 автоматически выполняются 
для разбиения У. Наличие ребра ео обеспечивает выполнение (Ь ;) при 
1 ^ j ^ к — 1. Утверждения (а^.) и (c'k_i) верны в силу (7). Чтобы до­
казать справедливость (cj[), рассмотрим компоненты связности графа 
G\Yk. Таковыми являются компоненты связности графа G\Xky содер­
жащиеся B D I , H некоторые части компонент связности графа G\Xk_i, 
не пересекающиеся с D\. Следовательно, в силу (7) справедливо утвер­
ждение (с^). Лемма 5 доказана. 

Лемма 6. Для разбиения X выполняется (е'). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть подграф графа G, порожденный множе­
ством вершин { X i , . . . ,Xj}, образует блок. Ввиду (Ь['•) для каждого 
j € { l , . . . , / } 

/ 
I I X{\Xj содержится в некоторой компоненте связности графа G\Xj (8) 
i = l 

и для каждого j £ {/ + 1 , . . . , к} 

I 
I I Х г содержится в некоторой компоненте связности графа G\Xj. (9) 
i = l 

Пользуясь (8), (9) и (<!'•), получаем, что для каждого j 6 { 1 , . . . , /} 

Xj лежит в некоторой компоненте связности С j графа G\ I I J X{\Xj J. 

(10) 
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Ввиду условий (а ') и (с') при любом j , 1 ^ j < ky 

ребра из Е образуют совершенное паросочетание 

в каждом блоке графа G(X). ( Ч ) 

Допустим, что блок В графа G с V(B) = { X i , . . . , X/} не являет­
ся бикритическим и в Я = В\{Х\,Х2} нет совершенного паросочета-
ния. По теореме Татта (см. [1, теорема 3.1.1]) существует подмножество 
вершин Z С V(B) такое, что число компонент связности графа B\Z, 
имеющих нечетное количество вершин, больше \Z\. Можно считать, 
что Z = {Хз , . . . ,ХГ} и компоненты связности графа B\Z с нечетным 
количеством вершин суть С ь . . . ,С5 . В силу (11) число / четно. Сле­
довательно, 

s > г. (12) 

Пусть Y = ZU {Xi,X2}- Сравнивая (11) с (12), приходим к следу­
ющему выводу: 
— г = s; 
— в подграфе графа G, порожденном У, нет ребер из J5~; 
— в каждую из компонент С\,... , С3 заходит в точности одно ребро 

из Е~. 
Таким образом, положив 

{ *;+(/-,•) при 1 < j < * - (/ - г), 

JJ*.- при; = * - ( / - г ) + 1, 

получаем разбиение ^ = {Yi, . . . , Yj._(/_r)+i} множества У, для кото­
рого выполнены утверждения (а',_^ ч , j) и (с? /j ч , А При любом 
j , I ^ j ^ А: — (/ — г), утверждения (а') и (с') выполняются для У 
автоматически, а (Ь') вытекает из (9) и (10). Противоречие с выбором 
X завершает доказательство леммы 6. 

Теорема 2' доказана. 

Пусть разбиение X = {Xi, X<i->... , ^ } множества F(G) такое, как 
в теореме 2, и {Jf i ,X2, . . . ,Х/} — множество вершин некоторого бло­
ка в графе G(X). Через Yj (j = 1 , . . . ,/) обозначим множество вер­
шин компоненты связности Су, определенной в (10). По определению 
У = {Yi,l2>--- >У/} е с т ь Г-граница. Следовательно, как отмечалось 
выше, теорема 2 уточняет теорему В: упаковка Т-границ строится спе­
циальным образом. 
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§ 5. Некоторые применения теоремы 2 

Ниже для графа G через О = 0(G) обозначаем множество вершин 
нечетной степени графа G. Нахождение минимального О-джойна экви­
валентно решению невзвешенной задачи китайского почтальона. Эта 
задача, в свою очередь, тесно связана с задачей о кратчайшем покры­
тии циклами, т. е. о покрытии ребер 2-связного графа циклами ми­
нимальной суммарной длины (см. [12]). В частности, Б. Джексон [13] 
доказал, что для 4-реберно-связных графов эти задачи эквивалентны. 
Таким образом, верхние оценки размера минимального О-джойна в не­
которых семействах графов помогают найти «короткие» покрытия ци­
клами. В связи с этим следующие вопросы представляются естествен­
ными. 
— Чему равен максимально возможный размер (т. е. число ребер) 

/ (n , га) минимального О-джойна в га-реберно-связных обыкновен­
ных графах с п вершинами? 

— Чему равен наибольший размер минимального О-джойна в d-одно-
родных т-реберно-связных графах (или обыкновенных графах) с п 
вершинами? 
А. Распо [14] показал, что /(п,2) = / (^ ,3 ) = п — 3 при п ^ 5. Н. Ту-

лай [15] описал обыкновенные 2-реберно-связные тг-вершинные графы, 
для которых размеры минимального О-джойна равны п — 3. Ввиду 
примеров полных двудольных графов /^ Ш ) П _ т при нечетных га верно 
неравенство / (п , га) ^ п — 2|_ra/2j — 1. Пример га-связного п-вершинного 
графа G с |0(О)| ^ п — 1 показывает, что / (n , ra) ^ |_n/2J- Докажем 
равенство 

Дтг,га) = max{|_n/2j,n-2|_ra/2j - 1}. (13) 

В действительности мы установим (теорема 3) результат, более силь­
ный, чем равенство (13). Предварительно введем следующее определе­
ние. Граф G для четного Т С V(G) называется (k, T)-связным, если 
он является (к — 1)-реберно-связным и каждый Т-разрез в G содержит 
не менее к ребер. 

Теорема 3. Для (к,Т)-связного графа Gen вершинами справед­
ливо неравенство г ( 0 , Г) ^ max{n/2, n — к}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим разбиение X - {X\,X<i,... ,Xf,} 
множества V, существование которого гарантируется теоремой 2 для 
(G,T), и соответствующую пару (G,T). Допустим, что r(G,T) > п/2. 
Тогда q(X{,T) ^ \Х{\ + 1 для некоторого Х{ и Х{ является точкой со­
членения в G. 

СЛУЧАЙ 1: существует не менее двух точек сочленения в G. Тогда 
в G имеются две различные точки сочленения Х\, Х^ и два висячих 
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блока 2?i, 1?2 такие, что Х{ 6 V(J9,-), г = 1,2. Пусть 

Zi= (J X, г = 1,2. 
Х€У(В{)\{Х{} 

Так как NQ(V) С £г U Хг для каждой вершины г; Е 2^, верно соот­
ношение |Z,-| + |Хг| > 1 + (Л - 1) = к. Более того, если \Х{\ = 1, то 
\Z{\ ^ А;, поскольку (Zj,Xi) есть Г-разрез. Учитывая, что минималь­
ные Т-джойны не имеют циклов, из теоремы 2 получаем 

T(G,T) = T(G,T) 

< ^ № ) 1 + | ш ^ 2 ) | + (\v(G)\ - (\v(*i)\ -1 ) - (1П^2)1 - 1 ) - 1 ) 
< п - (\Zi\ - 1)/2 - (|Z2| - 1)/2 - (|Х!| - 1) - (|Х2 | - 1) - 1 
= п - ( |Zi|/2 + | * i | - 1) - (|Z2 |/2 + \X2\ - 1). 

Если |X t | = 1, то \Zi\l2 + \Xi\ - 1 > fc/2 + 1 - 1, иначе |Z,-|/2 + |X;| - 1 = 
(\Zi\ + \Xi\)/2 + (\Xi\-2)/2>k/2. 

СЛУЧАЙ 2: единственной точкой сочленения в G является Х\. То­
гда в G найдутся как минимум три висячих блока В\, Въ и В%, содер­
жащие Х\. Пусть 

Z,-= (J X, (i =1,2,3), |Zi |< |Z 2 |< |Z 3 | . 

Тогда, как и в случае 1, |Zt-| + \Х\\ ^ &. Более того, если \Z{\ — 1, то 
\Х\\ ^ А:, поскольку {Z{,X\) есть Т-разрез. Таким образом, 

3 

T(G,T) = T(G,T) < |F(G)| - X)(l^l/2 - 1) - 1 
i=i 

з 
< п - |ХХ| - £ ( | Z f - | - 1)/2 < п - (|Х!| + |Zi| - 1) - (|Z3 | - 1)/2. (14) 

z = l 

Если | ^ з | ^ 2, то правая часть выражения (14) не превосходит величи­
ны п — к + 1 — 1/2 и, следовательно, теорема доказана. В противном 
случае \Z\\ = 1 и \Х\\ + \Z\\ — 1 ^ к. Теорема 3 доказана. 

Величина /(п,га) близка к п при фиксированном га. Оказалось, 
что ситуация с однородными графами несколько иная. В [16] изучены 
верхние оценки размеров минимальных 0-джойнов в (2s + ^-однород­
ных 2/-связных графах с п Вершинами. Получены такие оценки в тер­
минах r(G) — максимального размера 2-упаковки «малых» (т. е. со­
держащих менее 2s ребер) нечетных разрезов. 

file:///Zi/l2
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Теорема 4 [16, теорема 1]. Если G является (2s + 1)-однородным 
21-связным графом с п вершинами, то 

r(G) < n/2 + max{o, I r ( G ) / 2 - l 
Lf±fJ + i 

Равенство в оценке из теоремы 4 достигается для любого допусти­
мого списка (s,t,r) на бесконечном числе обыкновении графов. 

Введем определение, гп-Графом называется (25 + 1)-однородный 
граф G, если для любого «малого» нечетного разреза С, разделяю­
щего G на две компоненты связности, в каждой из этих компонент 
содержится не менее га вершин. Из соображений четности достаточ­
но рассматривать нечетные га. Заметим, что любой обыкновенный 
(25 + 1)-однородный граф является (25 + 3)-графом. 

Теорема 5 [16]. Если G является (2s + 1)-однородным 21-связным 
m-графом с п вершинами, то 

r(GKn/2 + m a x { 0 4 I g g ^ j } . 

Равенство в оценке из теоремы 5 достигается для любого допусти­
мого списка (s,t,m) (га нечетно) на бесконечном числе графов. При 
га — 2s + 3 равенство имеет место для обыкновенных графов, если и 
только если [fiEfJ2 ^ 2* + 1. 

Одним из основных инструментов в [16] при доказательстве выше­
указанных результатов является теорема 2. 

А. Франк [17] называл джойном любое множество F ребер графа G 
такое, что \С П F\ ^ |C'\i r | для каждого цикла С в G. П. Соле и 
Т. Заславский поставили проблему нахождения максимальной мощно­
сти jJi(G) джойна в G. В [17] А. Франк доказал некоторые интересные 
результаты о n(G) и нашел соотношения, связывающие максимальную 
мощность /x(G) с другими характеристиками графа. В частности, он 
вывел минимаксную теорему для ц и предложил алгоритм полиноми­
альной сложности для вычисления /i. 

Приведем еще один результат о fi(G), комбинация которого с ре­
зультатами А. Франка дает новые минимаксные утверждения. Пред­
варительно введем определения. 

Разбиение X множества V(G) называется четным, если каждый 
блок в графе G = G(X) имеет четное число вершин, и подходящим, 
если X удовлетворяет условиям (b), (d) и (е) теоремы 2. Ввиду (е) 
любое подходящее разбиение четно. Напомним, что Ь(Н) обозначает 
число блоков в Н. 
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Теорема 6. Для любого связного графа, G справедливы равенства 

2fx(G) = тах{|У(<5)| - 1 + b(G) \ X — четное разбиение } 
= max{\V(G)\ — 1 + b(G) \ X — подходящее разбиение }. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО определению джойна найдется четное мно­
жество Г такое, что ^{G) — r (G,T) . По теореме 2 существует под­
ходящее разбиение X множества V{G) такое, что для пары (G, Т) = 
(G,f)(X) имеет место равенство 2г(<?,Г) = \V(G)\ - 1 + 6(6?). 

Наоборот, пусть X — четное разбиение множества V(G). Выберем 
Т С V(G) так, чтобы при любом j четность \Т П Xj\ совпадала с чет­
ностью числа блоков в (У(Л'), содержащих Xj. Поскольку X — четное 
разбиение, множество Т четно. Так как граф G получен из G склеи­
ванием вершин, верно неравенство r (G,Г) < T(G,T). НО ПО выбору Г 
для любого Т-джойна F каждая вершина графа G инцидентна в ка­
ждом блоке, содержащем эту вершину, с нечетным числом ребер из F. 
Следовательно, 2r(Gr,T) > |V(G)| - 1 + b(G). Теорема 6 доказана. 

Заметим, что теорема 3 дает точную верхнюю оценку для fi через 
число вершин и связность графа. 

Отметим также, что теорема 2 была отправной точкой для А. Агее­
ва, 3. Сигети и автора при доказательстве характеризации графов Сей­
мура, утвердительно отвечающей на один из вопросов А. Шебо. 

Автор благодарит 3. Сигети за указание ошибок в ранней версии 
данной работы, а также А. Агеева и А. Шебо за интересные дискуссии 
и ценные советы. 
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