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Изучается вопрос о том, насколько сильно величина id(G) наименьше­
го независимого доминирующего множества в графе G может отличаться 
от величины d(G) наименьшего доминирующего множества в графе G при 
ограничениях на степени вершин в G. Получены верхние оценки отноше­
ния id(G)/d(G) для графов с заданной максимальной степенью вершин и 
для однородных графов заданной степени. 

В работах [1-3] при некоторых ограничениях на структуру гра­
фа G рассматривался вопрос о соотношении между величиной id(G) — 
числом вершин наименьшего независимого доминирующего множества 
графа G и величиной d(G) — числом вершин наименьшего доминиру­
ющего множества графа G. Так, Р. Аллан и Р. Ласк ар [1] показали, 
что id(G) = d(G) для любого графа G, не содержащего подграфов, изо­
морфных графу #1}з- С другой стороны, в [3] построена бесконечная 
серия кубических 3-связных графов G таких, что id(G)/d(G) ^ 37/34. 
В данной работе проводится более детальное исследование отноше­
ния id(G)/d(G). Обозначим через Н^ класс графов с максимальной 
степенью, не превосходящей к. 

Из вышеупомянутого результата [1] следует, что id(G) = d(G) для 
любого графа G € Н2 - В связи с этим в работе основное внимание уде­
лено графам из пограничного класса Н$. Очевидно, что d(K^^) = 2, 
id(li3,3) = 3. Поэтому для любого графа G, состоящего из нескольких 
копий графа А'з,з, имеем id(G)/d(G) = 3/2. Оказалось, что для связ­
ных графов G € Hz с числом вершин больше 6 величина id(G)/d(G) 
всегда меньше 3/2. В теореме 1 доказано, что отношение id(G)/d(G) 
для таких графов не превосходит 7/5, и эта оценка, как показано да­
лее, достижима на бесконечном семействе графов. В теореме 2 уста­
новлено, что максимум рассматриваемого отношения в классе связных 
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кубических графов, отличных от А'з,з> н е превосходит 4/3. Эта оцен­
ка достигается на 5-угольной призме. Построена также бесконечная 
серия 2-связных кубических графов G с id(G)/d(G) > 5/4. 

При больших к условие связности становится менее обременитель­
ным. Мы покажем, что id(G)/d(G) < к + 2-2л/к для любого графа G Е 
Tik (теорема 3), и для &, являющихся полными квадратами, построим 
бесконечные серии связных графов G G Hk с id(G)/d(G) = к + 2 — 
2\[к - 0(А:""0,5) (пример 2). Далее, мы покажем, что id(G)/d(G) < к/2 
для любого fc-однородного графа G (теорема 4), и для четных к укажем 
бесконечные серии ^-однородных fc-связных графов G с id(G)/d(G) ^ 
(к — 3)/2 (пример 4). В заключение мы найдем максимум отношения 
id(G)/d(G) на множестве n-вершинных графов (теорема 5). 

В § 1 вводятся обозначения и доказываются вспомогательные ут­
верждения о структуре доминирующих множеств в графах с макси­
мальной степенью 3. В § 2, 3 получены верхние и нижние оценки для 
величины id(G)/d(G) в графах из Нг и в § 4 рассмотрены графы из Н}~ 
при к > 3. 

§ 1. Обозначения и предварительные результаты 

Подграф графа G, порожденный множеством X С ^ (G) , обознача­
ется через G(X). 

Расстоянием pci^,v) между вершинами и, v графа G называется 
длина кратчайшего пути между ними. Индекс G в обозначении рассто­
яния часто будем опускать. Для X С V(G), v £ V(G) положим 

p(v, X) = min{/>(i;, u)\u £ X } , 
N(X) = {veV(G)\p(v,X)=l}, 

N(X) = N{X) U X, 
N(v) = N({v}), deg(v)=\N(v)\. 

Будем говорить, что множество X С V(G) покрывает множе­
ство Y С V(G) {вершину г;), если У С N(X) {v G N(X)). 

Согласно общепринятой терминологии множество D С V(G) назы­
вается доминирующим в графе G, если D покрывает V(G). Домини­
рующее множество D в графе G назовем 2~множеством, если каждая 
компонента графа G(D) содержит не более двух вершин; при этом пары 
смежных вершин множества D будем называть связками. 

Лемма 1. Пусть Н 6 Нз, I — независимое множество в Н та­
кое, что p(v,I) ^ 2 для всех v 6 V(H). Тоща в графе Н существует 
независимое доминирующее множество /*, мощность которого не пре­
восходит 3 | / | . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V(H) = / U Pi U Р2, где 

Pr = {veV(H)\p(vJ) = r}, r = 1,2. 

Если Р2 = 0У то утверждение леммы тривиально. 
Пусть Р2 Ф 0 . Определим множество D\ = {v £ Р\ \ N(v) Г) Р2 Ф 

0 } . Заметим, что все вершины v из / , для которых N(v)f)Di = 0 , могут 
быть сразу включены в /* и исключены вместе с N(v) из дальнейшего 
рассмотрения. Поэтому будем считать, что N(v) П D\ ф 0 для любой 
вершины ?; G J. 

Пусть Do — максимальное независимое подмножество множества 
{v e Р\ | p(v,D\) ^ 2}, 2? = D\ U 1>о- Тогда, как нетрудно видеть, D 
покрывает V(H). Более того, D есть 2-множество, все связки которо­
го s\,... , s* содержатся в 2?i. Имеет место также очевидная цепочка 
неравенств 

|£>К£|ВДл£>Ю|/| + |Ф|, (1) 
vei 

где Ф = {v € 11 |tf(t;) C)D\ = 3}. 
Предполагая множество связок L = { s i , . . . ,5/} непустым (иначе 

можно положить I* = D), рассмотрим двудольный граф Г с долями / 
и X, в котором вершины v 6 / и s 6 L смежны, если и только если 
N(v) П s ф 0 . Поскольку все связки содержатся в D\ и Я £ Из, то 
Г G W3. По теореме Кенига в графе Г существует паросочетание, по­
крывающее все вершины степени 3; множество таких вершин из доли I 
обозначим через /3 . Наличие указанного паросочетания позволяет вве­
сти обозначения для вершин в связках з, = {ж,, j/ t} таким образом, что 
для каждой вершины v £ /3 будет выполняться соотношение 

N(v)n{xu...,xt}J:<2>. (2) 

В частности, для каждой вершины v e h множество N(v) П (D \ У), где 
Y = {г/1,. . . ,yt}, непусто. 

Пусть Z — максимальное независимое подмножество множества 
{z е Р2 | p{z, D\Y)^2}. Тогда множество D' = (D \ У) U Z обладает 
следующими свойствами: 

(a) D1 — независимое множество; 
(b) D' покрывает / 3 U Pi U Р2; 
(c) \D'\ < |JD|. 
Свойства (а), (Ь) достаточно очевидны, а (с) следует из того, что 

\Z\ ^ |У|, поскольку Z С {z e P2\ p{z,Y) = 1} и \N(y) Г) Р2\ = 1 для 
любой вершины у € У. 

Рассмотрим теперь множества / ' = {г; £ / | p(v,Df) > 2}, /* = 
Df U / ' . Легко видеть, что множество /* является независимым и до­
минирующим в графе Н. Для завершения доказательства леммы вви­
ду (1) и (с) достаточно убедиться, что / ' П Ф = 0 . 
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Пусть v € Ф, т. е. v € / , \N(v) П D\ = 3. Если iV(i;) П (J9 \ У) ^ 0 , 
то N(v) f)Df ф 0 и, следовательно, г; ^ / ' . Если же N(v) П (D \ У) = 0 , 
то |iV(t;) П У| = |JV(v) П 2}| = 3, а поскольку множество У образовано 
из представителей различных связок, то степень вершины v в графе Г 
равна 3, т. е. v € /3 . Это противоречит (2). Лемма 1 доказана. 

Будем называть 2-множество в графе G {2,Ъ)-множеством, если 
— расстояние в G между любыми двумя связками не меньше 3; 
— каждая вершина, входящая в какую-нибудь связку, имеет степень 3 

и не входит в 3-циклы. 

Лемма 2* В любом графе G € Hz имеется (2,3)-множество мощ­
ности d(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что таким множеством является, в 
частности, наименьшее доминирующее множество _D° с минимально 
возможным числом ребер в G(D°). 

Пусть vi, t^ € Z>°, p(vi,V2) = hN = JV(vi)\{t^}, Q = {v e V(G) \ 
p(v,D® \ {v\}) ^ 2}. Нетрудно видеть, что Q С N и максимальное 
независимое подмножество Z множества Q содержит не более одной 
вершины в каждом из перечисленных ниже случаев: 

СЛУЧАЙ 1: deg(vi) ^ 2; 

СЛУЧАЙ 2: v\ входит в 3-цикл; 

СЛУЧАЙ 3: найдется v e D°\ {^1,^2} с p(v,N) < 1. 
Следовательно, в указанных случаях для доминирующего множества 
D1 = (£>° \ {*!>) U Z имеет место либо |D' | < |£>°|, либо \D9\ = |JD°| и 
\E(G(D'))\ < | JB(G(Z)°) ) | , что противоречит выбору J9°. Таким образом, 
£)° есть (2,3)-множество. Лемма 2 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из доказательства леммы 2 видно, что D0 обладает 
следующим свойством: для любой связки s = {ж, у} из 22° расстояние 
от s до D° \ 5 не меньше 3. 

В дальнейшем множество связок {«о? 5 Ь • • • > 5<} будем называть 
пучком, если О 1 и p(so,Si) = 3 (1 ^ г < t). 

Лемма 3. Пусть D есть (2,3)-множество в графе G € Н3, {^o,^i, 
t 

. . . , st} — пучок связок из D и S = (J s,\ Тогда существует независи­
мо 

мое множество I, удовлетворяющее следующим условиям: 
IC{veV(G)\p(v,D\S)>2}; 
(D\S)U I есть (2,3)-множество; 
\1\ < 4 |5 | /3 . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть $,- = {ж,-,у,-}, ЛГ(у,-) = { я , * , ^ , ^ } (0 < 
t < t),X = {x0,xl9...9xt}9 Q = {v e V(G) | p(v,D\S) > 2), Z0 = 
{ZQ,ZQ} П Q. Без потери общности можно считать, что р(уо, 2/i) = 3 при 
% = 1 , . . . , &, где А; ^ </2. 

Пусть Z — некоторое максимальное независимое подмножество 
множества Qi = {v e Q \ p(v,X U Zo) > 2}. Положим I = X U Zo U Z. 
Нетрудно видеть, что J — независимое множество, ICQVL(D\S)UI 
есть (2,3)-множество. Остается показать, что | / | ^ 8(/ + 1)/3. 

Пусть Zi = {zj,zf}C)Z (г = 1, . . . , / ) , и { 1 , . . . , * } = J i U J 2 , где 

•/; С {г | />(^, yt) = 2} (j = 1,2) и Jjfl/2 = 0- Поскольку Z С |J {z},zf} 
i = l 

и множества Z; попарно не пересекаются, имеем \Z\ — J2 \zi\-
i = l 

Справедливы следующие утверждения. 

— Если zJ
0 е Z0, то \Zi\ < 1 (t € J,-;, поэтому £ \zi\ < I/;I ( i = 1»2). 

— Если г^ $ Zo, то \Jj\ ^ 1 (j e Jj), поэтому £ \zi\ < 1 + l^'l 

(j = l ,2) . 
к 

С учетом этих утверждений получаем ]Г |Z,| ^ 2 + к и, наконец, 
1=0 

| / | < |Х| + £ |Z,-| < (* + 1) + (2 + к) + 2(* - *) = 3(* + 1) - *. 
i=0 

Но при к ^ 1 и t < 2к имеем 3(* + 1) - к < 8(< + 1)/3. Лемма 3 доказана. 

Связку s из (2,3)-множества D назовем изолированной, если рас­
стояние от s до любой другой связки из D больше 3. 

Л е м м а 4. Пусть D есть (2,3)-мяожество в графе G G Из ,не содер­
жащее изолированных связок, a S — множество всех вершин, входящих 
в связки. Тогда существует независимое доминирующее множество F 
такое, что \F\(D\ S)\ < 4151/3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала убедимся, что множество всех связок 
из D можно разбить на конечное число непересекающихся пучков с 

г 
множествами входящих в них вершин E j , . . . , E Q , (J EQ = S. С этой 

; = 1 
целью рассмотрим граф Го, вершинами которого являются связки из 
D, а множество ребер состоит из тех пар связок, расстояние между ко­
торыми равно 3. По условиям леммы в Го нет изолированных вершин. 
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Рассмотрим минимальный остовный подграф Г графа Го, не имею­
щий изолированных вершин. Поскольку удаление из графа ребра, обе 
концевые вершины которого имеют степень больше 1, не приводит к 
появлению изолированных вершин, в графе Г таких ребер нет. Таким 
образом, компонентами графа Г являются лишь звезды, т. е. графы 
вида К\^, t ^ 1. Эти компоненты соответствуют пучкам связок из D 
и порождают нужное нам разбиение (F$ , . . . , FQ) множества 5 . 

Последовательное применение леммы 3 к упомянутым пучкам свя­
зок позволяет получить независимые множества J 1 , . . . , 1Г и (2,3)-мно-
жества JP 0 , . . . , Fr такие, что 

F° = D9 P C{ve V(G) | p(v, Fi"1 \ 4) > 2}, 

Я = ( В \ ( ^ 0
1 и . . . и ^ ) ) и / 1 и . . . и Я , |J'| < 4|l^'|/3. 

Тогда множество F = Fr (= (D \ S) U I1 U . . . U Ir) удовлетворяет утвер­
ждению леммы. Лемма 4 доказана. 

§ 2. Графы с максимальной степенью 3. Верхние оценки 

Теорема 1. Для любого связного графа G € Из с числом вершин 
больше 6 справедливо неравенство \d(G)/d(G) ^ 7/5. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D есть (2,3)-множество в G и |JD| = d(G) 
(по лемме 2 такое множество существует). Обозначим через 5° (со­
ответственно 5) множество всех вершин, входящих в изолированные 
(соответственно неизолированные) связки из D, а через I — множе­
ство вершин из D, не входящих в связки. В силу замечания 1 можно 
считать, что p(I, S U 5°) > 3. 

Вначале покажем, что существует (2,3)-множество F ' , в котором 
множество всех вершин, входящих в связки, совпадает с S и \Ff \ S\ ^ 
7\D \ 5 | /5 . С этой целью определим два максимальных независимых 
подмножества I1 и I2 множества Q = {г; 6 V(G) \ p(v,S) ^ 2} и убе­
димся, что верно неравенство 

emina^u^D^i/us0 ! . (з) 

Тогда меньшее по мощности из множеств J1 U S и I2 U S можно взять 
в качестве F1. 

га 
Пусть 5° = IJ 5,/где { s i , . . . , s m } — множество всех изолиро-

1=1 
ванных связок из D, S{ - {я,,у;}; N(yi) = {zi,zj,zf} (i = !>••• ? w ) ; 

m 
X = { s b . . . , x m } ; Y = {» i , . . . ,t/m}; Z = U H ^ j } . При этом выбе-

t = l 
рем обозначения х, и у, так, что число вершин в JV(j/i)\{^i}(= {^, ^ } ) , 
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находящихся на расстоянии 2 от / , не меньше числа таких вершин в 
N(x{) \ {yi}> Легко убедиться, что множество I1 = / U X U Z являет­
ся максимальным независимым подмножеством множества Q и \1г\ = 
к + Зга, где к = \1\. 

Для построения множества I2 рассмотрим разбиение множества 
V(G) на подмножества Vi, V2 и Z\ где 

V2 = {v € V(G) I p(v,S\JX) > 2,p(vJ) < 2}, 

Z' = {v£ V(G) I />(*, 5 U X) > 2, р(г;, / ) ^ 3}. 
Прежде всего, заметим, что Z* С Z, так как в Z' могут входить 

только вершины, покрытые множеством У и не входящие в X. Пока­
жем, что p{Z\V2) ^ 2. Предположим противное, т. е. p(z,v) = 1 для 
некоторых вершин z £ Z', v € V2. Поскольку p(z,I) ) З и p(v,I) ^ 2, 
имеем р(у^1) = 2. А так как /)(v,5(JX) > 2, вершина г; должна покры­
ваться множеством У, т. е. найдется у1 Е У П N(v). В свою очередь, 
для г найдется у G У П N(z). Поскольку через вершины из связок не 
проходят 3-циклы, то у ф у1. Но это противоречит изолированности 
связок, которым принадлежат у я у1. 

Поскольку 1^(^)1 > 6, |N(«st-)| = 6 ( 1 ^ г < т ) и граф G связен, для 
каждой изолированной связки 5, существует такая вершина v^ 6 N(si)j 
что p(v{,I) ^ 2. Из-за выбора обозначений ж, и у{ можно считать, что 
V{ = zj. Отсюда следуют неравенства 

| 2 ; П { * / , * ? } | < 1 (t = l , . . . , m ) , 

из которых получаем |Z' | ^ m. 
Теперь воспользуемся леммой 1. Заметим, что в графе Н — G{V2) 

для любой вершины v 6 V2 выполняется неравенство />#(v,7) ^ 2, так 
как {г; £ V(G) | pcivJ) < 1} С V2 в силу ра(1,Хи S) > 3. Следова­
тельно, граф Я и множество / удовлетворяют условиям леммы 1, со­
гласно которой найдется максимальное независимое подмножество /* 
множества V} с |/*| ^ 3 | / | . 

Таким образом, получаем максимальное независимое подмноже­
ство I2 = I* U X U Z' множества Q такое, что \12\ ^ Зк + 2га. 

Наконец, непосредственной проверкой убеждаемся, что для ука­
занных множеств J* и I2 выполняется неравенство (3), т. е. 

5mind/ 1! , | /2 |} - 7|/U 5° | < 5min{A; + 3m,3k + 2т} - 7(к + 2т) 
= min{m - 2к,А(2к - m)} ^ 0. 

Теперь по лемме 4, примененной к (2,3)-множеству F1, получаем неза­
висимое доминирующее множество F такое, что 

\F\(F'\S)\^4\S\/3. 
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В итоге имеем 

\F\ ^ \F \ (F1 \ 5) | + |F ' \ S\ < 4 |5 | /3 + 7\D \ 5 | /5 < 7| Л | / 5 , 

откуда окончательно получаем id(G) ^ 7d(G)/5. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Для любого связного кубического графа G, отличного 
от А'з,з> справедливо неравенство id(G)/d(G) ^ 4/3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Здесь можно повторить все рассуждения из до­
казательства теоремы 1 за одним, по существу, исключением: вместо 
неравенства (3) мы установим неравенство 

3 m i n ( | / 1 | , | / 2 | ) < 4 | / U 5 ° | , (4) 

из которого будет следовать утверждение теоремы. При этом в каче­
стве (2,3)-множества D следует взять множество £)° из доказательства 
леммы 2. 

Нетрудно видеть, что неравенство (4) будет выполняться, если бу­
дет установлена оценка | / 2 | ^ 3& + га. Такая оценка, очевидно, имеет 
место, если Z1 = 0 . 

Для того чтобы Z' было пустым, достаточно, чтобы при любом 
i — 1 , . . . ,га вершины zj и zf находились на расстоянии 2 от / . До­
пустим, что при некотором % последнее условие нарушается. В этом 
случае, в силу выбора обозначений ж,- и у,-, найдется по крайней мере 
по одной вершине в N{yi) \ {#,-} и в N(x{) \ {yj}, расстояние от кото­
рых до / больше 2. Тогда степени этих вершин в графе Н = G(N(si)) 
будут равны 3. Поскольку G ф #з,з и вершины Х{ и у{ не входят 
в 3-циклы, граф Н представляет собой граф if3,3 c одним удаленным 
ребром. Если в D вершины х, и у,- заменить вершинами, имеющими сте­
пень 2 в Я (они не смежны между собой), то получим (2,3)-множество 
той же мощности, но с меньшим, чем в Z>, числом связок. Полученное 
противоречие завершает доказательство теоремы 2. 

§ 3. Графы с максимальной степенью 3. Примеры 

В данном параграфе будут построены бесконечные серии 

— связных графов AG Из с id(A)/d(A) = 7/5; 
— 2-связных кубических графов В с id(B)/d(B) ^ 5/4; 
— 3-связных кубических графов С с id(C)/d(C) ^ 8/7. 

На рис. 1-3 (см. ниже) изображены графы, которые будут исполь­
зоваться в качестве «блоков» при построении указанных серий графов. 

Предварительно выясним некоторые свойства этих графов. При 
этом будет использоваться очевидное 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если вершины v и w не смежны между собой и 
N(v) = N(w), то любое независимое множество, покрывающее v и w, 
либо содержит обе эти вершины, либо не содержит ни одной из них. 

Лемма 5. Любое независимое множество I С V(Ao) (см. рис. 1), 
покрывающее V(A§) \ {VO,WQ}, содержит не менее 7 элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы. По­
скольку имеют место соот­
ношения 

| /П{«з , г ;4} |<1 , 

\IC){w3,w4}\ < 1, 

справедливы неравенства 

\ln{v0,vi . . . ,г;б}| ^ 3, 

| /П {WQ,WI... ,w 6 } | ^ 3. Рис. 1. Граф Л о 

W 

Кроме того, для того чтобы 
вершина х2 была покрыта, должно быть выполнено неравенство | / П 
{#l,#2}| ^ 1- Следовательно, | / | ^ 7. Лемма 5 доказана. 

Лемма 6. Любое независимое множество I С V(B$) (см. рис. 2), 
покрывающее V(BQ) \ {г>о, wo}, содержит не менее 5 элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы. Учи­
тывая замечание 2 и симметрию гра­
фа i?o, достаточно рассмотреть три 
случая. 

ЕСЛИ { ^ 2 , ^ 3 , ^ 2 , ^ 3 } Я I, ТО \1 П 
{xi ,^2}| ^ 1 - Следовательно, | / | ^ 5. 

Если {w2,w3} С / , / П {^2,г;3} = 
0 , то | /n{ t ; i , t ;o} | = | / П { х ь г ; 4 } | = 
| / П {^2,^5)1 = 1? так что | / | > 5. 

Если I П {v2,v$,W2,wz} = 0 , то 
верна цепочка равенств 

\1Г){уиу0}\ = \1П{хЪу4}\ 
= |/n{a?2 , t ;5}| = \ln{wuw0}\ 
= \ln{xuw4}\ = \ln{x2,w5}\ = l. 

Учитывая, что \I Г) {яьЯ2}| ^ 1, снова получаем \I\ ^ 5. Лемма 6 
доказана. 

,v3 ' 

Лу 

xi 

Рис. 5. Г 

\̂ У 
^ у" 

Х2 

раф Во 

,ai 

'ws 
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Лемма 7. Любое независимое множество I С V(CQ) (СМ, рис. 3), 
покрывающее V(CQ) \ {vo,wo,xo}> содержит не менее 8 элементов. 

щ 

Рис. 3. Граф Со 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы, 

1Х = I n {v0, vi... , v7}, /2 = / П {wo, wx... , w7}. 

Покажем, что | / i | ^ 3. Согласно замечанию 2 достаточно рассмотреть 
два случая. 

СЛУЧАЙ 1: {г>2>̂ з} С / . Тогда | /П {^б,^7}| = 1, поскольку I П 
{^4,^5} = 0 И | / П {t;8, ^9>| ^ 1. 

СЛУЧАЙ 2: I П {̂ 2, v$} = 0. Тогда верна цепочка равенств 

|/П {*ьг;о}| = \Ir\{vQ,v4}\ = |JП {v7,t75}| = 1. 
Таким образом, в обоих случаях |Ji| > 3. Аналогично убеждаемся, 

что верно неравенство |/2| ^ 3. 
Нетрудно видеть, что из семи вершин х\, #2, хг-> Щ-> Щ, w8<> w9 не 

более двух вершин покрыто множеством Д U /2- Следовательно, не 
менее пяти вершин должно быть покрыто множеством / \ (I\ U /2), так 
что | J \ (I\ U /2)1 > 2 и |/ | > 8. Лемма 7 доказана. 

Теперь опишем графы, составляющие серии (а), (Ь) и (с). 
СЕРИЯ (а). Эту серию образуют графы Ап, п ^ 1, такие, что Ап 

состоит из п копий Aj , . . . ,AQ графа AQ, изображенного на рис. 1; и 
при j = 1, . . . ,п - 1 вершины WQ И V3

0 соединены ребром. Понятно, 
что Ап — связный граф из Hz- По лемме 5 имеем id(Aw) > In. С Дру­

га 

гой стороны, множество |J {x^v^v^w^w3^} является доминирующим 

в Ап. Следовательно, \&(An)/d(An) ^ 7/5. 
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СЕРИЯ (Ь). Эту серию образуют графы J3n, п > 2, такие, что Вп со­
стоит из п копий BQ , . . . , 2?Q гра­
фа J5Q, изображенного на рис. 2, и 
из Зп ребер, соединяющих вершины 

wJ
0,vJ

0 (j = 1 , . . . ,n) 

так, как показано на рис. 4. По 
лемме б имеем id(Bn) ^ Ъп. В то 
же время множество 

п 
\J{xJ

vx3
2,vJ

vw{} 
j=l 

w< 

Рис. 4 

является доминирующим в Вп. Следовательно, id(5 n) /d( l? n) ^ 5/4. 
СЕРИЯ (с). Эту серию образуют графы Сп , п ^ 1, такие, что Сп со­

стоит из п копий CQ , . . . , CJ гра­
фа Со, изображенного на рис. 3, и 
из 2п ребер, соединяющих вершины w" 

так, как показано на рис. 5. По 
лемме 7 имеем id(Cn) ^ 8п. В то 
же время множество 

ч\ 

( J {xVvVvl<> V7> WVW6> Wl) 
J=1 Рис. 5 

является доминирующим в Сп . Следовательно, id(Cn)/d(Cn) > 8/7. 

§ 4. Графы с большой максимальной степенью 

В данном параграфе устанавливаются верхние оценки отношения 
id(G)/d(G) для графов с максимальной степенью вершин, большей 3. 
Приводятся также примеры, демонстрирующие близость полученных 
оценок к оптимальным. В заключение дается точная верхняя оценка 
величины id(G)/d(G) через число вершин графа. 

Теорема 3. Если GeHk,To id(G)/d(G) О + 2 - 2лД. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D — доминирующее множество в G и 
\D\ = d(G). Положим QQ = 0 и для i = 1,2,... определим Q{ как 
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i - 1 
некоторое максимальное независимое подмножество в D\ |J Qj. Тогда 

i=0 
по построению будем иметь 

\Qi\>\Q2\>-~, (5) 

N(x) DQj ф 0 для всех х G Qi при j < г. (6) 

Пусть s+1 — последний индекс, для которого Qs+\ ф 0- В силу (6) 
имеем s < к. Используя полученное разбиение множества D, построим 
независимое доминирующее множество F по правилам: 

• Fj :— (i^-fi \ Qj) U Ij (j = 5 + 1,5,... ,2), где Ij — некоторое 
максимальное независимое подмножество множества {v E V(G) \ 
p(v,FJ+1\Q3)>2}; 

• F:=F2. 
Ввиду (6) имеем 

|F | = | / ,+ i | + . . . + | /2 | + |Qi| 
< (* - s)\Qa+1\ + [(k-s + 1)\QS\ - \Qa+1\] + . . . + P - 1)|Q2 | 

- | Q 3 | - . . . - | Q e + i | ] + IQil 
= (k - Is + l ) |Q e + i | + (k-2s + 3)\QS\ + ... + (k- 1)|Q2 | + \Ql\-

Таким образом, с учетом неравенства (5) получение верхней оценки 
для id(G) свелось к нахождению максимума линейной функции 

s 

f(x) = X! + ]T(fc - 2г + 1)х,-+1 

i= l 

на множестве Р С Е 5 + 1 , заданном линейными ограничениями 

] Г ж,- = d(G), a?i ^ х2 ^ . . . ^ z5+i ^ 0. 
t = l 

Вершинами многогранника Р являются точки х* = (х\,... , a^+l) ' 
* = 1 , . . . , s + 1, где х\ — d(G)/t при i = 1 , . . . ,<иж{ = 0 при г > tf. 
Поскольку Дх*) = (Jfc + 2-«-fc/*)d(G) ^ (* + 2-2>/*)d(G), а максимум 
/ (#) на Р достигается в вершине, окончательно имеем 

id(G)/d(G) ^ \F\/d(G) О + 2 - 2Vk. 

Теорема 3 доказана. 

file:///Ql/-
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ПРИМЕР 1. Пусть л/к — целое число, G = (V, 2?) — связный граф 
такой, что 

V = Vi U V2, Vi П V2 = 0 , \Vi\ = у/к, |V2| = Vk{k + 1 - y/k); 
G{V\) — полный граф; 
deg(v) = к Vt; € Vi; 
deg(v) = 1 Vt; e V2. 

Тогда d(<?) = V3fe и id(G) = 1 + (л/£ - 1)(* + 1 - л/fc) = (* + 2 - 2y/k)Vk. 
ПРИМЕР 2. Для построения графа # п берем п копий графа G из 

примера 1 и в каждой копии G, выбираем по одной висячей вершине v,-. 
Затем добавляем п ребер, соединяющих вершины v i , . . . ,vn в цикл. 
Тогда d(Hn) = п\/&, 

id(J5T„) ^ пл/*(* + 2 - 2л/*) - 2п/3 = d(#n)((ifc + 2 - 2л/* - 2/Зл/*). 

Теорема 4. Есля G — к-однородный граф, то id(G)/d(G) ^ к/2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть п = |V(G% D — доминирующее множе­
ство в G и |JD| = d = d(G). Заметим, что любое независимое множество 
в G мощности га инцидентно km ребрам. Отсюда с учетом равенства 
\E(G)\ = кп/2 получаем id(G) ^ п/2. Таким образом, если dk > n, то 
для G утверждение теоремы справедливо. 

Пусть kd < п. Так как \N(D)\ = п - d, то число ребер в подгра­
фе G(D) не превосходит (kd - (п - d))/2. Поэтому мощность наиболь­
шего независимого подмножества / множества D не меньше d - (kd -
(п — d))/2 и, следовательно, больше d/2. 

Пусть J — наибольшее независимое подмножество множества Q = 
{v € V(G) | p(v,I) > 2}. Понятно, что IU J — независимое доминиру­
ющее множество в ( ? и id(G) ^ | / U J\. С другой стороны, 

\J\$\Q\$\N(D\I)\I\^(k-l)\D\I\. 

Таким образом, 

| /U J\ ^ (к - l)d -(к- 2) | / | < d(k - 1 - (* - 2)/2) = kd/2. 

Теорема 4 доказана. 
ПРИМЕР 3. Для графа G, состоящего из га копий графа К^ь, име­

ем d(G) = 2га, id(G) = km = Jd(G). 

ПРИМЕР 4. Пусть А; — четное число, р = к/2, Н = К^ *_!, А = 
{ a i , . . . ,а*} — большая доля и В — меньшая доля в Н. Обозначим 
через Rn граф такой, что 

1) V(Rn) = Vi U . . . U Vn, где V,- = { Ч | Ь . . . , *,-,*}, • = 1 , . . . , п; 
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2 ) Rn({viyi,...,viiP}) = Kp, Rn({vifP+i,...,Vi9k})=:Kp, t = 1 , . . . ,n; 
3) (vi j , Vj+ij+i) € E(Rn) при любых г,j (1 < г < тг, 1 ^ j < к) (первый 

индекс рассматривается по модулю п, второй — по модулю к); 
4) других ребер в Rn нет. 

Легко видеть, что Rn является (1 + р)-однородным графом. Для 
построения интересующего нас графа Gn возьмем п(р— 1) копий H(i,j) 
графа Н и один граф Rn. Затем для каждой тройки (z,j , Z), где 1 < г ^ 
п, 1 ^ j < р — 1, 1 ^ / ^ к, вершину a\(i,j) соединим ребром с верши­
ной Vi\. Полученный в результате граф Gn является /^-однородным и 
fc-связным. 

Пусть b(i,j) — некоторая вершина из меньшей доли B(i,j) графа 
#(г , j ) . Определим множество 

п /р-1 

•=i v = i 

Очевидно, что|М| = п(2(р - 1) + 1) = п(к - 1). 
Убедимся, что М — доминирующее множество. При любых г ^ 

р - 1 и j ^ р - 1 вершина V{j и множество A(i,j) U B(i,j) покрыты 
множеством {a,j(i,j),b(i,j)}, вершина V{iP покрыта вершиной V J + I ^ + J , 
а вершины t>t>+b--- > ,̂fc покрывает вершина Vt^+i. Следовательно, 
d(Gn) ^ п(к - 1). 

Пусть X — произвольное независимое доминирующее множество в 
Gn. Для любой пары (г, j) либо B(i,j) С X, либо B(i,j) П X = 0 . В 
первом случае |#(г, j ) П Х\ = к — 1. Во втором случае лишь две вер­
шины из A(i,j) могут быть покрыты извне (по свойству (2) графа Rn). 
Значит, в этом случае \A(i,j) П Х\ ^ к - 2. Таким образом, 

i d ( G „ ) > n ( * - 2 ) ( p - l ) , 
id(Gn) ( fc-2) 2n fc-3 
d(Gn) " 2 ( * - l ) n " 2 ' 

Пусть </>(n) = max{id(G)/d(G) : |V^(G)| = n}. Легко проверить 
равенства </>(1) = </>(2) = < (̂3) = 1 . 

Теорема 5. Если n ^ 4, то 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пример полного двудольного графа К\п\ гп] 

показывает, что (р(п) ^ j [f J при любом п ^ 4. 
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Допустим, что id(G)/d(G) > \ If J для некоторого графа G с чи­
слом вершин п ^ 4. Выберем в G доминирующее множество D = 
{vl>- • • > vd) c d = d(G). Поскольку id(G) > \ [f J > d, множество D не 
является независимым. Следовательно, 

deg(vi) + . . . + deg(t;d) > n - d + 2. (7) 

Используя очевидное неравенство 

id(G) < n - deg(t>), (8) 

справедливое при любом v £ V(G), и неравенство (7), получаем 

-d+2~ 
id(G) ^ n - с/ 

Так как при й / 3 и ? 1 ^ 4 , а также при </ = 3, п ^ 4 , n ^ 7 справедливо 
неравенство 

п — 
n - d + 2 <d~ iij. 

ввиду выбора G имеем d = 3, га = 7, id(G) = 5. В таком случае в 
силу (8) должно выполняться неравенство deg(v) < 2 для всех v £ 
V{G). Но тогда согласно [1] id(G) =» d(G) (это равенство следует также 
из леммы 2), что противоречит выбору G. Теорема 5 доказана. 
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