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Известно [1], что в любой параллельно-последовательной контактной 
схеме (иначе 7Г-схеме), реализующей линейную булеву функцию, суще­
ственно зависящую от п переменных, содержится не менее п контактов. В 
настоящей статье эта оценка усиливается следующим образом: при любом 
нечетном п ^ 5 число контактов в каждой такой схеме не меньше п -f 3, а 
при п четном, но не равном степени 2, число контактов не меньше п -f 2. 

Пусть f(x) — отличная от константы булева функция, заданная 
на множестве вершин п-мерного единичного куба В71. Функции f(x) 
сопоставим следующие множества: 
№ — совокупность вершин из Вп, на которых f(x) = 0; 
N1 — совокупность вершин из Вп, на которых f(x) — 1; 
R — совокупность пар вершин (а,/?) из Вп таких, что 5 Е № , 

г = 1 

Сложностью тг-схемы S называется величина L(S), равная числу 
контактов в S. Сложностью функции f в классе ж-схем называется 
величина L7r(f) = min Х(5), где минимум берется по всем 7г-схемам 5, 
реализующим функцию / . 

Пусть S — 7г-схема, реализующая функцию f(x). Все контак­
ты этой схемы занумеруем числами от 1 до L. В. М. Храпченко [1] 
предложил следующий подход к получению нижних оценок сложности 
7г-схем. Рассматривается некоторое специальное соответствие между 
множеством R и множеством контактов схемы S. С этим соответстви­
ем связывается вектор а = ( a i , . . . ,a^) , где aj — мощность полного 
прообраза контакта с номером j , 1 ^ j ^ L. В. М. Храпченко показал, 

*̂  Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 93-011-16009). 
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ЧТО 
L L 

i=l i=l 

Эти соотношения позволили доказать неравенство 

L> 1Д12 

^ 1ЛГ0ЦЛГ1Г 

из которого непосредственно вытекает нижняя оценка сложности ли­
нейной функции Фп = х\ + . . . + xn(mod2): 

МФп) > п2. 

В статье используются следующие обозначения: 

J(x{) — множество номеров, присвоенных контактам переменной 
2 j , 1 ^ г ^ п; 

J(XJ) — множество номеров, присвоенных контактам переменной 
afj, 1 ^ г,^ п. 

В настоящей работе показано, что в случае линейной функции Фп 
для вектора а при любом г, 1 ^ г'^ гг, выполнены соотношения 

Е •»- Е i = g. (ч 

L 

j=l 
EaH E 4- E ai 

*€./(*,•) l€J{x{) 

^\№\\^\. (2) 

На основе формул (1), (2) усилена нижняя оценка из [1]. Эта оценка 
при п = 5 и п = 7 совпадает с верхней оценкой из [2]: 

£тт(Фп) < п2 +рп-2р2, 

где р = р{п) находится из соотношений п = 2к + р, 0 < р < 2 . 
Соотношения (1), (2) доказываются в § 1. В § 2 вводятся специаль­

ные частично упорядоченные множества и устанавливаются некото­
рые свойства функций, которые используются в § 3 при доказательстве 
основного результата статьи. 
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§ 1. Усиление соотношений Храпченко 

Пусть f(x) — булева функция, заданная на множестве вершин 
п-мерного единичного куба Вп. Элементы множества № х N1 функ­
ции f(x) назовем (0-1)-парами, а элементы множества R — (0-1)-реб-
рами. 

Пусть 6 = (tfi, . . . ,6п) e №, а = ((71,... , a n ) G ЛГ1. Будем гово­
рить, что (0-1)-пара (<$,<?) имеет ориентацию г, если <5г = 0, аг = 1, и 
ориентацию г, если <$г = 1, <7г- = 0. Вообще говоря, (O-l)-napa может 
иметь несколько ориентации. Ясно, что (O-l)-napa имеет ровно одну 
ориентацию только в том случае, когда эта пара является (0-1)-ребром. 

Две (0-1)-пары из iV° x TV1 назовем одинаково ориентированными, 
если множества их ориентации совпадают. Будем говорить, что под­
множество Р множества TV0 x N1 имеет ориентацию г (соответствен­
но г), если каждая (O-l)-napa из Р имеет ориентацию г (соответствен­
но г). 

Пусть S — 7г-схема, реализующая функцию f(x). Множество кон­
тактов схемы S обозначим через E(S). 

Множество С С E(S) называется цепью в 5, если все элементы 
множества С в графе схемы S образуют простую цепь, соединяющую 
полюса схемы. Множество всех цепей в S обозначим через Q(S). 

Множество Н С E(S) называется сечением в S, если С П Н ф 0 
для каждой цепи С € Q(S). Сечение Н в S называется тупиковым, 
если Н минимально по включению среди всех сечений в S. Множество 
всех тупиковых сечений в S обозначим через T(S). 

Функцию хо: ^ ° -+ T(S) назовем функцией выбора сечения в S, 
если область определения хо е с т ь все множество № и для каждого 
6 G № все контакты тупикового сечения хо($) разомкнуты на 6. Функ­
цию x i : N1 —• Q(S) назовем функцией выбора цепи в S, если область 
определения xi есть все множество N1 и для каждого а £ N1 все кон­
такты цепи xi(<?) замкнуты на а. Очевидно, что такие функции хо? Xl 
существуют. 

Пусть хо — функция выбора сечения в 5, XI — функция выбора 
цепи в S. Следуя [1], с помощью функций хо? XI определим соответ­
ствие между множеством всех (0-1)-пар № х N1 и множеством кон­
тактов E(S). По определению каждой (O-l)-nape (6, а) соответствуют 
те и только те контакты из E(S), которые принадлежат множеству 
Хо(^) Л Xl(^)- Это соответствие обозначим через хо П Xl-

В [3] было показано, что в любой 7г-схеме каждая цепь и произ­
вольное тупиковое сечение имеют ровно один общий контакт. Поэтому 
в случае 7г-схем соответствие хо П Xl является однозначным отображе­
нием множества № х N1 в множество E(S) с областью определения 
№ xN1. 
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Лемма 1. Пусть f(x\,... ,xn) — отличная от константы булева 
функция] S — ж-схема, реализующая функцию / ; хо я XI — функции 
выбора сечения и цепи в S; Р\,... , Pi — полные прообразы при ото­
бражении хо Hxi контактов с номерами 1 , . . . , L соответственно. Тогда 
справедливы следующие утверждения. 
1. Множества Р\,... , Pi являются декартовыми произведениями. 
2. При каждом i, 1 ^ i ^ п, множества Р^, k £ «/(я;), ямеют ориента­

цию г, а множества Pi, I £ J^i), — ориентацию i. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Пусть е — контакт из E(S) и j — номер этого 
контакта. Если множество Pj состоит не более чем из одного элемента, 
то P j , очевидно, является декартовым произведением. Предположим, 
что Pj содержит не менее двух элементов. Пусть (£,а), (S,/3) — две 
произвольные (0-1)-пары из Pj. Покажем, что (0,1)-пары (S,f3), (S,a) 
также принадлежат Pj. Действительно, из определения отображения 
ХО П XI следует, что 

Хо(«) П XI(?) = W , Хо(5) П XI(Д) = {е}. 

Поэтому 
Хо(«) П хФ) = М , Хо(5) П XI(2F) = {е}, 

и, значит, (£,/?) £ Pj , (5,5) £ Pj . Ввиду произвольности выбора (0-
1)-пар (б, a)j (5,/?) множество Pj есть декартово произведение, т. е. 
справедливость утверждения 1 установлена. 

2. Пусть е — контакт из E(S) ж j — номер этого контакта. Предпо­
ложим, что j € J(x{) для некоторого г, 1 < г < гг, т. е. е — контакт пере­
менной Х{ (случай переменной х, рассматривается аналогично). Пусть 
(8,а) — (O-l)-napa из Pj. По определению функции хо все контакты 
тупикового сечения Хо(^) разомкнуты на 6. В частности, разомкнут 
контакт е, поэтому 6{ = 0. По определению функции xi все контакты 
цепи xi (?) замкнуты на а. В частности, замкнут контакт е, поэтому 
<тг- = 1. Следовательно, (O-l)-napa (S,v) имеет ориентацию г. Посколь­
ку (O-l)-napa (S,a) выбрана из Pj произвольно, множество Pj имеет 
ориентацию г. Лемма 1 доказана. 

Обозначим через (хо Пxi) \R сужение отображения хо П XI н а м н ° -
жество R. Вектор а = (а\,... , a^) будем называть вектором отобра­
жения (хо П Xl) lib е с л и ПРИ любом j , 1 < j ^ X, величина aj равна 
мощности полного прообраза контакта с номером j при отображении 
( х о П х 1 ) | д . 

Теорема 1. Пусть f — линейная булева функция, существенно 
зависящая от переменных х\,... ,xn\ n ^ 2; S — 7г-схема, реализу­
ющая функцию / ; хо и XI — функции выбора сечения и цепи в S; 
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а = ( аь . . . , ап) — вектор отображения (хо П Xl) |д • Тогда, при любом 
г, 1 ^ i ^ п, справедливы соотношения (I), (2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся в справедливости соотношения (1). 
Пусть 7*1,... , ri — полные прообразы контактов с номерами 1 , . . . , L 
соответственно при отображении (хо Hxi) \R • Поскольку (хо ^Xl) \R — 
однозначное отображение с областью определения i2, множества п , . . . , 
ri попарно не пересекаются и верно равенство 

L 

U ri = *• 

Обозначим через R(i) (соответственно Д(г)), 1 ^ г ^ п, множество всех 
(0-1)-ребер из Д с ориентацией г (соответственно г). Легко проверить, 
что если п ^ 2, то при любом г, 1 ^ г ^ п, выполнены равенства 

1ВД1 = 1ВД1 = ^ . 
Далее, в силу утверждения 2 леммы 1 при любом г, 1 ^ г ^ п, справед­
ливы включения 

( J rkCR(i), ( J г, С ВД. 

Поскольку каждое (0-1)-ребро имеет только одну ориентацию, при лю­
бом г, 1 ^ гi ^ гг, справедливы также обратные включения. Поэтому 
при любом г, 1 ^ г ^ п, имеем 

U г* = вд, и г/ = д(о, 
*€J(x.-) ieJ(xi) 

т. е. справедливо соотношение (1). 
Убедимся в справедливости соотношения (2). Для этого каждому 

множеству гу, 1 ^ j ^ Z, сопоставим два множества г^, г1- такие, что 
rf — множество нулевых концов всех (0-1)-ребер из rj и г1- — множе­
ство единичных концов всех (0-1)-ребер из rj. В силу утверждения 2 
леммы 1 любое непустое множество г^, 1 ^ j ^ Z, состоит из одинаково 
ориентированных (0-1)-ребер. Поэтому при любом j , 1 < j < X, имеем 

kjl = | r} | = |ry| = ar 

Пусть, как и выше, P i , . . . , Р^ — полные прообразы контактов с но­
мерами 1 , . . . , L соответственно при отображении хо П Xl- Очевидно, 
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что множества Р\,... ,Pi не пересекаются и Q Р}; = iV° x N1. По-
i=i 

скольку гу С Pj, 1 ^ j ^ L, и в силу утверждения 1 леммы 1 множе­
ства Pi,... , Pi являются декартовыми произведениями, при любом j , 
1 < j < L, имеем г х г j С Pj. Поэтому множества г" X г ] , г^ х г^,. •. , 
г^ х г^ попарно не пересекаются и 

Q ( r J x r j ) C №xN\ 

Пусть D = (JV° x i v W U (r°j X r ) ) Y Т о гДа 

Q ( r - ; x r j ) N ) u D = iV0xiV1 , 
•i=i ' 

(3) 

(4) 

Поскольку |rj x rM = а2: при любом j , 1 ^ j ^ Z, из (4) следует 
равенство 

L 

Таким образом, для завершения доказательства (2) осталось показать, 
что при любом г, 1 < г < п, выполнено неравенство 

1#1> 
keJ(xi) ieJ(xi) 

(5) 

Убедимся в справедливости (5). При фиксированном г, 1 ^ г ^ п, 
множество № разобьем на подмножества iV-9, iV^, где 

N$ = {?G iV° | «f- - 0}, ЛГг° = (бе № | «,- = 1}, 

и множество TV1 — на подмножества iV-J, JV*, где 

NJ = {aeNx\ a% = 0}, iV/ = {5 € JV1 | a{ = 1}. 
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Ясно, что множества 7V-? х iV/, Nf x iVi, iV? x Nf, iV-? x JV-J попарно 
не пересекаются и их объединение совпадает с множеством iV° x N . 
Очевидно, что iV-P x ЛГ* есть множество всех (O-l)-nap, имеющих ориен­
тацию г; Nf X N} — множество всех (O-l)-nap, имеющих ориентацию г. 

Введем обозначения: 

D(i) = DD(N?x N}), D(l) = DC) (N? x NJ), 

d, d(i), d(i) — мощности множеств JD, -О(г), -О(г) соответственно. По­
скольку D(i) С D, D(i) С D, имеем 

О \d(i)-d(T)\. 
Поэтому для доказательства неравенства (5) достаточно показать, что 

dd)-d(i)= Y, 4- Е аЬ 
k£j(xi) l£J(xi) 

Для этого рассмотрим равенство (3). Множества, находящиеся в ле­
вой и правой частях этого равенства, пересечем с множеством iV-9 x NJ-. 
Поскольку множества в левой части равенства (3) попарно не пересе­
каются, имеем 

Е | ( г $ Х г } ) П ( Л # х Л » ) | 
j€{l,...,I}\(J(x,-)UJ(xi)) 

+ Е К'£хг£)п(л£х^)|+ Е l(r?xr/)n(ivfxiv/)| 

+ \D(i)\ = \N$xNl\. (6) 

Множества, находящиеся в левой и правой частях равенства (3), пере­
сечем с множеством N® x N}. В результате получим 

Е | г ? х г } п ( Л Г Р х ^ ) | 
j€{l,...,I}\(J(*<)UJ(*i)) 

+ Е l(rg х rj) П (ЛГР х ЛГ/)| + Е | ( r ? x r / ) n ( i V P x i V / ) | 
k£J(Xi) leJ{xi) 

+ \D(1)\ = \N? x N±\. (7) 

В силу утверждения 2 леммы 1 при любых k € J(xi), / € ^(х,) , j € 
{ 1 , . . . , L}\( J(x{) U «/(ж,-)) справедливы включения 

г£ х г\ С iVi» x JV/, г? х г/ С #Р х JV,1, 

rjC(N? xN})u(NfxNJ). 
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Поэтому при тех же &, /, j имеем 

К ' ! X Л) П (NS х N})\ = 4, |(г{ х г{) П (JVf х iV/)| = 0, 

|(г? х rj) П (N$ х N})\ = 0, Кг? х г/) П (ЛГР х iV/)| = «J, 

|(г} X г]) П (Л? X iV/)| = |(г} X г}) П (Nf х iV/)|. 

Учитывая соотношение приравняем левые части 
равенств (6), (7) и выполним необходимые сокращения. В результате 
получим равенство 

Е *i+<*(*')= Е а / 2 + <*(*)> 
keJ(xi) ieJ(xi) 

из которого ввиду произвола в выборе г следует (2). Теорема 1 дока­
зана. 

§ 2. Свойства специальных функций 
на частично упорядоченном множестве 

Пусть п, L — целые числа такие, что п ^ 2, L ^ 2п. Через Т^п 

обозначим множество целочисленных векторов т = ( r i , . . . , Т2п) таких, 
что ri ^ Г2 ^ . . . ^ Г2п > 0, ri + Г2 + . . . + Г2П = X. На множестве 
Т^п определим двухместное отношение У следующим образом: если 
S,/? 6 Т^те, то S >- /? тогда и только тогда, когда выполнена система 
неравенств 

ot\ +OL2 >P\+fo> 

ах + «2 + - •. + <*2п-1 > /?i + /?2 + . . . + /?2n-l-

Ясно, что отношение У есть частичный порядок на множестве Т^п. 
Будем говорить, что вектор a G Т^п получается из вектора /3 6 Т^1 

переносом единицы, если существуют j , г такие, что 1 < j , г < 2n, jf < г 
и aj = /3j ; + 1, a t = /?,- - 1, оц = /J/ при / ^ j , г. При этом будем говорить, 
что единица переносится из слоя /3, в слой /^ + 1. Следовательно, 
единица всегда переносится из рассматриваемого слоя в более высокий 
слой, и наивысший слой, в который может быть перенесена единица, 
есть слой /?i + 1. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Легко проверить, что для любых различных век­
торов 5, (3 из множества Т | п справедливо следующее утверждение: 
а У /3 тогда и только тогда, когда существует последовательность век­
торов r i , ? 2 , . . . ,Г£ из Т^п такая, что т\ = (3, гд. — а, а яря любом j , 
1 ^ J ^ k - 1, вектор Tj+i получается из вектора TJ переносом едини­
цы. 

Через Д обозначим вектор из множества Т^п вида 

Д = ( [£ /2п | + 1 , . . . , [L/2n\ + 1, |Z /2nJ , . . . , [L/2n\), 

где а = L — 2n[L/2n\, b = 2n — а. Легко проверить, что вектор Д 
является наименьшим в частично упорядоченном множестве (Т^71,)-). 
Если L - 2n[L/2n\ ^ 2, то через v обозначим вектор из множества Т^п 

вида 

v = ([L/2n\ + 2, [L/2n\ + 1 , . . . , LX/2nJ + 1, [L/2n\,... , |£ /2nJ) , 
. • 4 . 

b 

где a == L — 2n[L/2n\ — 2, 6 = 2n —(a + 1). Ясно, что вектор v получается 
из вектора Д переносом единицы из слоя \i\ в слой /ii + 1. 

Будем говорить, что функция А(г) возрастает (не убывает) на ча­
стично упорядоченном множестве (Т^п, X), если A(S) > А(/3) (А(5) ^ 
А(/3)) для любых различных векторов а,(3 € Т | п таких, что а У (3. 

На множестве Т|те определим функции 

2 п 1 1 1 
М?) = Е 7 ' A2(r) = A1(f) + -i--i-. 

Лемма 2. Пусть п, L — целые числа такие, что п ^ 2, L ^ 2гг. 
Тогда справедливы следующие утверждения. 
1. Функция Ai(r) возрастает яа частячяо упорядоченном множестве 

Pi», у). 
2. Фуякцяя А2(г) яе убывает на частично упорядоченном множестве 

Для любых различных векторов a,(3 G Т | п таких, что а у /3, равенство 
А2(а) = АзС/З) выполнено тогда и только тогда, когда а получается из 
/3 переносом единицы из слоя (3\ в слой (3\ + 1. 



42 К. Л. Рынков 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду замечания 1 для доказательства утвер­
ждения 1 достаточно показать, что операция переноса единицы уве­
личивает значение функции Ai(r). Пусть вектор а £ Т^п получается 
из вектора /3 £ Т?п переносом единицы, а числа j , г (1 < j < г ^ 2п) 
таковы, что a.j = р3; + 1, аг; = fa - 1. Тогда 

A1(5) = A1$ + -j- + i - i - - l 
«i «i Pj P« 

Поскольку /?j ^ /?j, /3,- — 1 = a,- > 0, имеем 

J_ _1 L_ J_ 
«i «t /?; ft 

= ^~ftJ"v^"o^J= U--i~ft/te'^+iJ 

V A V P P + 1 / VP+1 Р+2УУ 
/ ? i " 1 2 

= S p0»+l)(p + 2) > °' 

Поэтому Ai(5) > Ai(/3), t. е. справедливо утверждение 1 леммы 2. 
В силу замечания 1 для доказательства утверждения 2 достаточно 

убедиться в истинности следующего утверждения. Пусть вектор а £ 
Т^п получается из вектора /3 £ Т^п переносом единицы. Тогда если 
единица переносится из слоя fa в слой fa + 1, то A2(S) = A2(/3), в 
противном случае A2(S) > А2(/3). Убедимся в справедливости этого 
утверждения. Пусть вектор а £ Т^п получается из вектора (3 £ Т^те 

переносом единицы и числа j , г (1 ^ j < г ^ 2п) таковы, что aj = (33; +1, 
a,- = /?,• — !. Тогда 

aj at /?; ft V ^ l - 1 «1/ А2(5) = А2(/?) + — + — - — - _ + U-i л J 
-1 

-А2(Д) + ^ Ыр+1)(р+2) \\fa~l Л/ U i - 1 <*J/ 
Предположим, что единица переносится из слоя fa в слой fa + 1. 

Это означает, что a i = /?i + 1, j = 1, /3,- = /?i. Поэтому 

T^ 2 2 
V / ( ? + 1)(P + 2) ~ № " l̂ lC/̂ l + 1)' 

file:////fa~l
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V/3i - 1 h) W i - 1 « i / (ft - 1 )Л(Л + 1 ) ' 

Следовательно, A2(S) = Л2(/3). 
Предположим противное, т. е. единица переносится в слой /3\ + 1 из 

слоя, отличного от слоя /?i, либо в слой, отличный от слоя /?i + 1. 
Пусть единица переносится в слой /3\ +1 из слоя, отличного от слоя 

(3\. Это означает, что а\ — /3\ + 1, j = 1, /?,- < /3\. Поэтому 

Pi~l 2 

1 1 \ / 1 1 
ft-1 fa J V « l - 1 « 1 / ( Л " 1 ) / W l + 1) 

Следовательно, A2(S) > Л2(/?). 
Пусть единица переносится в слой, отличный от слоя /3\ + 1. Это 

означает, что а\ = /3\. Поэтому 

J^_x р(р+1)(р + 2) > °' [Ж^ ~ Тх) {^1 " ^ 7 = °" 

Следовательно, А2(5) > ЛзС/З). Лемма 2 доказана. 

§ 3. Доказательство нижних оценок 

Пусть n, L — целые числа такие, что п ^ 2, L > 2п. Обозначим 
через Vyf множество векторов а = ( a i , . . . , а^) с вещественными неотри-

X 
цательными координатами такими, что ^ ay = 2 n _ 1 n и через Г | п мно-

жество всех упорядоченных разбиений / = (t\,... , tn, ? i , . . . , 7П) множе­
ства { 1 , . . . , L} на In непустых подмножества / j , . . . , tn; ? i , . . . Дп . 

Разбиение / E T^ называется правильным разбиением координат 
вектора a £ V^, если при любом г, 1 ^ г ^ гг, справедливо соотношение 

£ a t = 5 > = 2»-2. 

Обозначим через Т^п(а) множество всех правильных разбиений ко­
ординат вектора а € v£. Пусть 

AJ: = {aeVn
L\T2

L
n(a)^0}. 
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Каждой паре (а,/), где а £ А%, t 6 TV1^), сопоставим величину 

<p(aj) = max 
keu leu 

На множестве А^ определим функцию 

(f(a) = min у>(а,/), 

а на множестве V^ — функцию 

IPII2 = E 4 

Введем обозначение Х^ = {а е А% \ \\а\\2 + <р(а) < (27 1-1)2}. Из 
теоремы 1 следует, что в случае линейной булевой функции п перемен­
ных вектор отображения (хо Hxi) \R принадлежит некоторому множе­
ству Х%. 

Пусть t £ Ггте, т £ Т^1. Будем говорить, что разбиение t име­
ет тип г, если г можно получить перестановкой координат из векто­
ра ( |^i | , . . . , \tn\i |?i|>.. • , \tn\)' Каждому разбиению t £ Tjj1 сопоставим 
вектор fh{i) £ А^ заданный следующей системой равенств: 

mk(t) = 2n-2/\til k etly 1 < г < п , 
га/(2) = 2п~2/\Ц, / £ ?г, 1 < г < п. 

Из определения вектора га(/) следует, что / является правильным раз­
биением координат вектора fh(t) и если для некоторого а £ А% раз­
биение t является правильным разбиением координат вектора а, то 
\\m(t)f < ||а||2. 

Обозначим через М„ Д множество всех векторов из А^ которые 
можно получить перестановкой координат из вектора 

( on—2 2п~2 2п~2 2 n — 2 \ 

J£/2nJ + l ' " ' ' [L/2n\ + i ; [L/2n\'''' ' |£ /2n] J ' 

a 6 

где a = (Z - 2n|Z/2nJ)(|Z/2nJ + 1), 6 = (2n - (X - 2n[L/2n\))[L/2n\. 

file:///tn/i
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Лемма 3. Для любого вектора а из А% справедливо неравенство 

„-,,2 > ,2n-i(L-2n[L/2n\ 2n-(L-2n[L/2n\)\ 
м >2 V Lx/2nj + i + \1Щ У (8) 

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда а Е M^Ji. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть вектор Д является наименьшим элемен­
том в частично упорядоченном множестве (Т^71,)-). Непосредствен­
но проверяется, что выражение в правой части неравенства (8) рав­
но 22n~4Ai(^). Пусть а — вектор из А%; t — разбиение из Г | п (а ) ; 
т € Т^1 — тип разбиения t; 

ег = Е a l - Еml(*)» ^ = Еа2\ -Ет?®> 

где 1 < г < п. Тогда 

||2||2 = | |т(?)| |2 + f > + г,-) = 22п-'Х1(т) + "£(ег + г,-). (9) 
i = l г = 1 

В свою очередь, в силу леммы 2 имеем Ai(r) ^ Ai(/i). Поэтому справед­
ливо неравенство ||а||2 > 22n_4Ai(//). Таким образом, неравенство (8) 
доказано. 

Непосредственно проверяется, что ||й ||2 = 22 n-4Ai(£). Поэтому на 
любом векторе из M^Ji неравенство (8) обращается в равенство. 

Предположим, что на некотором векторе a E А% в (8) достигает­
ся равенство. Пусть t — правильное разбиение координат вектора а. 
Рассмотрим равенство (9). Поскольку ||а||2 = 22 n - 4Ai(/I), из леммы 2 
следует, что разбиение t имеет тип /х, а £г = ёг: = 0, 1 ̂  г^ п. Поэтому 
вектор а совпадает с вектором rh(i) и его можно получить перестанов­
кой координат из вектора й, т. е. a Е М^Д. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть п, L — целые числа такие, что п ̂  2, L > 2п, L 
нечетно, t— разбиение из множества Г | п , т G Т | п — тип разбиения Г. 
Тогда 

¥>(m(*),t)^2 2n-4( ! _ J_ 
Ti - 1 Г! 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через q произвольное значение г та­
кое, что выражение 

£™*(*)-£™?(<)| 
keu leu 
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как функция от г, 1 < г < тг, принимает максимальное значение. По­
скольку число L нечетно, среди множеств t\,... , tn, t\,... , tn нечетную 
мощность имеет нечетное число множеств. Поэтому имеется номер j , 
1 ^ J ^ ft? такой, что числа \tj\, \tj\ имеют разную четность. Следова­
тельно, при таком j справедливо неравенство 

Е т1® - Е т/2о 
ketj щ 

> 0 . 

Поэтому (f(m(t),t) > О, следовательно, \tq\ ф \tq\. Без ограничения 
общности считаем, что \tq\ > \tq\. Тогда 

(p(fh(t)J) = Х>1(?)-5>?(*)|=2: 

\Ц\ 
= 22п-4 £ 

p=\i„\+l 

2п-4 
1<9 

1 

га 

р - 1 р 

> 2 2 п - 4 ( 1 _ 1 \ 

Лемма 4 доказана. 
TTL. Пусть L—2n[L/2n\ ^ 1. Обозначим через MnJl множество векторов 

из Л„, которые можно получить перестановкой координат из вектора 
вида 

on-2 о71-2 2 П — ^ 2п~^ \ 

где а = (X - 2n|Z/2nJ - 1)( [L/2n\ + 1), 6 = (2n - (L - 2n[L/2n\)) |Z/2nJ, 
c\,... ,c\L/2n\+l — вещественные неотрицательные числа, 

[i/2nj + l 

£ • лп-г 
[i/2nj+l 

2 - 2 E c^ 
2n-4 

i=l 
[ i /2n j 

7 7 ^ Пусть L — 2n[L/2n\ ^ 3. Обозначим через Mnv множество всех векто­
ров из А^, которые можно получить перестановкой координат из век­
тора вида 

( 9*1—2 2п~^ 2п~^ 2п~^ \ 

Cl ' •' • 'cL£/2«|+2' |_x/2nj + ! '••• ' Li/2nJ + 1' |772пГ ' ' ' ' ЩЩ) ' 



О нижних оценках сложности 47 

гдеа = (L-2n[L/2n\-2)([L/2n\+l),b = (2n-(L-2n[L/2n\)+l)[L/2n\, 
СЬ • • • >c[i,/2nJ+2 — вещественные неотрицательные числа, 

[L/2n\+2 [L/2nJ+2 

2 с=2«-2 , ^ С? ?< 
>2n-4 

i = l i = l 
| £ / 2 п | + Г 

Л е м м а 5. Пусть n, L — целые числа такие, что п ̂  2, L > 2п, X 
нечетно. Тогда для любого вектора а из А% справедливо неравенство 

Ы2 + ¥>(*) 
2n_4 fL-2n[L/2n\ - 1 2п - (L - 2n[L/2n\) + 1 ln-\( 

»2""''" t w j i ~ + " ' "^ j"""" ; - ( 1 0 ) 

Если L — 2n[L/2n\ ^ 2, то в (10) достигается равенство тогда и 
только тогда, когда a € MnJl. 

Если L — 2n[L/2n\ ^ 3, то в (10) достигается равенство тогда и 
только тогда, когда a £ MnJi U Mnv. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть вектор J1 является наименьшим элемен­
том в частично упорядоченном множестве (Т^ п ,х) . Непосредственно 
проверяется, что выражение в правой части неравенства (10) равно 
22гг~4А2(Д). Пусть a — вектор из А„; 7— разбиение из Г^71; т Е £ | п — 
тип разбиения / и при любом г, 1 ^ г ̂  п, 

^ = E a*-Em*W' г« = 5>?-Ет?(<)-
Ясно, что при любом г, 1 < г'^ тг, справедливы соотношения 

тг 

ei>0, ёг>0, \\Ц2 = \\т(7)\\2 + ^(ег + ёгУ 
г = 1 

Обозначим через q произвольное значение г, 1 ^ г ^ п, такое, что 
выражение 

' * € * « • leu ' 
как функция от г принимает максимальное значение. Тогда 

¥>(m(*),t) = 

<p(a,F) > 

Е m*(f) - Е m/ о 

Em*(?)+%-Em /(o-^ (и) 
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откуда используя равенство ||ra(£)||2 = 22п 4Ai(r) и неравенства 

p(m(t)J) > 22п-*(-±- + -)9 А2(г) > А2(Д) 

(первое неравенство справедливо по лемме 4, второе — по лемме 2), 
получаем 

\\a\\2 + <p(aj)>\\m(t)\\2 + £(£,•+?,•) 
i= l 

+ 

> ll"»(*)ll2 + ¥>("*(*)» 0 + £ ( f i j + *i) - \£я - eg I 
!=1 

}2n-4 2n-4' £ 2'n-*A2(r) £ 2 М А 2 ( Д ) . (12) 

Поскольку разбиение t из Т|п(2) выбрано произвольно, неравенст­
во (10) доказано. 

Предположим, что для некоторого вектора а Е А% неравенство (10) 
обращается в равенство. Пусть разбиение t Е Т^п(а) такое, что у>(а, t) = 
<р(а). Из неравенств (12) и леммы 2 следует, что если L -2n[L/2n\ = 1, 
то разбиение t имеет тип /7; если L — 2n[L/2n\ ^ 2, то разбиение t 
имеет либо тип Д, либо тип v (v — вектор, полученный из вектора Д 
переносом единицы из слоя ^\ в слой ц\ + 1). Покажем, что в случае 
L — 2n[L/2n\ = 2 разбиение / не может иметь тип ?. Действительно, 
если в этом случае разбиение t имеет тип ?, то 

(fi(ih(t)J) = 2 2п-4 _ 1 ) > 2
2 " - 4 1 

i / 1 - l г/1 Kv\—2 v\ 

Поэтому из (12) вытекает, что 

||Н||2 + V(aJ) > 22n"4A2(?) - 22гг"4А2(Д). 

Это противоречит тому, что на векторе а неравенство (10) обращается 
в равенство. 

Пусть разбиение t имеет тип Д. Докажем, что в этом случае вектор 
а принадлежит множеству МПД. В силу леммы 4 имеем <£>(га(/),£) > 0, 
поэтому \tq\ ф |?д|. Без ограничения общности считаем, что \tq\ > |7д|. 
В таком случае для доказательства включения а Е MnJl достаточно 



О нижних оценках сложности 49 

показать, что координаты вектора а и разбиение t удовлетворяют сле­
дующим условиям: 

ад. = rafc(tf) при к 6 £,-, 1 ^ г^ n, a\ ф q\ (13) 

а/ = m\{t) при / G /*, 1 ^ г ^ п5 (14) 
22п-4 

[L/2n\; 

92п-4 

|*g| = [L/2n\ + 1. (16) 

Действительно, поскольку разбиение t имеет тип //, имеем 

|*g|= [ i /2nj + 1, |*g|= [L/2n\. 

Поэтому верно (16). Поскольку р | | 2 + ^(2,4) = 22п~4А2(Д), из (12) 
следует, что на векторе а неравенство (11) обращается в равенство и 
все £,-, £t (1 ^ г ^ п), за исключением либо sq, либо Iqj равны нулю. 
Покажем, что eq = 0. Действительно, в противном случае eq = 0, и из 
(11) вытекает, что 

<р(а,7) = £ го?(*) - J ] m\{t) + eq> <?(m(t)j). 

Но согласно (12) последнее соотношение противоречит равенству ||а||2 + 
у?(а, /) = 22п"4А2(Д). Поэтому £д = 0. Следовательно, равенства (13), 
(14) доказаны. 

Покажем, что выполнено неравенство (15). Действительно, в про­
тивном случае имеем 

( \ 2 2 п ~ 4 

/€<а *€*<? ' L / J fc€< 9 

Поэтому eq > (p(fh(t),t). Следовательно, из (11) вытекает равенство 
(p(a,t) = sq - <p(fh(t),t). Таким образом, 

||а||2 + <p(aj) = \\m(t)\\2 + eq + eq - <p(m(t)J) 

> 11ЭД112 + v(m(i),i) > 22п-4А2(Д), 

что противоречит равенству ||а|| + у>(а,?) = 22п~4А2(Д). Отсюда следует 
справедливость (15). Итак, доказано, что если t имеет тип Д, то вектор 
а принадлежит множеству Мп / / . 
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Пусть верно неравенство L - 2n[L/2n\ ^ 3 и разбиение t имеет тип 
v. Докажем, что в этом случае а € Мпи. Для этого достаточно пока­
зать, что вектор а и разбиение / удовлетворяют следующим условиям: 

Ч = mk(t) ПРИ * € |п 1 < г <, п, г ф q; 
сц = mi(t) при / £ ?«-, 1 ^ г ^ п; 

о2п-4 

Е ^ Г Щ Г + Т ' W=li/2nj+2. 
Справедливость этого утверждения устанавливается так же, как и в 
случае, когда t имеет тип Д с той лишь разницей, что в данном случае 
\tq\ = [Ll2n\ + 2, |fg| = [L/2n\ + 1. Покажем, что последние равенства 
выполнены. Действительно, в противном случае либо \tq\ — [L/2n\ + 2 
и \iq\ = [ i / 2 n j , либо | ^ | = [ i /2n j + 1 и \tq\ = [£/2nJ. Непосредственно 
проверяется, что в обоих случаях справедливо неравенство 

P(fn(<),«)>2—(^-1), 

из которого ввиду (12) получаем неравенство 

||а||2 + ^«,0>22п-4А2(Д), 

которое противоречит предположению, что на векторе а неравенство 
(10) обращается в равенство. Следовательно, если L — 2n[L/2n\ ^ 3 и 
разбиение t имеет тип ?, то о G Mnv. 

Непосредственно проверяется, что на любом векторе из МПД не­
равенство (10) обращается в равенство; если L - 2n[L/2n\ ^ 3, то на 
любом векторе из Мпи неравенство (10) обращается в равенство. Лем­
ма 5 доказана. 

Теорема 2. Пусть Фп — линейная булева функция, существенно 
зависящая от п переменных. Тогда 

^тг(Фп) ^ п2 + 2, если п четно, п ф 2к; 
LK($TI) ^ п2 + 3, если п нечетно, п > 5. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть S — 7г-схема, реализующая Фп, а все 
контакты схемы S занумерованы числами от 1 до X. Поскольку со­
гласно [1] ЬЖ(ФП) ^ п2 , верно неравенство L ^ п2. Пусть хо и xi — 
функции выбора сечения и цепи в S. Из теоремы 1 следует, что век­
тор отображения (хо П Xl)l# принадлежит множеству Х%. Поэтому 
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для доказательства теоремы 2 достаточно убедиться в справедливости 
следующих утверждений. 

1. Если п четно и п ф 2k, то либо множества Х% , X™ +1 пустые, 
либо каждый вектор из этих множеств имеет хотя бы одну нецелую 
координату. 

2. Если п нечетно я п ^ 5, то либо множества Х% , Х% + 1 , Х% + 2 

пустые, либо каждый вектор из этих множеств имеет хотя бы одну 
нецелую координату. 

Для произвольного натурального числа n, n ф 2 , имеем Х„ С 
~2 -rL V™ , где V£ определено в начале § 3. Обозначим через v вектор из 

множества V™ , все координаты которого одинаковы и равны ^Г"* По­
скольку п ф 2к, число ^ — нецелое. Очевидно, что для любого вектора 

2 2 
w £V£ ,w фЪ, имеем ||г5||2 > ||v||2 = (2П~~1)2. Поэтому множество Х% 
либо пусто, либо состоит из единственного вектора г>, все координаты 
которого нецелые. 

Пусть п четно и п ф 2 . Из леммы 5 следует, что Х% +1 = 
—п2+1~ —п2+1~ 
Mn \L и любой вектор из множества Mn \i имеет координату, рав­
ную 2 п _ 2 / [ ( п 2 + l ) /2n j . При рассматриваемом п число [(п2 + l ) /2nj = 
п/2 отлично от степени двойки. Поэтому любой вектор из Х% + 1 имеет 
хотя бы одну нецелую координату. Тем самым справедливость утвер­
ждения 1 установлена. 

2 , 1 Пусть п нечетно и п ^ 5. Из леммы 3 вытекает, что XJ? +1 С 
2 2 

М% + 1 Д и любой вектор из М% + 1Д имеет хотя бы одну координа­
ту, равную 2п~"2/[(п2 + l)/2nj + 1), и хотя бы одну координату, рав­
ную 2п~~2/|_(п2 + l ) /2n j . Далее, из леммы 5 следует, что Х% +2 = 

п -4-2 71 -4-2 та^-4-2 п? 1 2 

Мп Д U Mn v и любой вектор из Mn /x U Mn v имеет хотя бы 
одну координату, равную 2n~2/(|_(n2 + 2)/2nJ +1) , и хотя бы одну коор­
динату, равную 2п~"2/([(п2 + 2)/2nJ). Поскольку при п > 5 по крайней 
мере одно из чисел 

L(n2 + l)/2nj + 1 = L(n2 + 2)/2nJ + 1 = ^ + 1, 

L(n2 + l)/2nj = [(n2 + 2)/2nJ = 1^1 

i 2 2 
отлично от 2 , либо множества Х% +1 , X™ +2 пусты, либо каждый век­
тор из этих множеств имеет по крайней мере одну нецелую координату, 
т. е. справедливо утверждение 2. Теорема 2 доказана. 
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