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СИСТЕМЫ ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ 

Ю. А. Кочетов, М. Г. Пащенко 

Формулируются динамические задачи выбора оптимального состава си­
стемы технических средств и приводятся алгоритмы их решения, основан­
ные на двойственной декомпозиции. Для решения подзадач приводится 
точный эффективный алгоритм и доказывается, что разрыв двойственно­
сти может быть сколь угодно большим. Выделяется подкласс задач, для 
которых двойственная задача полиномиально разрешима. Рассматривают­
ся обобщения исходной задачи на случай нелинейной зависимости стоимо­
сти изделий от размера партии и дополнительных ограничений на номен­
клатуру технических средств. Приводятся результаты тестовых расчетов. 

Предположим, что в течение определенного планового периода не­
обходимо выполнить заданную совокупность работ. Для выполнения 
работ имеется система технических средств. Состав системы может ме­
няться за счет пополнения новыми образцами и изъятия части средств 
по причинам их морального или физического старения. Динамическая 
задача выбора оптимального состава системы состоит в том, чтобы най­
ти такой вариант развитии системы, который доставлял бы минимум 
суммарных затрат на разработку, производство и эксплуатацию техни­
ческих средств при условии выполнения каждый год заданного списка 
работ. 

Первые постановки динамических задач выбора оптимального со­
става системы изучались в работе [1], где, в частности, найдено точ­
ное решение задачи в предположении, что в определенные моменты 
времени может проводиться полная замена старой системы техниче­
ских средств новой системой. Эти результаты вошли в монографию 
[2], в которой наиболее полно представлена проблематика задач выбо­
ра оптимального состава систем. 

Одним из частных случаев сформулированной задачи является ди­
намическая задача о размещении производства [3], для решения кото­
рой предложены как приближенные [4], так и точные алгоритмы [5, 6], 
основанные на вычислительной схеме метода ветвей и границ. В более 
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простой постановке данная задача рассматривалась в [7], где также ис­
пользовались идеи метода ветвей и границ. Однако специфика данной 
задачи, а именно нетривиальная подзадача линейного программиро­
вания, получаемая при фиксированных целочисленных переменных, 
значительно затрудняет использование данного метода. 

В настоящей работе рассматриваются динамическая задача выбо­
ра оптимального состава системы и некоторые варианты ее обобщения. 
Предложенные алгоритмы решения основаны на двойственной деком­
позиции и используются для приближенного решения с апостериорной 
оценкой точности. В § 1 приводится математическая постановка зада­
чи, описываются эффективные алгоритмы нахождения нижней оценки 
а также схема решения задачи. В § 2 рассматриваются динамические 
задачи с дополнительными ограничениями на номенклатуру техниче­
ских средств. Сформулированы две близкие постановки задачи и пред­
ложены алгоритмы их решения. В § 3 изучаются динамические задачи, 
в которых стоимость производства изделий зависит от суммарного объ­
ема выпуска. В § 4 приводятся результаты численных экспериментов 
и обсуждаются пути дальнейших исследований. 

§ 1. Динамическая задача выбора 
оптимального состава системы 

1.1. Постановка задачи. Рассмотрим плановый период, в течение 
которого система технических средств должна выполнить определен­
ные объемы работ. Пусть / — продолжительность планового периода 
(измеренная для определенности в годах) и Т = { 1 , . . . , / } . Множе­
ство рассматриваемых образцов технических средств обозначим через 
/ = { 1 , . . . , г а } , а множество работ, подлежащих выполнению в течение 
всего интервала планирования, — через J = { 1 , . . . , п}. Будем предпо­
лагать, что множество J разбито на непересекающиеся подмножества 
Jtjt G Т, и для каждого j 6 J известен номер t(j) такой, что j € Jt(j)-
Для изделий г-го образца, г € / , считаем заданными следующие вели­
чины: 

c°it — стоимость разработки изделия к / -му году, 
СЦ — стоимость производства одного изделия в t-u году, 
Cij — стоимость выполнения j -й работы, 
Pij — число изделий, требующихся для выполнения jf-й работы, 
Pi — длительность эксплуатации одного изделия, 

v°t — начальный состав системы к /-му году, 
Va — верхняя граница объемов производства изделий в J-м году. 
Переменные задачи (гц), (г;,<), (хц) имеют следующий смысл: 

Г 1, если в t-м году закончена разработка изделий i-ro образца, 
Zii = 1 п 

^ U в противном случае, 
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УЦ ^ 0 — объем производства изделий г-го образца в t-u году, 
Xij ^ 0 — доля j-й работы, выполняемая изделиями г-го образца. 

Используя введенные обозначения, динамическая задача выбора 
оптимального состава системы записывается следующим образом. 

ЗАДАЧА Р. Найти 

min]Г J2{c°Hzn + citvit + J2 c»i*»i} (X) 
teT iei jeJt 

при следующих ограничениях: 

J>,-> = 1, jeJ, (2) 
iei 

t 

j€Jt r=<-p,+l 

0 < уц < Vtf max2fv, 

0 ^ Xij ^ max 2t>, 

* й € { 0 , 1 } , 

Целевая функция задачи Р имеет смысл суммарных затрат на раз­
работку, производство и эксплуатацию технических средств в течение 
планового периода. Равенства (2) гарантируют выполнение всех работ. 
Неравенства (3) ограничивают возможности выполнения работ имею­
щимися в наличии изделиями. Условия (4) устанавливают верхнюю 
границу на возможные объемы производства, а неравенства (5) требу­
ют внесения затрат на разработку новых образцов при включении их в 
состав системы. 

Сформулированная задача относится к числу NP-трудных задач 
дискретной оптимизации, так как является обобщением задачи о ми­
нимальном покрытии [8]. 

1.2. Нижние оценки. Представим исходную задачу в следующей 
эквивалентной формулировке. 

ЗАДАЧА Р Г Яайтя 

Fp = m i n £ ] Г { ф г й
 + CiiVit + Е счхч} (7) 

iei teT jeJt 

iei, teT, 

iei, teT, 

i ei, j e J, 

iei, teT. 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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при следующих ограничениях: 

t 

Y^ Pvxij ^ vttyn+ XI ^ r ' iei,teTy (9) 

W t < £ * i r < l , t € J , * € T , (10) 

<U *,-, < Кчу;,, ieI,teT, (11) 

< К * О - < У Й Ш , ieiJeJ, (12) 

y.-*,*.-«€{o,i}, iei,teT. (13) 

Через Р у обозначим линейную релаксацию задачи Ру, а через Fp — 
оптимальное значение целевой функции задачи Ру. В дальнейшем чер­
та сверху означает переход к линейной релаксации. 

Рассмотрим следующую оценочную задачу. 

ЗАДАЧА LR(A). Яайтя 

*Ы*) = min]Г Yl\c°itZit + CitVit + E (c»i " Xj)x*i} + S Ai 
i'G/*GT jGJt iGJ 

яри ограничениях (9)-(13), где Aj, j G J, — множители Лагранжа, со­
ответствующие равенствам (8). 

Решение Fj) = тахд ^ья(^) двойственной задачи D доставляет ни­
жнюю оценку оптимального значения целевой функции (1): 

Теорема 1. Оценочная задача LR(A) полиномиально разрешима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При фиксированных значениях Aj, j G J , за­
дача LR(A) распадается по i на независимые подзадачи S; следующего 
вида. Найти 

fi = m a x ] Г д ]Г^(Aj - CJ)XJ - ctvt - c0
tztJ 

teT jeJt 



40 Ю. А. Кочетов, М. Г. Пащенко 

при следующих ограничениях: 

t 
Y^PJXJ < vtvt + Yl Vi"> teT, 
jeJt r=*-p+i 

0^vt^ Vtyt, t € Г, 

O^XJ ^yt(jy j e </, 

yu **e{o,i}, teT. 

Для подзадач St- справедливо равенство 

^LRW = £ * > - £ л-
j£j i£l 

Для каждой пары (г, 0), г € / , 0 € Т, рассмотрим задачу St'# линей­
ного программирования следующего вида. Найти 

/# = max]T j Y^(XJ - cj)xJ " ctvt} 
t>0 jeJt 

при следующих ограничениях: 

t 

>€Л r=t-p+l 

O^XJ^ 1, j eJut^e. 

Из ^ б { 0 , 1 } , < ё Т и S ^ < 1 следует, что 

fi = max{0;max(/^ - eg)}, 

откуда следует утверждение теоремы 1. 
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Теорема 2. Если р{ > /, г £ / , то задача LR(A) разрешима с 
трудоемкостью 0(nm(l + logn)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что задача S; разрешима с трудоем­
костью 0(n(l + log гг)). Множества J/, t £ Т, упорядочим по невозраста­
нию величин (^j — Cj)/Pj, j € Jt- Тогда значения переменных а^, j £ J , 
однозначно восстанавливаются по значениям переменных vt с линейной 
трудоемкостью. Оптимальные значения переменных ^ , t G T , находят­
ся с помощью процедуры координатного спуска. На'каждом шаге этой 
процедуры ищется номер т £ Г такой, что увеличение целевой функ­
ции при возрастании переменной vt достигает наибольшего значения. 
Затем определяется длина шага в направлении т и изменяются значе­
ния соответствующих переменных. Нетрудно убедиться, что если на 
некотором шаге ни по одной из координат нельзя добиться увеличения 
целевой функции, то полученное решение является оптимальным. 

Упорядочение множеств Jj, t £ Т, осуществляется с трудоемкостью 
O(nlogn). Вычисление приращений и нахождение наилучшего номера 
г £ Т требует 0(1) операций. С такой же трудоемкостью находится 
и длина шага. Число шагов не превосходит величины / + п, а так 
как I ^ п, то общая трудоемкость алгоритма не превосходит величины 
0(nl + nlogn). Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Если pi == 1, г £ / , то двойственная задача D полино­
миально разрешима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся в том, что /г- =_/г-. Обозначим через 
(zt)> (Уг)' (vt)i (x*j) оптимальное решение задачи S2-. Для каждого к £ Т 
построим решение задачи Sj по следующему правилу: 

/, ч Г 1, если t = к. m *t(k) = \ ' t £ Г, (1) в противном случае, 

/тч Г 1, если t ^ k, m 

^ U в противном случае, 

/IN Г 0? если t < k, m 

I vt /Vt B п Р о т и в н ° м случае, 

{ О, если t < к, 

з1У%(') в п Р о т и в н о м случае, ^ 

Если г£ = 0, то полагаем 

*«(*) = W(fe) = vt(k) = О, t £ Г, хЛк) = 0, j £ J. 
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Легко проверить, что для каждого к £ Т построенное решение является 
допустимым в задаче S,. Кроме того, 

Ti < £ { Е(А; - *;) Е *Ык) -с* £ ****(*) - <* £ ***(*)} 
teT jeJt кет кет кет 

= Е 4 Е { £(А> - <*)*>(*) - <**(*) - <**(*)} 
= Ys4fti(k)^m?xfi(k)-

кет к 

Таким образом, / , < /,-. Справедливость обратного неравенства /,- ^ /,-
очевидна, откуда Л = /,- и JFLR(A) = ^ьи(Л)> т. е. F D = *Ь = *Р-
Следовательно, для решения задачи D достаточно найти оптимальное 
решение задачи линейного программирования Ру и по нему восстано­
вить частично-целочисленное решение двойственной задачи. Теорема 3 
доказана. 

Отметим, что если условия теоремы 3 не выполнены, и />, >_1 для 
некоторого г € / , то абсолютный разрыв двойственности А = /,- — /,-
может достигать значительных размеров. 

Теорема 4. Для любого N > О существуют исходные данные за­
дачи S{у на которых А > N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ 

Т = {1,2}, J = {1,2}, Jx = {1}, J2 = {2}, 

Pj = 1, Cj = 0, j € J, K| = 2iV, v? = 0, * € Г, 

A = (0, JV + 2), c° = (27V, 0), с = (0,2JV), p = 2. 

Легко проверить, что в задаче S,- нулевое решение является оптималь­
ным, /,; = 0, а на допустимом решении 

z = (l/2Nfl-l/2N); у = (1/2ЛГ,1); t> = ( l ,0) ; я: = (0,1) 

значение целевой функции задачи S,- равно JV + 1. Теорема 4 доказана. 

1.3. Общая схема алгоритма. Алгоритм решения исходной зада­
чи основан на полиномиальной разрешимости оценочной задачи LR(A). 
Работа алгоритма начинается с вычисления нижней оценки Fj}. Пусть 
(zvt)i (yft)i (vit)-> (xtj) — оптимальное решение задачи LR(A*) при фик­
сированных значениях параметров Xj = \j, j € J. Если равенства (2) 
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выполнены, то получено точное решение исходной задачи. В против­
ном случае вектор 

iei 

являясь субградиентом функции -FLR(A) В точке Xj, j € </, задает на­
правление изменения множителей Лагранжа. Полагаем 

Aj + 1 = A)+/J*S,*, j£J, 

и возвращаемся к решению задачи LR(A) с новыми значениями пара­
метров А [9]. 

Алгоритм построения верхней оценки FQ формирует множество но­
меров /о = {i€ I I X) £ zit > 0} и для каждого г'о Е /о выполняет 

k t£T 
следующие действия. 

Ш А Г 0. Полагает 1\ — {г'о}. 
Ш А Г 1. Решает двойственную задачу D с дополнительными огра­

ничениями Yli zit = 1, i G Л- На каждой итерации решения данной 
гет 

задачи оптимальное решение задачи LR(A) достраивает до допусти­
мого решения исходной задачи. Наилучшее решение запоминается в 
качестве рекорда FQ. 

Ш А Г 2. Находит номер i j £ / \ / i , для которого 7 = ^2 J2 z\% — 
к teT l 

частота вхождения в оптимальное решение — максимальна. Если 7ix = 
0, то происходит переход к следующему элементу множества IQ. В 
противном случае алгоритм полагает I\ = I\ U {i\} и возвращается на 
шаг 1. 

Трудоемкость алгоритма не превосходит величины 0{m?Q), где 
Q — трудоемкость решения двойственной задачи. О качестве полу­
чаемого решения можно судить, например, по оценке относительного 
уклонения е = (JFb/JFj) — 1), которая наряду с погрешностью самого ал­
горитма 6 = (FQ/F — 1) включает погрешность, связанную с разрывом 
двойственности. 

§ 2. Динамические задачи с ограничениями 
на номенклатуру изделий 

Предположим, что на развитие системы в течение планового пе­
риода наложены дополнительные ограничения, связанные с номенкла­
турой технических средств. Пусть величины Ьц, г G / , t 6 Т, зада­
ют расход некоторого обобщенного ресурса, связанного с введением в 
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состав системы новых образцов, а величина В — суммарный ресурс, 
выделяемый на развитие системы в течение всего планового периода. 

Дополнительная группа ограничений, связанная с номенклатурой 
технических средств, может быть записана следующим образом: 

£2>«*tt<*- (14) 
teT iei 

В случае Ьц = 1, i 6 / , t € Г, неравенство (14) можно интерпре­
тировать как ограничение на суммарное число образцов, применяемых 
для выполнения работ в течение всего планового периода. Задачу Р с 
ограничением (14) назовем задачей Р#. 

Рассмотрим другой вариант ограничений на номенклатуру, когда 
суммарный ресурс выделяется не сразу на весь интервал планирова­
ния, а разбивается по годам. Обозначим через Kt, t € Г, величину 
ресурса, выделяемого в J-м году. Тогда ограничения на номенклатуру 
образцов можно записать следующим образом: 

J^bitzu^Ku teT. (is) 
iei 

При таких ограничениях задачу Р назовем задачей Р # . 
Построение алгоритмов решения задач Р# и Р # осуществляется по 

той же схеме, что и для исходной задачи Р. Решение задачи, двойствен­
ной к Р#, сводится в конечном счете к решению следующей задачи. 
Найти 

max ^ ^ fiOzi6 
ВеТ iei 

при следующих ограничениях: 

ВеТ 

вет iei 
*.*€{o,i}, ге/, ее т. 

Эта задача известна как задача о многовариантном рюкзаке [10]. 
Линейная релаксация данной задачи решается с трудоемкостью 0 ( / т ) , 
и среди ее оптимальных решений всегда существует такое, в котором 
не более двух переменных принимают дробные значения [11]. В случае 
Ьц = 1, г е / , t e Г, данная задача вырождается, и ее оптимальное 
решение находится за один просмотр. 
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Решение задачи, двойственной к Р ^ , сводится к решению следую­
щей задачи. Найти 

еет iei 

при следующих ограничениях: 

X) ЧВ < 1, г е /; 

£****<#*, в€Г; 
•€/ 

^e{o, i} , ге / , 0€Г. 

Эта задача известна как обобщенная задача о назначениях. 
В случае Ьц = 1, г 6 / , t € Г, эта задача принимает вид транспорт­

ной задачи и решается точно. В общем случае она является NP-труд-
ной задачей дискретной оптимизации, и для ее решения разработаны 
точные и приближенные алгоритмы [10]. 

§ 3. Динамические задачи с фактором серийности 

Рассмотрим обобщение исходной задачи Р, когда стоимость произ­
водства изделий с#, г € J, t € Т, не является постоянной величиной, а 
зависит от суммарного объема выпуска изделий 

сц = Cit{ Yl Vir)' * '€/ ,*€ Т. 

тет 

т. е. для каждого г € J заданы интервалы серийности к;,-: 

о < юн <wi2<---< wiqi = ^ v;>, 

внутри каждого из которых стоимость производства остается постоян­
ной величиной, а при переходе из одного интервала в другой может 
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меняться произвольно (рис. 1). 

cuh 

о wn wn w. 2 ». 

Рис. 1 

Алгоритм решения задачи Fw также основан на полиномиальной 
разрешимости релаксированной задачи LR(A), при построении которой 
задача S{$ принимает следующий вид. Найти 

t>e jeJt reT 

при следующих ограничениях: 

Е Pjxj < vt + Е vr , * ̂  #, 
jeJt г=*-р+1 
О < t* < V«, О в, 

О < я: j< 1, j € J*, t ^ 0. 

Алгоритм решения данной задачи последовательно рассматривает 
все интервалы серийности [wfc_i,Wfc), 1 < & < ад, и на каждом из них 
решает следующую вспомогательную задачу. Найти 

fk = m a x £ { ] T ( A i - CJ)XJ - ct(wk-lfwk)vt} 
t^e jeJt 
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при следующих ограничениях: 
t 

Е PJXJ <vt+ Е *r, 
jeJt r=<~p+i 

wjk-i < E v< < wk> 

0 < t* < V*, 

0 < x,- ^ l , j eJut> 0, 
где c<(t0]fc_i,ti;fc) — постоянная величина, равная стоимости производ­
ства г-го образца в /-м году при объемах партии в интервале от гу^-i 
до wjc. Очевидно, что /,-# = max Д . 

к 
При Pi > / или />,- = 1 эта задача упрощается, и ее оптимальное ре­

шение находится с трудоемкостью 0(nqi(l + nlogn)). В общем случае 
она является задачей линейного программирования и решается стан­
дартными методами. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть стоимость производства изделий на каждом 
интервале серийности задается линейной функцией ct(v) = c£(t0fc_i, Wfc)+ 
cj(wj._i,t£?fc)t;t, t £ Т. В этом случае последняя задача не меняет 
своего вида, но величина fy находится с помощью равенства / # = 
max(/]b + E c?(t0jb_i,t0jb)). 

§ 4. Результаты тестовых расчетов 
Разработанные алгоритмы реализованы на языке ПАСКАЛЬ и те­

стировались на IBM PC-486(SX). Все решаемые задачи имели одина­
ковую размерность: га = 50, п = 50, / = 5, щ = 10, t E Т. 

г, % 

20 

15 

10 

5 

0 2 4 6 8 с 0 

Рис. 2 

О б , 
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Массивы исходных данных формировались с помощью датчика псевдо­
случайных чисел с равномерным распределением. Значения величин 
выбирались следующим образом: с^ = 300с°, сц € [1,10], C{j G [1,1000], 
Pij € [1,10], Ьц = 1> vit = 0- Матрицы (с | ;) и (pij) на 30% заполнялись 
числом 106. Результаты расчетов изображены на рис. 2. Погрешности 
#1 и е\ вычислялись при />, = 1, Уц = 100, 5 = 3, величины #2 и в2 — 
при pi = 1, Vn = 100, В = 50. 

Каждая точка излома является средним значением относительной 
погрешности для 30 тестовых задач. Отметим, что при с0 = 0 исходная 
задача остается обобщением NP-трудной задачи о if-медиане [12]. В 
этом случае при В = 3 разрыв двойственности составляет заметную 
величину (от 7 до 15%), а предлагаемый алгоритм почти не ошибается 
(*1 = 0,16%). 

При больших значениях параметра с0 исходная задача вырожда­
ется и фактически становится задачей о минимальном покрытии. На­
чальные затраты доминируют в целевой функции, и если алгоритму 
удается найти минимальную номенклатуру для выполнения всех работ, 
то получается точное решение задачи. В противном случае отклонение 
от оптимума достигает 10%. 

Время решения одной задачи при р, = 1 в среднем составляет 2-3 
мин, при />, = 5 — от 10 до 15 мин. При промежуточных значениях pi 
время решения, по-видимому, будет больше. В связи с этим возника­
ет потребность в специализированных алгоритмах для задачи S,0 при 
произвольных pi, г € / . Кроме того, на практике часто возникает си­
туация, когда часть технических средств ежегодно выходит из строя 
еще до окончания срока эксплуатации. В этом случае ограничения (3) 
принимают вид 

t 
] Г pijXij ^ v?t + ] Г dirVir, г € / , * € Г, 

jejt T=t-pi+i 

где величины rf,> задают долю изъятия технических средств в течение 
срока эксплуатации. 

Другим важным обобщением являются динамические задачи с сум­
марными ограничениями на ежегодные объемы производства изделий 
или (и) на суммарный состав системы в каждом году. Для таких мо­
делей требуется как минимум существенная переработка алгоритмов 
или разработка принципиально других подходов. 
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