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Вычисление непрерывной функции дискретным устройством огра­
ниченного размера (сложности) с необходимостью является прибли­
женным; более того, фактически происходит вычисление приближен­
ных значений функции лишь на некотором конечном подмножестве 
области определения, т. е. реально вычисляется функция с конеч­
ными областью определения и множеством значений. При этом, есте­
ственно, каждый класс непрерывных функций порождает соответству­
ющий класс дискретных функций. 

В данной работе для класса функций 

Я2|С = {/ : [0,1) - [0,1) | | / ' («) - / ' M l ^ Ф " У\] 

описываются соответствующие классы дискретных функций и иссле­
дуются их свойства; устанавливается связь между такой информаци­
онной характеристикой классов непрерывных функций, как £-энтро-
пия, и некоторой аналогичной характеристикой для дискретных функ­
ций, которая, в свою очередь, оказывается тесно связанной с их слож­
ностью вычисления. Задача о такой приближенной реализации непре­
рывных функций была поставлена в [1]. 

§ 1 . Определение классов 

Будем исходить из следующего класса непрерывных функций: 

Я 2 , с = {/ : [0,1) - [0,1) | | / ' ( х ) - ПУ)\ < Ф - У\)-

Взяв в / = [0,1) дискретное подмножество 1п = {^? ^ » • • •» ̂ г Ь д л я 

каждой функции / Е Я2)С рассмотрим «приближающую» ее дискретную 
функцию вида д : 1п —> / п . В частности, в качестве д можно взять 
функцию 

9(х) = 7Г + ~Ы(Х)\> х € Д . In п 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 93-01-01527). 
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От множества 1п можно взаимно однозначно перейти к множеству 
1п = { 0 , 1 , . . . , п - 1}, взяв вместо значения х £ 1п его «порядковый 
номер». При этом вместо функции д можно рассмотреть целочисленную 
дискретную функцию h : In —> Jn, заданную формулой 

h(x) = [nf(l/2n + z/n)\, x 6 / n . 

Для множества всех таких функций введем обозначение Я 2 с, т- е-

Не = {Л : / „ - / » I ( 3 / € Я2>е)(Ух € /п)Л(х) = [n / ( l / 2n + * /n ) J} . 

Легко видеть, что задача определения принадлежности дискретной 
функции h : In -> /п классу Я£ с сводится, в сущности, к перебору бес­
конечного множества непрерывных функций из Я2>с. 

Чтобы избавиться от такого перебора, введем в рассмотрение более 
широкий класс дискретных функций, нежели Н2с. С этой целью за­
фиксируем некоторый конечный набор £ свойств, каждым из которых 
обладает любая функция из Я£ с , и рассмотрим класс Я£ с (£) дискрет­
ных функций, задаваемых следующим образом: 

Я£ с (£) = {/ : 1п —• 1п | / обладает всеми свойствами из £ } . 

Ясно, что Я» с С Я£ с(£) . 
Набор свойств возьмем таким, чтобы класс Я£ с (£) не слишком силь­

но отличался от класса Н2с (смысл этого требования будет разъяснен 
ниже), число свойств в £ было невелико, а свойства были легко прове­
ряемыми. 

Набор Е определим следующим образом. Класс непрерывных 
функций Я 2 с зададим в эквивалентной форме: 

Н2,с = {/ : [ 0 , 1 ) - [0,l)|(Vs,y,z € [0,1),яг < у < z)\ |Д 2 ( / ; * ,у ,* ) | ^ с/2}, 

где Д2(/;ж,г/,2) — вторая разделенная разность функции / , т. е. 

ад,,л,)=(Ш!!).аьм)/„.^ 
V я - У у - z J/ к 

Пользуясь таким заданием, оценим Д2(<7;ж,2/,2) для д Е Я£ с . Обо­
значая х' = 1/2п + ж/n, у' = l /2n + y/n, z1 = 1/2п + г /n и учитывая, что 
д{х) = [nf(x/n + l /2n)J, получаем 

A2(g;x,y,z) 
= (!*/(*')] - K W J ) / ( * - У) - (Ы(у')\ - [nf{z')\l{y - z) 

l A f f . , , , (g(x') - a(y'))/(x - y) - (a(y>) - a(z'))/(y - z) 
= - Д г ( / ; x ,y ,z) , 
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где a(t) = nf(t) - [nf(t)\ - 1/2, т. е. \a(t)\ ^ 1 / 2 . Следовательно, при 
х < у < z имеем 

с 
Аг(^; х, у, z) < — + <р2(х, у, z), (1) 

где (р2(х, у, х) = (g.y^y.j) = sup Аг(^; ж, у, г), a sup берется по всем функ­
циям Л:Ж-> [-1/2,1/2]. 

Набор неравенств вида (1) и является искомым набором свойств Е. 
В этом случае 

Hlc = {g--In~> In\(Vx,y,ze [0,1), х < у < z)\A2(g;x,y,z)\ 
с 

§ 2. Оценки мощности классов 

Лемма. 2П ^ |#5 | в | ^ |Я2
П

>С| ^ 2п(1+в(1». 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу вложения Я ? с С Н2с достаточно дока­
зать только первое и последнее неравенства в этой цепочке. 

Сначала убедимся в справедливости первого неравенства. Рассмо­
трим функцию 

0, если х £ 

Ы+х) U"v ' если хе 

Легко видеть, что функция dn(x) дважды дифференцируема всюду, 
кроме точек х = ±1/2п, причем | ^ ( я ) | < 2п~2. Следовательно, при 
достаточно больших п и ак 6 {0,1} функция 

п - 1 

1 
2п' 
1 

2п' 

1 ] 
2т^ 
1 1 

2п; 

fc=0 Х 7 

принадлежит классу Н2с. Поэтому соответствующие функции #(ж), 
определенные в целых точках соотношением g(x) = [nf(x/n + l /2n)J, 
содержатся в Н2с. Но все функции у(х) различны, ибо д(к) = 1 — а*. 
Следовательно, 

та ^ 2-. 
Теперь убедимся в справедливости второго неравенства. Обозначим 

через В(хг,у1,.. .,хк,ук) совокупность функций из Я£ с таких, что при 
х = ж* эти функции принимают значение у,-, 1 ^ г ^ к. Пусть х\ — 0, 
#* = ^ — 1? 21 остальные точки х{ разбивают отрезок 1П на части, длина 
которых не больше г, где г — целочисленный параметр. 
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Пусть г = о(у/п). При ж 6 {ж,-,ж,- + 1 , . . . , ж | + 1 } рассмотрим функцию 

ВД = /(«) - ( г^А** ) + Г ^ Л * ' " ) ) • (2) 
\Ж,-+1-Ж| Ж1 + 1-Ж,- / 

Можно показать, что при достаточно больших га имеет место хотя 
бы одна из следующих ситуаций: 

a) \h(x)\ < 1; 
/3) - 0 , 5 < Л Ы < 1,5; 
7) - 1 , 5 < Л(ж) < 0,5. 

Поэтому при х € {ж,-, ж,- + 1,. -., ж |+1} функцию /(ж) можно представить 
в виде 

/ ( х ) = ii±iz£. / ( Х | ) + ^ i _ / ( c C i . + l ) + Л ( я ) | 
Ж|-|-1 Ж,- Ж,'^.1 X,' 

где /&(ж) = в + /н(ж), 0 — константа из {-1/2,0,1/2}, |fei(a?)| < 1. 
Пусть (0i,...,0jb-i,Xo,Xb--->Xn-i) — набор, в котором в{ е 

{-1/2,0 ,1/2}, Xi £ {ОД}- Рассмотрим в 5(жх,г/1,.. . ,жд.,2/А?) подмноже­
ство, состоящее из функций, у которых при ж € {ж,-,..., ж.+i} 

Г 0, если /1х(ж) ^ 0; 
0 = 0i> Хх = S 1 , , ч 

I 1, если дцж) > 0. 
В силу целочисленности функции / рассматриваемому набору соответ­
ствует не более одной функции из Б(ж!,у1 ? . . . ,жА,у*)- Поэтому мощ­
ность множества В не превосходит величины 3*""12п. Так как у,- € / п , то 
число множеств В не превосходит га*. Следовательно, |Я" с | ^ 3*"12пга*. 

Остается выбрать значения ж,-. Положим г = Lv^J> x i = 0, ж2 = 
г , . . . , жл~1 = (к — 2)г, ж* = га — 1, где к = [га/г + 1] ~ га2/3. 

Итак, 

1оё|Я2
п

>с| < га2/3 log 3 + га + га2/3 log га = га(1 + о(1)). 

Лемма доказана. 
Рассматривая логарифм мощности дискретного класса как меру ин­

формации, необходимой для задания его элементов (длину кода, по кото­
рому однозначно восстанавливается функция), получаем, что для точ­
ного задания функций из # 2 с и Щс требуются коды, длины которых 
близки к га. ^ 

Поскольку смысл дискретных функций класса # £ с состоит в при­
ближенном представлении непрерывных функций из Я2>с, такое количе­
ство информации (га бит), содержащееся в дискретных функциях, явля­
ется избыточным. В самом деле, мы рассматриваем приближения / € 
Н2,с в точках из 1п с точностью ^ 1/2га, но даже более подробную ин­
формацию — значения на всей области определения [0,1) с такой точно­
стью — можно получить, имея код, длина которого по порядку равна у/п 
(точнее, у/сп\ см. оценки £-энтропии из [2]). Использование кодов такой 
большой длины для #2 jC и # £ с объясняется тем, что последний разряд 
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в таблице приближенных значений функции ведет себя практически как 
случайная величина с равномерным дискретным распределением. По­
этому для его задания мы вынуждены указать все его значения, число 
которых равно мощности области определения. 

§ 3. 1-приближающие множества 

Вместо точной реализации функций из классов # £ с и Я^с рассмо­
трим 1-приближающие множества для этих классов. 

Множество М функций вида / : 1П —> 1П назовем 1-приближающим 
для функций из класса А", если выполнено условие 

(Vflf G * ) ( Э / € M)(Vx € In)\f(x) - g(x)\ < 1. 
Мощность наименьшего 1-приближающего множества для К обозначим 
через Approx(if). 

Заметим, что переход к 1-приближающим множествам и добавление 
погрешности являются допустимыми, так как рассматриваемые классы 
дискретных функций дают лишь приближение для исходного класса 
Н2,с-

Оценки для Арргох(#£с) и Арргох(#5>с) приведены в теоремах 1 и 2 
(здесь и далее log x обозначает log2 х). 

Теорема 1. log Approx(ff£c) ^ Ciy/cn, где сх > О — абсолютная 
константа. 

Теорема 2. logApprox(#2c) ^ с2л/сп, где с2 > О — абсолютная 
константа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Пусть г — натуральное число. По­
ложим хх = 0, х2 = г , . . . , Xjb-i = (fc — 2)r, xk — n - 1, где k = k(r) — 
1 + \~^]. Пусть, как и выше, множество J3(xx, y x , . . . , xk,yk) состоит из 
таких функций класса #£ с , которые в точках х = х,- принимают значе­
ния г/,-. 

Обозначим через М(г) максимум (по J / I , . . . , J / * ) из Approx(B(xI,T/I, 
. . .,хд.,у*)). Очевидно, что при каждом г имеет место неравенство 
Арргох(#£с) ^ nkM(r). 

Оценим сверху величину М(г). Сначала найдем максимально воз­
можное г такое, что М(г) = 1. 

Пусть / € 5 (x l 9 j / i , . . . , ж*, yk) и x G /n- Если x = x,- при некотором г, 
то f(x) = у,-. Оценим / ( я ) в случае, когда х,- < х < х,-+1. Рассмотрим 
функцию h(x) из (2). Поскольку Л(х,-) = /i(x t+1) = 0 и А 2 ( / ) = ДгС^)? а 

также ж,- < х < х | + 1 и ж |+1 ^ х ,+г , из условия |A2(/i; x t-,x,x l+i) | < с/2п + 
<p(xiyX,jEi+i) получаем \h(x)\ < ^(#i+i - х)(х — х,) + 1. Следовательно, 
\h(x)\ < c r 2 / 8 n + l . 

Пусть г удовлетворяет неравенству г ^ 2<у/п/с. Ясно, что в этом 
случае выполняется сг2/8п + 1 $С 1,5. Пусть / (х ) — ближайшее целое 
число к 
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например, f(x) — |_/(ж) + 1/2_|. Тогда \f(x) — f(x)\ ^ 1, поскольку \f(x) — 
f(x)\ < 1,5 + 0,5 и функции / , / целочисленные. Так как / является 
1-приближением каждой функции / G 5 , значения /(ж,) одни и те же и / 
связана с / только через них, то одной функцией / можно 1-приблизить 
любую функцию из В. 

Итак, если г ^ 2л/п/с, то М{г) = 1. 
Теперь свяжем значения М(г) и М(2г). Покажем, что 

М(2г) ^ М{т){\2 + cr2 /n])* ( r )-* ( 2 r ) . 

Это неравенство вытекает из того, что по значениям функции / 6 Н%с 
в точках 0, 2г, 4г , . . . и п — 1 можно оценить ее значения в точках 
г, Зг, 5г , . . . : функция / (х) при х = r(2t + 1) может принимать не бо­
лее \2 + сг2/п] значений, а число точек х равно к(г) - к(2г). Докажем 
это утверждение. 

Пусть х = r(2t + 1) и х', х" — ближайшие к х слева и справа точки 
из {п - 1,0,2г,4г, . . .}, при этом х' = 2rt, x" ^ 2r(t+ 1). 

Запишем f(x) в виде f(x) + h(x), где 

f(x) = ^r^f(x') + ^=^f(x"). 
x" - x' x" - x' 

При этом h(x') = h{x") = 0, A 2 ( / ) = А2(Д). Из оценки |А 2 ( / ; ж', ж, х")\ < 
с/2п + <р(х\ ж, х") следует, что 

Поэтому значения f(x) принадлежат множеству 

(/(ж) - сг2/2п - 1, }{х) + сг2/2п + 1) П Z, 

которое содержит не более \2 + сг2/п\ точек. 
Итак, 

M(2r) ^ M(r)\2 + сг2/п]к^'к^2г\ 

Используя также оценки Арргох(#2*с) ^ пк^М(г) и М(г) = 1 при 
г ^ 2<\/п/с, получаем оценку для Approx(#2jC) в явном виде. 

Пусть rt = [2у/п/с\2г. Положим тп% = logM(r t) . Тогда га0 = 0, 

mt^mt + (k(rt) - *(r l+i))log[2 + cr\^Jn\. 

Поэтому 
t 

q=l 

СГа-
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Найдем верхнюю оценку этой суммы. Сначала заметим, что 

Далее, при достаточно больших п имеем сг2_1/п ^ сгЦп = ~ |^2^/гг/с J2. 
Поэтому 

[2 + cr]_Jn\ < 3 + c r j e l / n < г с г ^ ^ п . 
Следовательно, 

Поскольку г0 = [2д/7г/с J, имеем log(cr2/4n) ^ 0 и 

S(i+^) ^<i , ( i +^j ( 2 «+ i )< < , + 2 '+^ 
Наконец, 

log Арргох(#£с) ^ mt + fc(rt)logn 
nlogn 
~2V7 ( Гп — l l \ , 9 Л 5n 

1 + - ^ - J logn ^ t2 + 2t + — + 2logn + 
Выбрав t таким, чтобы выполнялись соотношения t = о{п1^) и logn = 
o(2*), получим 

log Арргох(Я2
п

)С) ^ - v / ^ ( l + o(l)). 

Теорема 1 доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Пусть d(x) = ~(тах(0,ж(1 - я)))2 . 

Функция с?(ж) дифференцируема, а ее производная, равная нулю при х £ 
[0,1] и равная х—3х2+2х3 при х € [0,1], удовлетворяет условию Липшица 
с константой 1. 

Пусть г — целочисленный параметр. Рассмотрим множество А 
функций / : [0,1) —• [0,1) вида 

г/ ч v ^ cr2ak , (nx - 1/2 , \ 

J b = l v ' 

тп.еК=[^\,аке{0,1}. 
Множество А является подмножеством ff2jC. Поэтому дискретные 

функции вида д(х) = [nf(x/n + l/2n)J принадлежат множествам # £ с , 
Чс-
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Оценим расстояние (в равномерной метрике) между различными 
функциями д. Для этого оценим величину р = max\Dk(x)\, где Dk(x) = 

I ^d (f + 1 - к) I. Поскольку max|Dfc(x)| ^ \Dk(r(k-l)+[r/2\)\, имеем 

p ^ ~ ( | - l ) - 1. Следовательно, /> ^ 3 при любом г ^ 2 + 8y/n/c. 
Пусть #'(ж) = |ft/'(z/ft + l/2n)J и #"(ж) = [nf"{x/n + l/2n)J — 

различные функции, где / ' , / " принадлежат множеству А и задаются 
соответственно наборами коэффициентов а(-, а". Тогда 

max \д'{х) - д"{х)\ ^ max \а\ - а"\р ^ р = 3, 

т. е. функции ^ являются 3-различимыми, поэтому log Арргох Н" с ^ iT. 
При г = ["2 + 8д/тгТс] имеем if ^ I v ^ ^ C l + °(1))- Теорема 2 доказана. 
Итак, справедливы оценки 

1 ^ 5 
- v ^ ( l + о(1)) ^ log Approx#£ c ^ log АрргохЯ2

П
С ^ -л/^(1 + о(1)), 

которые согласуются с соотношением *#i/n(#2,c) ~ у/пс (см. [2]). Здесь 
^ ( l i f ) — ^-энтропия множества К [2]; выражение / (n ) x #(ft) означает, 
что при всех достаточно больших п справедливы неравенства Cig(n) ^ 
/ (п ) ^ c2#(ft), где ci, c2 — подходящие положительные константы. 

§ 4. Сложность точного и приближенного 
вычисления дискретных функций 

При ft = 2Г дискретные функции / : 1п —• 1п можно рассматри­
вать как булевы операторы / : {0,1}г —• {0,1}г , ставя в соответствие 
каждому числу из 1п его двоичную запись. Такие операторы можно реа­
лизовать схемами из функциональных элементов, выполняющих некото­
рые элементарные операции (например, конъюнкцию, дизъюнкцию и от­
рицание"); каждая схема S имеет сложность 2/(5), равную числу ее эле­
ментов (необходимые определения см. в [3]). Сложность L(f) оператора 
/ определяется как сложность схем с наименьшим числом элементов, ре­
ализующих / ; для последовательности классов операторов {-ft̂ i, К^ . . . } , 
где К{ состоит из операторов / : {0,1}* —• {0, l}mS рассматривается 
функция L{r) = m a x i ( / ) . 

Введем сложность приближенной реализации функций. Операторы 
/ : {0,1}г —• {0,1}г будем рассматривать как функции / : 1п -> / п . 
Положим LApprox(f) = min L(g), где min берется по всем д : 1п —> 1п 
таким, что \д(х) - f(x)\ ^ 1, и пусть 1А***°*(г) = m ax i A p p r o x ( / ) . 

J£KT 

Нам требуются следующие известные результаты, относящиеся к 
сложности реализации функций и классов. 

1. Нижняя оценка [3, следствие из теоремы Д. 1]: если Кг состоит из 
операторов / : {0,1}' - {0,1}' и "gfcj*-! "* °> т о L ^ > Й ^ Л ^ 1 + 
о(1)). 
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2. Верхняя оценка [3, теорема Д. 12]: если Кт состоит из всех опе­
раторов / : {0,1}Г -* {0, l } m ' , TO L{r) ^ = ^ ( 1 + о(1)). 

Справедлива следующая 

Теорема 3. Для Кг = Щ с и Кг = Я\ е имеют место соотношения 

2 к 2Г/2 2Г/2 

L(r) = ^ ( 1 + о(1)), с 3 — ^ LApprox(r) ^ с4 , 
г г г 

где с3, C4 — положительные константы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нижние оценки следуют из нижних оценок со­

ответственно для \КГ\ и Арргох(#г). 
Верхняя оценка для L(r) устанавливается следующим образом. Как 

указано при доказательстве леммы, функция / из Я£ с однозначно вос­
станавливается по формуле 

/ (* ) = 
•Ct'4-1 X X Х{ 

Ух + Z Vi+l + Bi 
H+l + Хх (3) 

L^t+i - я* a? i+1 ~ Xi 

при заданном наборе (уи . . . ,у*,0ъ . . .,0*-ъХо, • • -,Xn-i) и п = 2г, Ь 
f n / d ^ n j ) + 11 = п2/3(1 + о(1)), ^ € /„, 9i € {-1/2,0,1/2}, Xi- e {0,1}, 
i = [ж/ L^JJ> ж» = *L^J» ж«+1 = m^n(xi + L V ^ J J 7 1 - !)• 

Можно показать, что при вычислении f(x) по формуле (3) с наиболь­
шей сложностью находится r-местная булева функция Хх- Тем самым 
L(f) < £ ( l + o(l)). 

Верхняя оценка для £,Арргох(г) устанавливается с помощью следую­
щей конструкции. 

Заметим, что если / 6 #£ с , то g(x) = f(n — 1 — х) — также функция 
из #2jC. Поэтому, рассматривая / и </ как булевы операторы *) {0,1}Г —» 
{0,1}, можно вычислить / как 

f(xu . . . , хг) = ^ / ( 0 , х 2 , . . . , хг) V Х!^(0, ж 2 , . . . , хг). 
Тем самым достаточно уметь вычислять функции из # £ с на первой по­
ловине области определения. 

Введем обозначения (здесь х 6 /п> я = К^ъ • • • > жг)|)« 
«Im = | (2a , . . . ,2 : m ,0 , . . . ,0) | ; 

х | т = х | т + 2 — = | ( х ь . . . , х т , 0 , . . . , 0 ) | + | ( 0 , . . . , 0 ,1 ,0 , . . . , 0 ) | . 
т - 1 

Заметим, что х\т ^ ж < х\т. 
Пусть «„,(*) = / ( ( * | т + х|">)/2) - [§(/(*!«) + / (* |m))J . Тогда 

[ f(x\m), если хт+1 = О, 
/(*]m+l) = < 1 L(/(x|m) + / («г» + М я ) , если х т + 1 = 1; (4) 

*) Имеется в виду следующее соответствие между булевым набором х = 
(жь . ..,ж„) и числом хЕ/г»: а; = 2п_1ж1 -| Ь 2°xn. 
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f(x\m+1) = ^ № U ) + / ( * | m ) ) | + M * ) , если ж т + 1 = 0, 

/(*lm), если х, m+1 = 1. 
Предлагается следующая схема вычисления f(x). 
Ш А Г 1. Вычисляя rfm, £m+i, . . . по формулам (4) и (5), последова­

тельно находим / ( s | m + i ) и / ( ж | т + 1 ) , f(x\m+2) и / ( я | т + 2 ) , . . . , / ( ж | т 1 ) и 

Ш А Г 2. Для некоторого т = т 0 вычисляем / ( ж | т ) и / ( ж | т ) . 
Ш А Г 3. Находим приближенное значение f(x) линейной интерполя­

цией из f(x\mi) и / ( x | m i ) , т. е. вместо f(x) вычисляем 

/оо = 1 + х x U / ( g | W l ) + хГ » / ( g U ) 

2 * | m »-a r | m i ' «I"*1 - * | m , ' 
Оценим сложность такого вычисления и подберем т0 и mi так, 

чтобы минимизировать сложность и добиться на шаге 3 погрешности 
не больше единицы. 

Из определения ёт(х) следует, что 

М*)| < \ + \ / ( х Г)_2/(^±1к)+ / (х |т) 

Д8(/;«Г,ж|т^|т
>»и) ~2 + Г 

1 с22(г-т) 
^ х Н ™ 1- 1 < шах 

2 82г (3 '42*») 
Записывая значение # т как булевский набор длины г, представля­

ющий 6т(х) в кольце Zn, можно заметить, что старшие разряды этого 
набора одинаковы, т. е. количество тех разрядов, которые надо вычи­
слять независимо, не превышает min(3,r — 2га + log с + с5), где с5 — 
абсолютная константа. Поэтому сложность вычисления 8т(х) не превы­
шает 

о т 
— min(3, г - 2га + log с + с5)(1 + о(1)). 
га 

Проводя вычисления в Zn, можно показать, что остальная часть вы­
числений по формулам (4) и (5) имеет сложность О (г), при этом слож­
ность вычислений на шаге 2 не превышает 

( m i 2 m \ 

J2 — m i n ( 3 , r - 2 m + logc + c 5 ) l ( l + o(l)). 
т=т0 / 

Сложность шага 3 можно оценить сверху величиной 0(г2). 
Параметр тг выбираем так, чтобы выполнялось неравенство 

| / — / | ^ 1. Так как / и / целочисленные, то достаточно убедиться 
в том, что | / - / | < 2. 
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Имеем 

1/-/1<5 + Х XU -f(xD + -^ l_^- / (x | m i ) - /(*) 
x\mi -x\mi z |m ' -x\mi 

= \ + (*~ xU)(*\mi - х ) | Д 2 ( / ; х Г ,x,x\mi)\ 

<^(^-хио(Жг-Ж)(с/2-+ ( ж_ж и )
1

( х | т 1_ж )) 
3 1 c22(r-m> 3 c2r 

^ х + т ^ — = ;; + 2 m i 2 4 2' 2 4 -2 

Тем самым для выполнения неравенства | /—/| < 2 достаточно иметь 
4.2'зтх < |? т. е. mi > г~1^1окс. Поэтому, положив m0 = [ |J, тх = 
^r+ioRc+ij^ П О Л у Ч а е м ? Ч Т О сложность вычисления не превышает 

( 2mo I!l\ 2m \ 

2 г — + 2 ^ — min(3, г - 2 т + log с + с5) + 0(г 2 ) 1(1 + о(1)) 
^cons t2 r / 2 / r . 

Теорема 3 доказана. 
Автор выражает признательность своему учителю О. Б. Лупанову 

за постановку задач и обсуждение полученных результатов. 
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