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СИЛЬНО СУЩЕСТВЕННЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 
ФУНКЦИЙ fc-ЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 

И. Мирнее 

Устанавливается несколько условий, которые являются достаточ
ными для существования сильно существенных и с-сильно существен
ных переменных у функций fc-значной логики. 

Введение 

Задачи о сильно существенных переменных дискретных функций 
рассматривались рядом авторов. О. Б. Лупанов [1] показал, что лю
бая булева функция, зависящая существенно не менее чем от двух пе
ременных, имеет хотя бы одну сильно существенную переменную. Это 
утверждение было доказано также Н. А. Соловьевым [2]. Для произ
вольных функций аналогичное утверждение установил А. Саломаа [3]. 
Ю. Я. Брейтбарт [4] доказал, что любая булева функция, зависящая су
щественно хотя бы от двух переменных, имеет не менее двух сильно су
щественных переменных. Соответствующей проблематикой для функ
ций fc-значной логики занимался К. Н. Чимев [5] (см. также [6]). 

В настоящей статье приводятся некоторые условия, достаточные 
для существования сильно существенных и с-сильно существенных пе
ременных у функций fc-значной логики. 

§ 1. Основные понятия и определения 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 [5]. Функция fc-значной логики / ( за , ...,жп) зави
сит существенно от переменной ж,-, 1 ̂  г ̂  п, если для некоторых кон
стант Ci,...,Ct-_i,Ct-+i,...,Cn фуНКЦИЯ f(xx = Ci,.. . ,X t_i = С{_иХ{,Х{+1 
= с | + 1 , . . . , хп = сп) принимает хотя бы два значения. 

Несущественные переменные называются фиктивными. 
Через Ess(f) будем обозначать множество всех существенных пере

менных функции / , а через F(n) — множество всех функций, которые 
зависят существенно от п переменных. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 [7]. Пусть N С Ess(f). Множество М = 
{ж! , . . . ,ж т } С Ess(f) будем называть доминатором множества N 
(у / ) , если существуют константы с ь . . . , ст такие, что 

N П Ess(f(xx = с ь . . . , хт = с т ) ) = 0 , 

и М — минимальное множество с указанным свойством (т. е. не суще
ствует Mi С М, обладающего таким же свойством). 

Запись М —• iV будет означать, что N доминируется множест
вом М. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 [8]. Пусть Q С Ess(f). Множество Р = 
{#!,.. . ,а?р} С Ess(f) будем называть сильным доминатором множе
ства Q, если существует набор Р* — (с*, . . . , с*) такой, что Р является 
доминатором для Q относительно Р* и 

р 

(J Zxi = Q, где Zxi = Q\ Езз(/(х{ = с*)). 
t=i 

Запись Р -̂ -> Q означает, что Q сильно доминируется множест
вом Р . 

Множество Zxi будем называть (активной) зоной ж,- в Q. 
Рассмотрим два примера, иллюстрирующие это определение. 
ПРИМЕР 1. Пусть / = хххъ + х2хБ + х3хъ + х3х5х6 + х4х6 (mod 2) — 

функция над А — {0,1}, Р = {х$,х6} и Q = { а а , ^ , ^ , ^ } . Ясно, что 
Р -?-+ Q относительно Р* = (0,0), где Zxb — {^1,^2,2:3}, Zz6 = {ж4}. 

ПРИМЕР 2. Пусть / = ххх3 + х2х3 (mod 2) — функция над А = 
{0,1}, Р — {жх,ж2} и Q = {ж3}. Очевидно, что Р —• Q для / , но Р не 
является сильным доминатором множества Q (у / ) . 

Ряд результатов о сильно доминирующих множествах переменных 
дискретных функций приводится в [8]. 

Функцию / и все функции, которые можно получить из / заменой 
некоторых ее переменных константами, будем называть подфункциями 
функции / . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 [5]. Пусть / е F(n), О 1 , и 0 / ¥ С Ess(f). 
Переменная х € М будет называться сильно существенной для f отно
сительно М, если для некоторой константы с справедливо включение 

M\{x}CEss(f(x = c)). (1) 

Если х является сильно существенной переменной функции / отно
сительно всего множества Ess(f), то х называется сильно существенной 
переменной функции / . 
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Через Ess*(f) будем обозначать множество всех сильно существен
ных переменных функции / . 

Если включение (1) выполняется для любой константы с, то пере
менная х будет называться с-сильно существенной относительно М. 

Если х является с-сильно существенной переменной для / относи
тельно Ess ( / ) , то она называется с-сильно существенной переменной 
для / . 

§ 2. Основные результаты 

Будем считать, что Р и Q непустые множества существенных пере
менных fc-значной функции / £ F(n) такие> что P f l Q = 0 и P U Q = 
Ess(f). 

Справедливы следующие два утверждения. 

Предложение 1. Любая существенная переменная произвольной 
подфункции fi функции f является существенной переменной функции / . 

Предложение 2, Если ж,- — фиктивная переменная для f, то при 
любой константе с,-

JyXi, . . . , £ ,•_! , Xi, 2?t+l9 • • •» %n) == / v ^ l ? • • • ? ^ i - l ? £|? •Ef+l» • • • 5 *^nj' 

Теорема 1 [8]. Если P -^-» Q для / , то для каждой переменной 
х{ £ Р справедливо соотношение Zx{ <£ М, где 

Xj^Xi 

Следствие 1. Если Р -̂ -> Q для / , то Zx{ £ Za:,, где ж,- £ Р , ж7- £ Р 
И Х{ ф Xj. 

Следствие 2. Если Р -^-* Q для / , то Zx t ф 0 для любой ж,- £ Р . 

Следствие 3, Если Р -̂ ~> Q для / , то \Р\ ^ |Q|. 

Теорема 2, Если Р —* Q для f относительно набора Р* и \Р\ = 
\Q\, то 

1) все переменные из множества Q являются сильно существенными 
для f; 

2) для каждого Рх С Р , Pi Ф Р , в множестве Q существуют хотя бы 
к = | Р | — | JPX | переменных, являющихся с-сильно существенными для f 
относительно Рг U Q. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Используя теорему 1 и следствия из нее, за
ключаем, что каждая переменная из множества Q является активной 
зоной только для одной переменной множества Р. Без ограничения общ
ности положим Р = {ж ь . . . ,ж р } , Q = {жр +1,. . .,ж2р} и Zxi = {#р+,}, 
г = 1,. . . ,р. Покажем, что произвольная переменная из множества Q, 
например ж2р, является сильно существенной для / . 

Поскольку переменная хр существенна для / , из определения 1 и 
предложения 1 вытекает, что существует константа а2р такая, что функ
ция f(x2p = а2р) зависит существенно от жр, т. е. 

хр е Ess(f(x2p = a2p)). (2) 

Докажем, что при подстановке вместо переменной х2р любой кон
станты с2р полученная подфункция /х = f(x2p = c2p) зависит суще
ственно от всех переменных из множества (Q \ {x2p}) U (Р \ {хр}). 

Допустим, что хотя бы одна переменная из множества Q \ {х2р} явля
ется фиктивной для /х = f(x2p = c2p). Без ограничения общности можно 
считать, что хр+г ^ Ess(fi). Тогда для любой подфункции функции 
fx = f(x2p = с2р) переменная жр+1 тоже будет фиктивной. Значит, и 
для подфункции / 2 = f{xp = с*, х2р = с2р), где с* — константа из на
бора Р* = (cj , . . . ,c*) , переменная жя+х остается фиктивной. Применяя 
предложение 2, получаем 

f(XP = Ср) = / ( Ж Р = Ср> *2р = С2р). 

Следовательно, жр+1 является фиктивной для f(xp = с*), т .е . жр+1 € Zxp. 
Это противоречит тому, что Zxp = {ж2р}. Таким образом, для любой 
переменной ж, из множества Q \ {х2р} имеем 

xj € Ч / i ) - (З) 
Предположим теперь, что хотя бы одна переменная из множества 

Р \ {хр} является фиктивной переменной функции / i = f(x2p = с2р). 
Пусть это будет х\. Тогда в силу предложения 2 для любой константы /?i 

/ i = f(x2p = с2р) = /(ж2р = с2р, хг = /3i). 

Значит, у функции / i = /(а?2р = с2р) = / (х 2 р = с2р, a?i = с*), где с\ — 
константа из набора Р* = ( c j , . . . , с*), переменная жр+1 является фиктив
ной. Это противоречит (3). Следовательно, для любой переменной хк 

из множества Р \ {хр} имеем 

хк € Ess(fx). (4) 

Из (2), (3) и (4) следует, что все переменные функции f(x2p = 2а) суще
ственны, т. е. х2р 6 Ess*(f). Так как х2р выбрана произвольно, то все 
переменные из множества Q сильно существенны для / . 
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2. Если Рг С Р и Pi ф Р , то из доказательства п. 1 и определения с-
сильно существенной переменной следует, что переменные из множества 

Q \ ( U Zxi) являются с-сильно существенными для / относительно 

Рх U Q. Так как \Р\ = |Q|, то 

| Q \ ( U z*«)| = H-ifti>i-

Теорема 2 доказана. 

Следствие 4. Если Р -̂ -> Q для f и Q -̂ -> Р для / , то все лере-
менные функции f сильно существенные. (Пример 3.) 

Следствие 5. Если Р -^-» Q для / , то число сильно существен-
ных переменных функции f, входящих в множество Q, не меньше числа 
одноэлементных зон множества Q. 

sd 

Следствие 6. Если Р —• Q для / , то каждая одноэлементная 
зона Zx{, Xi € Р , является с-сильно существенной для f относительно 
Ess(f)\{x{}. 

ПРИМЕР 3. Пусть / = ххх3 + х2х4 ( m °d 2). Если Р = {хг,х2} и 
Q = {ж3,ж4}, то Р —• Р для / относительно набора Р* — (0,0), и 
P\jQ = Ess(f) = Ess*(f). 

Пример 3 показывает, что Р —• Q и Q —• Р для / , но не суще
ствует с-сильно существенной переменной у / . 

Следующий пример 4 показывает, что при выполнении условий тео
ремы 2 в множестве Р может найтись переменная, не являющаяся сильно 
существенной. 

ПРИМЕР 4. Пусть / = хгх2х3 + ххх4 (mod 2). Если Р = {хих2} 
и Q = {ж3,#4}, т о Р ~ * Q д л я / относительно набора Р* = (1,0), но 
хг i Ess*(f). 

Если Р —• Р для / , то Р будем называть самодоминирующимся 
множеством функции / . 

Теорема 3. Если Q — самодоминирующееся множество функции f 
и Q С Ess(f), то каждая переменная из Q является с-сильно существен
ной для f относительно Q. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Q = { z x , . . . , ^ } , q ^ \Ess(f)\. Без огра
ничения общности допустим, что существует хотя бы одна переменная 
ж,-, 1 ^ г ^ q, которая не является с-сильно существенной для / относи
тельно Q. Тогда найдется константа а,- такая, что у / i = f{xi = а.-) хотя 
бы одна переменная Xj из множества Q\{ж,} будет фиктивной. Значит, у 
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всех подфункций функции /х = /(ж,- = а,-) переменная Xj тоже фиктивна, 
т. е. у функции #; получаемой из / i заменой переменных из Q \ {х^} 
константами, переменная Xj фиктивна. Следовательно, при замене пе
ременных из множества Q \ {XJ} некоторыми константами получается 
подфункция, у которой все переменные из множества Q фиктивны. Это 
противоречит условию Q —• Q (условие минимальности). Теорема 3 
доказана. 

Следующий пример показывает, что несамодоминирующиеся мно
жества существуют, а утверждение, обратное теореме 3, неверно. 

ПРИМЕР 5. Пусть / = Xix2 + xix3 + x2x3 (mod 2). Каждая перемен
ная из множества Q = {х1,х2,х3}, Q = Ess(f), является с-сильно су
щественной для / , но множество Q не является самодоминирующимся, 
потому что его собственное подмножество Qx = {xi,x2} доминирует Q. 

Теорема 4. Пусть Р -^-» Q для f относительно набора Р* я пере
менная Xi € Р имеет активную зону Zx{ такую, что \Zx{\ ^ 2. Тогда 
любая с-сильно существенная переменная Xj функции f относительно 
Zxi является с-сильно существенной переменной для / . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Xj — с-сильно существенная перемен
ная функции / относительно Zx t , то при подстановке любой константы 
Cj вместо переменной Xj остальные переменные из зоны Zx{ остаются 
существенными для /х = f(xj = Cj). 

Далее, из доказательства теоремы 2 следует, что все переменные 
множества (Р \ {ж,}) U (Q \ Zx{) являются существенными переменными 
функции / i . 

Покажем, что х{ € Ess(fi). Допустим противное, т. е. х{ £ Ess(f1). 
Тогда _ 

/ i = f(xj = Cj) = f(xj = chx{ = с*), где с* е Р*. 
Значит, хотя бы одна переменная из зоны Zx{ должна быть у /г одновре
менно и существенной, и фиктивной. Пришли к противоречию. Теорема 
4 доказана. 

sd 

Следствие 7. Пусть Р —• Q для f и активные зоны Zxix,..., Zxik 
являются самодоминирующимися множествами, причем \Zx{\ ^ 2, j = 
1 , . . . , к. Тогда число с-сильно существенных переменных у f не меньше 

I k 
чем (J Zx{j 

Пример 3 показывает, что условие \Zx{j\ ^ 2 опустить нельзя. 
Существование объектов, удовлетворяющих условию теоремы 4, вы

текает из следующего примера. 
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ПРИМЕР 6. Пусть / = ххх3 + х2(х4 + х$) (mod 2), Р = {x^a^}, 
Q = {хз,ж 4 ,ж 5}, Р — • Q для / относительно набора (0 ,0) . Тогда Zx2 = 
{ж4, хь) и переменные х4 и ж5 являются с-сильно существенными для / 
относительно Zx2 и с-сильно существенными для / . 
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