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Рассматриваются двух-, трех- и многоэтапная задачи размещения 
на сети в виде цепи (МЗРЦ) при условии, что затраты по транспор­
тировке единицы продукта из пункта в пункт равны сумме длин ре­
бер в подцепи, соединяющей эти пункты. Изучаются такие свойства 
оптимальных решений МЗРЦ, как связность областей обслуживания, 
согласованность и центральность пунктов размещения. Предложены 
два разных алгоритма для точного решения МЗРЦ с временной слож­
ностью 0(трп) и 0(рт п3) соответственно, где р — число этапов, n — 
число пунктов спроса на цепи, m — ограничение сверху на число воз­
можных мест размещения предприятий каждого этапа. 

Введение 

В последнее время исследователи проявляют особый интерес к мно­
гоэтапным задачам размещения (МЗР) [1-5]. Этот класс задач харак­
теризуется наличием нескольких уровней производства, на которых осу­
ществляется обработка сырья, прежде^чем готовый продукт поступает 
к потребителю. Примером двухуровневого производственного процесса 
является добыча и обработка природного сырья — нефти, руды и т. п. 

В общем случае эта задача TVP-трудна (даже в одноэтапной поста­
новке [6-7]). В работах [2-3] для решения двух- и многоэтапной задач 
размещения предлагается использовать метод ветвей и границ, который, 
вообще говоря, эффективным не является [7]. Поэтому целесообразно из­
учение специальных классов задачи, для решения которых можно пред­
ложить алгоритмы полиномиальной сложности [7-18]. 

В настоящей работе рассматриваются двух-, трех- и многоэтапная 
задачи размещения на сети в виде цепи при условии, что затраты по 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 93-01-00489) и Международного на­
учного фонда и Правительства РФ (код RPY300). 
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транспортировке единицы продукта из пункта в пункт равны сумме 
длин ребер в подцепи, соединяющей эти пункты. Автору неизвестны 
эффективные алгоритмы для рассматриваемого случая. Заметим, что 
полиномиальный алгоритм решения МЗР в более общем случае древо­
видной сети, предложенный в [5], является некорректным даже в рассма­
триваемом нами случае сети в виде цепи. Статья состоит из 6 разделов. 

В первом разделе эта задача сформулирована как задача линейного 
целочисленного программирования (с использованием булевых перемен­
ных выбора пунктов размещения предприятий и назначения выбранных 
предприятий на обслуживаемые пункты спроса). В исследовательских 
целях оказывается более удобной запись задачи в эквивалентном, но бо­
лее компактном виде, где в качестве переменных величин используются 
элементы матрицы назначений. 

Начиная со второго раздела, рассматривается задача размещения на 
сети в виде цепи (ЗРЦ). Изучаются такие свойства оптимальных реше­
ний ЗРЦ, как связность областей обслуживания, а также согласован­
ность пунктов размещения. Эти свойства оказались очень полезными 
при построении алгоритмов полиномиальной сложности для точного ре­
шения обычной (одноэтапной, простейшей) задачи размещения на сети 
в виде дерева [13-16] и так называемой задачи стандартизации [7-12]. 
Так, для отыскания точного решения одноэтапной задачи размещения 
на древовидной сети [13], на 2-дереве [16] и на Аг-дереве [17] найдены 
алгоритмы с временной сложностью 0(тп), 0(т3п) и 0(га*+1п) соот­
ветственно, где п и т — число вершин сети (пунктов спроса) и число 
возможных мест размещения предприятий в этих вершинах. 

В третьем и четвертом разделах описаны алгоритмы А2 и А3 для 
точного решения двух- и трехэтапной ЗРЦ. Их временные сложности 
равны 0(mim2n) и 0(mim2m3n) соответственно, где гаг — число воз­
можных пунктов размещения r-го этапа. Для решения МЗРЦ предло­
женный подход позволяет построить алгоритм Ар с временной сложно­
стью, зависящей линейно от числа точек спроса и экспоненциально от 
числа этапов. 

В пятом разделе для точного решения МЗРЦ приводится алгоритм 
~ р 
Ар с временной сложностью 0(п3 J2 тг)- Принципы построения алго-

»=i 
ритмов Ар и Ар различны. 

В шестом разделе показывается, что в МЗРЦ может не существовать 
оптимального центрального решения, при котором выбранные предпри­
ятия расположены внутри своих областей обслуживания. 

Из небольшого сравнительного анализа в заключительных замеча­
ниях следует, что для двух- и трехэтапных ЗРЦ предпочтительнее ис-
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пользовать алгоритмы Л2 и Л3, а при числе этапов, большем четырех, — 
алгоритм Ар. 

1. Постановка задачи 

Содержательная постановка задачи состоит в следующем. Пусть 
N = { 1 , . . . ,п} — множество пунктов спроса конечного продукта, Мг С 
N — множество возможных пунктов размещения r-го этапа, 1 ^ г ^ р; 

д\ — затраты на размещение предприятия r-го этапа в пункте г, 
г е М Г , 5 Г ^ 0 ; 

Cij — затраты, связанные с транспортировкой единицы продукта из 
пункта г в пункт j , ctJ ^ 0, t,jf € N; 

bj — объем спроса в пункте j,bj > 0, j G N. 
Предполагается, что каждый пункт спроса конечной продукции и 

каждый пункт производства любого уровня получают продукцию только 
от одного производителя; при этом предприятие r-го уровня получает 
продукцию от предприятия (г + 1)-го уровня, 1 ^ г ^ р — 1. 

Требуется выбрать подмножества пунктов размещения каждого 
уровня (этапа) Г С Мг , г = 1 , . . . ,р, и осуществить назначение вы­
бранных предприятий на пункты спроса так, чтобы минимизировать 
суммарные затраты на размещение всех выбранных предприятий и на 
транспортировку продукта. 

Сначала запишем математическую постановку задачи размещения 
(ЗР) в случае двух этапов с использованием следующих булевых пере­
менных выбора и назначения соответственно: 

• Х{ = 1 (yk = 1), если предприятие 1-го (2-го) уровня размещается в 
пункте % Е Мг (к € М2), и х, = 0 (ук — 0) в противном случае; 

• xkij = 1, если j -й пункт спроса обслуживается из Л-го пункта 2-го 
уровня через г-й пункт 1-го уровня, и xkij = 0 в противном случае. 

С учетом введенных обозначений математическая формулировка 
двухэтапной ЗР может быть записана в следующем в виде: найти ми­
нимум функции 

2 £Xi + £ яЪъ + Е 6 ^ * Е Е (Сь* + со) **и (!) 

при следующих ограничениях: 

Y, E Xki> = 1^e N> (2) 
Jb€M2*€Mi 

J2 *«i ^*n J € # , t€ Afb (3) 
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2 **« ^ У*> з е N> k e м 2 ' (4) 
Xi,yk,Xkij € {0,1}. (5) 

Далее нам будет удобнее использовать постановку в эквивалентном 
виде, используя векторы назначения в качестве переменных, аналогично 
тому, как это было сделано для одцоэтапной задачи размещения на сети 
[13-15]. 

Введем необходимые обозначения: 
7ГГ = (7г[,... , 7г£) — вектор назначения предприятий r-го уровня, где 

7rJ — номер пункта из Мг, в котором размещено предприятие r-го уровня, 
участвующего в обслуживании j-то пункта спроса, г = 1,2, 1 < j ^ п; 

7г = (тг1,^2) — пара векторов назначения; 
/г(7г) = (J {тгГ} — множество предприятий r-го уровня, задейство-

ванных решением 7г,г = 1,2; 
17(7Г) — область обслуживания г-го предприятия r-го уровня, т. е. 

объединение по всем j таким, что 7rJ = i, i € Мг , г = 1,2. 
Очевидно, что /г(я") С Мг; 1)17 (я*) = iV, где объединение берется 

по всем i € /г(я"), г = 1,2. 
Двухэтапная ЗР в терминах переменных 7rJ записывается в более 

компактном виде: найти минимум функции 

£ g}+ £ jl + ^ i i f c ^ i ^ - ) . (6) 

Аналогичным образом, но уже с помощью переменных из элементов 
(р х п)-матрицы назначений 7г = (я-р, 1 ^ г ^ р, j E iV, может быть 
записана МЗР: найти минимум функции 

Е Е Й + Е ^ Е ^ - Г " (7) 

r=i ле/^*) iew r=i 
где р — общее число этапов (уровней); 7rJ — номер пункта размеще­
ния r-го этапа, участвующего в обслуживании j - ro пункта спроса; 7rJ € 
М г , 1 ^ г ^ р; тг? = j , j € JV; /г(тг) = |J {7rJ} — множество задейство-
ванных предприятий уровня г, 1 ^ г ^ р; ^г(тг) — область обслужива­
ния г-го предприятия r-го уровня, т. е. объединение по всем j таким, 
что 7rJ = i, i G M r , 1 ^ r ^ p. 

2. Задача размещения на цепи 
Ниже будем рассматривать задачу размещения на цепи, в которой 

пункты спроса 1,... ,п соединены последовательно. В этой задаче за­
траты с^ по транспортировке единицы продукта из пункта г в пункт j 
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складываются из длин ребер в подцепи, соединяющей эти пункты. По­
нятно, что в рассматриваемом случае для функции ctJ- выполнено свой­
ство неравенства треугольника: 

c«j ^ с,-* + ckj при любых i,fc,j 6 N. (8) 

При построении экономных алгоритмов решения ряда задач разме­
щения оказалось полезным свойство связности областей обслуживания 
преприятий. 

• Решение ж назовем г-связным, если для любого i € 1г{ъ) область 
У[(ж) точек спроса, обслуживаемых г-м предприятием г-ro уровня, связ­
на (в рассматриваемом случае размещения на цепи представляет собой 
целочисленный сегмент). 

• Решение ж для фиксированного г, 1 ^ г ^ р, будем называть г-
согласованным, если ж[ ^ • • • ^ 7г£. 

Понятно, что г-связное решение может не быть г-согласованным, 
но любое г-согласованное решение является г-связным. Поэтому, чтобы 
подчеркнуть важность понятия связности, далее в ряде случаев согла­
сованное решение мы будем также называть согласованно-связным. 

• Решение называем (1, г)-связным (согласованным), если оно к-
связно (согласованно) для всякого к, 1 ^ к ^ г. 

Пусть ж — произвольная матрица назначения. Введем обозначения: 
г = г (ж) — минимальный уровень, на котором нарушено свойство 

согласования (для (1, ^-согласованного решения такого параметра не 
существует); 

7(71-) — максимально возможный номер j такой, что ж[ ^ • • • ^ 7rJ; 
СК*) = c*wl + " ' + c*r»r-i, J € N, l^r^p. 

J 3 3 3 3 

Сформулируем в качестве замечаний следующие очевидные утвер­
ждения. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для каждой матрицы назначений ж при любых,/ G N 
и г, 0 ^ г < р, справедливо равенство 

c^^W + w-... 
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Пусть ж — оптимальная (рхп)-матрица назначений, 

и 7г; — (р х п)-матрица назначений, строки которой состоят только из 
элементов соответствующих строк матрицы 7Г. Тогда 

с](ж)^с;(тг'), jeN, l^r^p. 
Теорема 1. Существует оптимальное решение МЗРЦ с совокупно­

стью (1,р)-согласованных областей обслуживания. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что (1,/^-согласованного оптималь­
ного решения не существует. Тогда для любой оптимальной матрицы 
найдется г(7г), 1 ^ г(7г) ^ р. Возьмем оптимальное решение 7г с мак­
симально возможным г = г(7г), а среди таких решений — решение с 
максимальным j = j(n). Ясно, что j < n, поскольку в противном случае 
можно было бы увеличить г. 

Обозначим 
/ = 7Г|~ , к = 7Г|, /' = jrJ~J, к' = 7Tj+1. 

В силу (г — 1)-согласованности выбранного решения имеем 
/ ^ 1\ (9) 

а максимальность ](ж) влечет 
*' < *. (10) 

Пусть 7г — матрица назначений, полученная из 7г заменой элементов 
7rJ,... , 7Г? на 7rJ+1,..., 7г?+1 соответственно; 5г — аналогичная матрица, 
полученная обратной заменой. 

По замечанию 2 имеем с£(7г) ^ cj(7r) И С£+1 ^ cj+1(5r). Последние 
неравенства с учетом замечания 1 и введенных обозначений можно пе­
реписать в виде 

с;+1(^) + сы^с;+1(^) + ^/, (и) 
3+100 + c*'f ^ 3+100 + с*,,. (12) 

Покажем, что в (12) строгое неравенство невозможно. Действи­
тельно, сложив в этом случае (11) и (12), с использованием очевидных 
тождеств 

с-+1П = <#!(*). <#}(*) = с;+1(5?) 
получаем строгое неравенство 

С*/ + С*'/' < С*/, + СЫ/. (13) 
При к $: /' из (9) следует, что &' < к ^ /'. Отсюда и из равенства 

с /̂// = ck>k + Cki' после сокращения одинаковых членов получаем проти­
воречащее свойству (8) неравенство 

В случае к > V аналогичным образом получаем противоречивое не­
равенство 

Ck'Y + С1Ч < ck'l-
Таким образом, остается предположить, что (12) является равен­

ством. Это влечет возможность замены матрицы 7г на 7г, не увеличивал 
F*. Поскольку в новой оптимальной матрице выполнено 7rJ = fc, па­
раметр jf(7r) увеличился по крайней мере на 1, что противоречит его 
максимальности. Итак, показано, что не существует уровня г(7г), на 
котором имеет место рассогласование решения. Теорема 1 доказана. 
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Следствие 1. Существует оптимальное решение МЗРЦ с совокуп­
ностью (1,р)-согласованно-связных областей обслуживания. 

• Будем говорить, что решение 7Г удовлетворяет свойству вложен­
ности, если 7Г имеет систему упорядоченных по вложению областей об­
служивания, т. е. 

УХ'ГООСУДО*) (14) 

для всяких j и г, где j € JV, 1 ^ г < р. 

Теорема 2. Существует (1,р)-согласованно-связное оптимальное 
решение МЗРЦ, удовлетворяющее свойству вложенности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что не существует (1,р)-согласован­
но-связного оптимального решения МЗРЦ, удовлетворяющего свойству 
вложенности. Пусть 7г — согласованно-связное оптимальное решение 
с максимально возможным уровнем г, для которого условие (14) нару­
шено. Тогда найдется минимальный номер j = j(ir), 1 < j ^ ny такой, 
что 

^j ~ ^j + l = Z> V = k < Kj + 1 = Л ' 

Будем считать, что выбрано такое решение с максимально возможным 
значением параметра j(n), 

В случае cjt|(7r) < с^+1(7г) при замене элементов 7г?, •. . ,7rJ+1 матри­
цы назначений на 7г? 15 • • •5

7rj-i соответственно значение целевой 
функции F* уменьшается, что противоречит минимальности F*. 

При с^±\(тг) ^ с!^+1(7г), заменяя элементы 7rJ_l5.. .,7rJ+j элементами 
7rJ,... ,7rJ+1 соответственно, в случае строгого неравенства также по­
лучаем противоречие с минимальностью F*. В случае же равенства 
значение целевой функции не изменится, но увеличится по крайней мере 
на 1 значение параметра j(7r), что противоречит его максимальности. 
Теорема 2 доказана. 

3. Алгоритм А2 для решения двухэтапной З Р Ц 

Пусть ( М ь М2; N) — исходная двухэтапная ЗРЦ. Рассмотрим се­
мейство следующих задач: 

{( м{9 м* ; [1,j]> \ieMuke м 2 , i <; j ^ n } , 
где Mr

5 = [1,5] П Мг, s £ Мг, г = 1,2. (Этому семейству принадлежит и 
исходная задача.) 

Оптимальное значение целевой функции (оптимум) в каждой из вве­
денных подзадач обозначим через Lik(j), а оптимумы в подзадачах ( М[, 
M*;[l , j ] | тг? = к) и (MU М*; [l,j] | тг) = г, тт? = к) - через i ^ ( j ) и 
Fik(j) соответственно. Понятно, что Fik(l) = g] + g\ + d b l , где d b j = 



20 Э. X. Гимади 

(си + c,i)b;, а величины Rik(j) (Fik(j)) можно положить равными оо при 
к £ М2 (соответственно при i £ Мх или при к £ М2). 

Ясно, что оптимум F* в исходной задаче ( М ь М2; N) равен 

F* = minl jF ;^) \ieMuke М2}. 

Непосредственно из определения величин Fik(j), Rik(j)> Lik(j) сле­
дует 

Лемма 1. При любых i £ Ми к £ М2 и j £ N справедливы рекур­
рентные соотношения 

Lik(j) = min Rik>(j), (15) 

Д,-*(Л = m i n ^ f c ( i ) . (16) 

Теорема 3. При любых i £ M l5 к £ М2 величины Lik(j), Rik(j), 
Fik(j) могут быть вычислены с помощью следующих рекуррентных со­
отношений: 

Lik(j) = min{Z,. *_!(,"); i?lJb(i)}, j € iV; (17) 

i ^ ( j ) = min{^.1 | f c(j) ; Fik(j)}, j £ ЛГ; (18) 

Д*(Я = 5,1 + <7* + dkij + гшп{ВД - 1) - g] - (?*2; 

* - i ,* (J - 1) - 9l i.--if*-i(i - 1)}, K j ' O . (19) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Формула (17) следует из (15): 

Lik(j) = min Д,-^(Я = min{i?tjb(j); 

min Rik>(j)} = min{/il-|4.1(t7); Rik(j)}. 

Формула (18) следует из (16): 

Rik(j) = min Fi*k(j) = min{i^( j) ; 

min JJ/fc(jf)} = min{iJ,-_i|4(j); /1*0')}. 

Докажем формулу (19). 
Из существования оптимального (1,2)-согласованно-связного реше­

ния следует, что при j > 1 в подзадаче (М[, М\; [ l , j ] | 7rj = г, 7г? = А?) 
найдется интервал (j',j] такой, что каждый пункт спроса обслужива­
ется из предприятий в пунктах iyk (соответственно 1-го и 2-го уров­
ней). При этом оптимальное решение в интервале [1, j ' ] совпадает с 
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оптимумом по крайней мере одной из подзадач (MJ, М\; [l,j ']) либо 
( М р 1 , М\\ [1, j ' ] | тг?, = *>. Таким образом, 

i 
F<*(j) = mmt{gj+gl+ V rf«t+ min(i i .1 | f c_1(j /); Я<-1 ,* (Л-^ )>-

Минимум по jf' в интервале [1, j ) представим в виде минимума двух 
величин: выражения в фигурных скобках по области [l,jf - 1) и этого 
же выражения при j ' = j — 1: 

Fik(j) = minj^ 1 + 0* + 4 , i + min(Iri--1|fc_1(i - 1); Ri-i,k(j - 1) - 0*); 

min ( ^ + gl + V 4st + m i n ^ i . ^ x C ; - 1); ft-i^j - 1) - g\)) \ 

Теорема З доказана. 

Описание алгоритма А2 для решения 
двухэтапной ЗРЦ 

Прямой ход: вычисление функций Fik(j), Rik{j), Lik(j). 
На предварительном шаге при каждом j 6 N величины 

JoikC?), #o*(j), Lok{j), k е м 2 , и fio(i), -Rio(i), £,-o(j),*e Mi 
приравниваем ос. 

Шаг 1. Полагаем 

F (1) = I ^ + ^ + db l ПРИ * e M l ' * € M2, 
\ сю в противном случае 

и вычисляем Д^(1), Lik(l) по формулам (17)—(18). 
Шаг j , 1 < j ^ п. При любых г 6 М ь к € М2 вычисляем Fik(j), 

Rik(j), Lik(j) п о формулам (17)-(19). 
Обратный ход: отыскание оптимальной матрицы назначений и 

мест размещения предприятий 1-го и 2-го этапов. 
Предварительный шаг. Вычисляем оптимум F* и элементы 7г̂ , 

7г̂  оптимальных векторов назначения в исходной задаче: 

Повторяем следующий общий шаг для j = п , . . . , 2: 
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Шаг j . Обозначим i = »]; i = *•?; / i = i ^ O ' - 1) - <// - g%; f2 = 
Ri-iAJ - i ) - 9h h = Я - м - i t ? - i); h = fl*(i) - 9} - gl - dkiJ. 

Уменьшив j на 1, полагаем 

a _ / * П Р И /о < / s i 
*'' U 0 при/о = /з , 

где А0 — решение уравнения 

Сделав переприсвоение к = 7г?, полагаем 

.̂1 f * ПРИ /о = / ь 
*' 1 i° при/0</ь 

где г° — решение уравнения 

Rio)k(j) = тш{Д,-,,*(.7) | г" € МГ 1 }-

Теорема 4. Временная сложность алгоритма А2 не превосходит 
0(rrii m2n). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На каждом шаге прямого хода вычисление ве­
личин Fik(j)j Rik(j)i Lik(j) осуществляется за константу действий, и 
временная сложность выполнения общего шага по j не превосходит 
О (mi га2). Для выполнения общего шага обратного хода требуется 
0(гп\ + т 2 ) действий. 

Таким образом, работа алгоритма А2 в основном определяется вы­
полнением прямого хода и его временная сложность не превосходит 
0{rniVfi2n), Теорема 4 доказана. 

4. Об алгоритмах Аз и Ар для решения 
трехэтапной и многоэтапной З Р Ц 

Как и в случае двухэтапной ЗРЦ, введем следующие обозначения 
для трехэтапной ЗРЦ: 

JF* — оптимум в исходной задаче, а для всяких г £ М1? к G М2, 
s е м3 и j e N 

Liks(j) — оптимум в подзадаче (MJ, М*, М3; [1, j]); 
Riks(j) ~~ оптимум в подзадаче (М[, М2*, M3

5; [ l , j ] | тг? = s); 
Qiks(j) — оптимум в подзадаче (М[, М2*, М£; [1J] | 7г? = к, 7г? = s); 
Fiks(j) — оптимум в подзадаче (MJ, Mf, M3

5; [ l , i ] | 7г| = г,7г? = 

Из определения введенных функций следует 
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Л е м м а 2. При любых i € Мх, k e M2, s € М3 и j e N справедливы 
рекуррентные соотношения 

Liks(j) = min RikM'U), 
s'£M' 

Rik,{j)= min Qik'sti), 
k'eM* 

Qik,(j)= min .Fi*kt(j). 
»'€Af; 

Приведем без доказательства утверждения, аналогичные теоремам 3 
и 4. 

Теорема 5. Яри любых i G Mu k € М2, 5 G M 3 величины Liks(j), 
Riks(j), Qiks(j), FiksU) могУт быть вычислены с помощью следующих 
рекуррентных соотношений: 

Liks(j) = min{I t .M- i( j ) ; Я,-ьО')}, j € N; 
Riks(j) = min{i?t)jk_1)5(j); Q.b(i)}, J € ЛГ; 

#* . ( i ) = 9l + fffc + 5? + dskij + min{XI-«i|fc.i(f_i(i - 1); Ri-itk,(j - 1) -
0,3; Q<*.(i - 1) - 0* - <7,3; Fiks(j - 1) - #/ - flj - $?}, К j ^ n, где dskij = 
(Csk +Cki + Cij)bj. 

Теорема 6. Трехэтапная ЗРЦ может быть решена за время 
0(mim2m3n). 

Идею построения алгоритма решения двух- и трехэтапной ЗРЦ не­
трудно продолжить и для МЗРЦ. При этом получается алгоритм Лр, 
решающий задачу МЗРЦ с временной сложностью 0(nmirri2 . . . ягр), не 
превосходящей величины 0(mpn), где га = max{rar | 1 ^ г ^ р}. Таким 
образом, на этом пути мы можем построить алгоритм с временной слож­
ностью, зависящей линейно от числа точек спроса и экспоненциально от 
числа этапов. При этом оценки временной и емкостной сложности сов­
падают. 

5. Алгоритм полиномиальной сложности для 
решения М З Р Ц 

~ р 
Ниже мы опишем алгоритм Ар с временной сложностью 0(n3 X) гаг). 

~ r = 1 

Методы построения алгоритмов Ар и Ар принципиально отличаются 
друг от друга. В Ар существенно используются свойство вложенности 
оптимальных решений и сведение к специальной серии задач о ближай­
шем соседе (ЗБС) [7-10]. 
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Под ЗБС будем понимать следующую задачу размещения точек на 
целочисленном сегменте (0, п]\ минимизировать функцию 

m 

£/(* ._! ,* . ) (20) 
4 = 1 

при ограничениях 
0 = х0 < • - • < хт = п, (21) 

га ^ 1. (22) 

ЗБС (20)-(22) обозначим через (0, п; / ) , а оптимальное значение це­
левой функции — через 5(0, п; / ) . Для подзадач ЗБС и их оптимумов 
введем обозначения (я, у; / ) и 5(ж,у; / ) соответственно, 0 ̂  х < у ^ га. 
Решение ЗБС может быть найдено за время 0{п2) [9]. 

Пусть (р; N) обозначает исходную МЗРЦ, F* — оптимум в этой 
задаче. При любых г, х и у таких, что 2 ^ г ^ р , 0 ^ х < у ^ п , введем в 
рассмотрение подзадачи МЗРЦ: 

(г;(х,у]\жг
х+1 = --- = жг

у=к), (23) 

(г; (х,у] | < + 1 = . . . = *; = *; < ; } = . . . = х р 1 ; 91 = 0). (24) 
Минимальные значения целевых функций в этих подзадачах обозначим 
через F£(x,y) и f£(x,y) соответственно. 

Для их вычисления воспользуемся рекуррентными соотношениями 
динамического программирования: 

Д(х, у) = min {В(х, у) с н + F['l(x9 j/)}, (25) 

fl(x,v) = gl + S(z,y;rt), (26) 
У 

где В(х, у) = X) 6j?, 0 ^ гс < у ̂  n, A; G Мг , 1 < г ̂  р. 

Таким образом, подзадача (23) на интервале (ж, у] разбивается на 
последовательность подзадач вида (24) на интервалах (я,-1,ж5], 5 = 
l , . . . , m . 

Теорема 7. Оптимум F* исходной задачи (р; N) совпадает с опти­
мумом задачи о ближайшем соседе (0, га; / ) с функцией 

f(x,y)= mm Ц(х,у). (27) 
k£Mp 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть тг — оптимальное согласованно-связное 
решение, удовлетворяющее свойству вложенности. Для него имеется на­
бор предприятий р-го уровня /р(7г) = {ks(n) | s = 1 , . . . , m(ir)} и области 
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обслуживания У£оо = (^-IC71*)* xs(^)]^ = 1 , . . . , m(7r), 0 = x0(w) < • • • < 
Ж т ( Т ) (7г) = П. 

Из свойства вложенности следует, что оптимальное решение исход­
ной задачи (р; JV = [1,п]) складывается из оптимальных решений т(п) 
подзадач вида (ж,у; / £ ) при г = р,х = z,_i(7r), J/ = х,(7г), Л = *,(*г), 
5 = 1 , . . . ,т(7г), т. е. 

"̂ = Е К w(*-i(*). *.(*))• (28) 
5 = 1 

Пометим волной значения переменных, при которых функция (20) до­
стигает минимума: 

5 = 1 
m 

m i n { S ^ M Fk(x>-uxs)\0 = x0 < " - < a ; m = n , m ^ l J . (29) 
5 = 1 

Таким образом, достаточно показать равенство левых частей в (28) 
и (29). С одной стороны, имеем очевидное неравенство 

m 

*"<E*U5-b*.)- (30) 
5 = 1 

С другой стороны, из (29) следует, что при любых А:,, х5, 1 ^ s ^ т ^ п, 
справедливо неравенство 

m m 

Е^(г.-ьг.)<Е^.(я-ь*.)-
5 = 1 ' 5 = 1 

Поскольку последнее неравенство верно также и при га = га(тг), Jb5 = 
*,(тг), ж5 = я?,(тг), з = 1 , . . . , га(тг), то 

m m(*") 

Е^сг..!,».) ̂  £ *r.w(*.-iOrw*)). 
5 = 1 5 = 1 

Отсюда с учетом (28) и (30) следует справедливость утверждения. Те­
орема 7 доказана. 

Описание алгоритма Ар для решения М З Р Ц 

Прямой ход: в цикле по г от 2 до р повторяем шаги 1а и 2а. 



26 Э. X. Гимади 

Шаг 1а. Для каждого к € Мг по формуле (25) вычисляем величины 
Я(*>У)> 0^x< у^п. 

Шаг 2а. Для каждого к 6 Мг решаем задачу о ближайшем соседе 
(я>У; Я ) с оптимизируемым числом интервалов, используя следующие 
рекуррентные соотношения: 

(х,у, Я ) = min {5(x,x'; / [ ) + £ ( * ' , у ) } , (31) 

и полагаем F£(x, у) = дг
к + 5(ж, у; /£), 0 ^ х < у ^ п. 

Шаг За. Решаем ЗБС верхнего уровня 

F* = mini ^ / ( ж , ^ 1 , а : , ) | 0 ^ х0 < • • • < хт = п, т ^ 1 |> 
^ 5 = 1 ' 

с функцией / , определенной в (27). 
Обозначим через тр найденное оптимальное число предприятий 

уровня р. 
Шаг 4а. Вычисляем номера предприятий р-го уровня 

К = arg min {F£(xs_u xs) \е М р } , 1 ^ s ^ т р , 
к£Мг 

где (хр
$) — полученное на предыдущем шаге оптимальное разбиение 

множества пунктов спроса областями обслуживания предприятий р-го 
уровня, 1 ^ s ^ гар. 

Обратный ход: в цикле по г = р— 1 , . . . , 1 повторяем шаги lb и 2Ь. 
Шаг l b . Последовательно решая задачи (aCt[,£j+1; /*+1)? k 6 / r + 1 

(7г), определяем оптимальное число гаг предприятий r-го уровня и гра­
ницы (хг

{) (упорядоченные по возрастанию) их областей обслуживания, 
% = 1,...,гаг. 

Шаг 2Ь. Для каждой области (я^.х,^] € 5jT+1, к 6 /*+ 1 , находим 
соответствующее оптимальное предприятие r-го уровня по формуле 

kr
s = ar# mm{B(xr

9_l9xr
s)cki + i 7 « _ i , < ) } , I ^ 5 < rnr. 

*€МГ 

Конец работы алгоритма Лр. 

Теорема 8. Временная и емкостная сложность алгоритма Ар не 
р р 

превосходит величин 0(п3 ]£ mr) и 0(n2 J2 mr) соответственно, 
г=1 г=1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На прямом ходе алгоритма самым трудоемким 
является отыскание значений 5(х, у; /£) на шаге 2а. При фиксированных 
х € [0, п), А; 6 Мг и г, 1 < г ^ р, задача (ж, у; /£ ) с закрепленным правым 
концом у = п решается за время, не превышающее 0(п 2) [9], с помощью 
рекуррентных соотношений (31). При этом попутно вычисляется вся 
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совокупность значений {S(x,y; /£), х < у ^ п}. Следовательно, на шаге 
2а при фиксированном г, 1 < г ^ р, временная сложность отыскания 
семейства 

{5(ж, у; Д ) , х < у ^ n}, ке Мг, ( К ж < п, 

не превосходит 0(n 3 m r ) . 
Прямой ход выполняется при г = 2 , . . . ,р и в целом требует времени 

О (п3 £ mr) • Эта оценка остается справедливой и для временной слож-
^ г=1 ' 

ности алгоритма Лр, поскольку время выполнения обратного хода суще­
ственно меньше. Верхняя оценка памяти, требуемой для работы алго­
ритма, следует из необходимости хранить семейства функций {Fl(x,y), 
Я О , у ) , s(x>Vi Я)}> 0 ^ х < у ^ п, к € Mr, 1 < г <^ р. Теорема 8 
доказана. 

6. О свойстве центральности решения в М З Р Ц 
В работе [14] для одноэтапной ЗРЦ на сети в виде дерева было по­

казано существование оптимального решения с так называемыми цент­
рально-связными областями обслуживания. В этом случае размещаемые 
предприятия находятся внутри своих областей обслуживания и при по­
строении алгоритма решения это обстоятельство удается использовать 
для уменьшения перебора по местам возможного расположения предпри­
ятий. Дадим определение свойства центральности на случай МЗРЦ и 
покажем, что здесь удается получать оптимальные решения, в которых 
центральными и, более того, центрально-связными оказываются только 
предприятия 1-го уровня, чего нельзя сказать о предприятиях, располо­
женных на более высоких уровнях. 

• Решение 7г называем г-центральным, если i £ У{
г(тг) для всякого 

% е /г(тг). 
• Решение 7г называем (1, г)-центральным, если оно /^-центрально 

для всякого к, 1 ^ к ^ г. 

Утверждение 1. Существует оптимальное решение МЗРЦ с сово­
купностью 1-центральных областей обслуживания. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 7г — оптимальное согласованное реше­
ние, удовлетворяющее свойству вложенности, Я (я*) = {г1 ? . . . , г~ }, гх < 
г2 < • • • < г~ , и пусть s — максимальный номер такой, что ix e 
У 4 1 0 Г ) , . . . , Ь € У , 1 0 Г ) . 

Будем считать, что выбрано 1-согласованное решение с минималь­
ным параметром гаь а если таких решений больше одного, то среди 
них выберем решение с максимальным значением параметра s, s ^ га^ 
Показав, что s = rab мы докажем утверждение. 
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Допустим противное, т. е. К т 1 ( Обозначим %' = is+u У = Y-l(ir). 
Ясно, что %' £Y'. 

В силу 1-согласованности решения между пунктом V и областью 
У не содержится других пунктов i 6 /1(7г). Пусть % — ближайшее к У 
предприятие такое, что V расположено на пути от t к У ; / — ближайшая 
к У точка спроса из области Y^K). Очевидно, что 7г/ = г. 

Пусть У — некоторая точка из У , к1 = 7Г?,, V = 7rj/. В силу свойства 
вложенности имеем У С У£(к), 7г? = kf, j £ У . 

Из оптимальности решения ж и замечания 2 следуют неравенства 

cJOr) ^ с,1^)* СК*) ^ <$(*)> (32) 
где 5г получается из 7Г заменой столбца 7Г/ на столбец яу, а тг — заменой 
каждого столбца 7Г;-, j € У , на столбец 7Г/. Из последних неравенств с 
учетом замечания 1 получаем 

С/2(^) + с,/^с/
2(5?) + с |./, (33) 

с?(тг) + с<0- ^ с|(тг) + c:j5 j € У7. (34) 
Знак равенства в (34) для каждого j e У невозможен, так как в этом 
случае можно было бы перейти к матрице 5г, не увеличивая значения 
целевой функции, но уменьшив значение (минимального) параметра гах 
по крайней мере на 1. Значит, найдется f 6 У , при котором неравен­
ство (34) является строгим. Сложив неравенства (33) и (34) при j = j ' , 
получаем 

С учетом равенства СЦ = с,-,-/ + с,//, справедливого в силу расположения 
пункта г' между пунктами г и /, получаем противоречие с неравенством 
треугольника: 

Cii' + Ci'j' < Cij'-

Утверждение 1 доказано. 

Следствие 2. Существует оптимальное решение МЗРЦ с совокуп­
ностью 1-центральных связных областей обслуживания. 

Утверждение 2. Оптимального решения МЗРЦ с совокупностью 
(1,р)-центральных областей обслуживания может не существовать. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость утверждения вытекает из сле­
дующего минимального примера двухэтапной ЗРЦ, в которой не суще­
ствует 2-центрального оптимального решения. 

Множество точек спроса: N = {1,2,3}. 
Объемы спроса: fy? = 1, j (E N. 
Длины ребер: 1,1. 
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Перечень предприятий 1-го уровня: Mi = {1,3}. 
Перечень предприятий 2-го уровня: М2 = {1,2}. 
Плата за размещение предприятий: д\ = £, г € М ь # | = £, А; € М2, 

0 ^ £ < 0,5. 
1 1 (веса ребер) 

1 2 3 (цепь N = {1,2,3}) 
1,2 2 1 (уровни предприятий) 
В данном примере имеется единственное оптимальное решение со 

следующей матрицей назначений: 

3 
*} 
*1 

1 
1 
1 

2 
1 
1 

3 
3 
2 

Оптимальное значение целевой функции равно 2 + 4£. 
Видно, что имеют место 1- и 2-согласованность (а следовательно, 

и связность) и 1-центральность. Свойство 2-центральности нарушено, 
поскольку предприятие 2-го уровня, расположенное в пункте 2, не вхо­
дит в свою область обслуживания Y^n) — {3}. Любая другая матрица 
назначений в данном примере приводит к увеличению значений целевой 
функции. Утверждение 2 доказано. 

7. Заключительные замечания 

Из оценок 0(птп17п2 . . .тр) и ОI п3 J2 тг ) временной сложности 

предложенных алгоритмов следует, что Ар выгодней алгоритма Ар, если 
параметры задачи удовлетворяют условию 

у ^ п% 

тх + • • • + rrip 

Обозначив т = max{mr | 1 ^ г ^ р}, для временной сложности алгорит­
мов Ар и Ар имеем верхние оценки 0(тр п) и 0(ртп3) соответственно. 
Отсюда видно, что в случае двух- и трехэтапных^ЗРЦ алгоритмы А2 и 
А3 эффективнее сответствующих аналогов А2 и Л3. Для числа этапов, 
большего четырех, надо отдать предпочтение алгоритму Ар. Тем бо­
лее, что требуемая для выполнения Ар (в отличие от Ар) память растет 
экспоненциально в зависимости от числа этапов. 

Вопрос о возможности построения полиномиальных алгоритмов ре­
шения МЗР на сети в форме дерева остается открытым и требует даль­
нейших исследований. 
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