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В работе сравниваются сложности реализации булевых функций 
бинарными fc-программами при различных значениях к. Показано, 
что для любого натурального к> к ^ 2, существуют натуральное sk и 
последовательность булевых функций такие, что сложность реализа­
ции каждой функции из этой последовательности в классе бинарных 
fc-программ в экспоненциальное число раз (по числу переменных бу­
левой функции) превосходит сложность реализации той же функции в 
классе бинарных sk-программ. В качестве sk можно взять к2] более 
точная оценка для sk приводится перед леммой 5. 

Введение 
Проблема нахождения нетривиальных нижних оценок сложности ре­

ализации конкретных последовательностей булевых функций — одна из 
наиболее важных в математической теории синтеза и сложности схем. 
Получение таких оценок является сложной задачей. В настоящее время 
лишь для небольшого числа функций получены нетривиальные нижние 
оценки сложности реализации. Поэтому представляет интерес выявле­
ние факторов, в той или иной мере влияющих на сложность схем, реа­
лизующих булевы функции. 

В настоящей работе изучаются факторы, влияющие на сложность 
бинарных программ. Бинарные программы — это логические схемы, 
которые хорошо моделируют вычисления с помощью одного процессора, 
читающего не более одного бита информации в единицу времени (опре­
деление бинарной программы будет дано в §2, см. также [1]). Впервые 
этот класс схем изучал В. А. Кузьмин [2]. Он получил асимптотику 
функции Шеннона для бинарных программ, реализующих булевы функ­
ции. В последние два десятилетия получен ряд интересных результатов 
по сложности бинарных программ. Подробный обзор результатов по 
нижним оценкам сложности таких программ можно найти в [3, 4]. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 93-01-16009). 
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Бинарная программа называется бинарной k-программой, если в ней 
каждая переменная на любом пути от входной вершины к выходной 
проверяется не более чем к раз. Такие программы в [5] названы син­
таксическими к-программами. Возможное альтернативное определение 
fc-программы состоит в том, что ограничение на число проверок накла­
дывается не на все пути программы, а только на пути, соответствую­
щие хотя бы одному возможному набору входных переменных, В ра­
ботах [5, 6] получены экспоненциальные нижние оценки сложности ре­
ализации последовательностей конкретных булевых функций в классе 
(детерминированных) синтаксических fc-программ [б] и в более широ­
ком классе недетерминированных синтаксических fc-программ [5]. Не­
тривиальные нижние оценки для класса бинарных несинтаксических к-
программ при к > 1 в настоящее время неизвестны. В дальнейшем речь 
пойдет только о синтаксических ^-программах. 

В связи с тем, что одну и ту же булеву функцию можно реализо­
вать бинарными ^-программами с различными значениями Л, возникает 
вопрос о выяснении соотношений сложностей реализации одной и той 
же булевой функции бинарными кГ и к2-программами. В работах [5, 7~ 
10] показано, что сложность реализации некоторых последовательностей 
булевых функций бинарными 1-программами в экспоненциальное число 
раз (по числу переменных булевых функций) превышает сложность ре­
ализации тех же булевых функций бинарными 2-программами. 

В данной работе показано, что для любого натурального &, к ^ 2, 
существует натуральное sk и конкретная последовательность булевых 
функций такие, что сложность реализации каждой функции из этой по­
следовательности в классе бинарных ^-программ в экспоненциальное чи­
сло раз (по числу переменных булевой функции) превосходит сложность 
реализации той же функции в классе бинарных ^-программ. В качестве 
sk можно взять к2; более точная оценка для sk приводится перед леммой 
5. Ранее в [6] была показана возможность использования нижних оценок 
сложности бинарных fc-программ для получения нижних оценок сложно­
сти бинарных программ без ограничений на структуру. Таким образом, 
сложность бинарных fc-программ оказывается связанной со сложностью 
обычных бинарных программ. 

Для получения нижних оценок сложности в работе предложена неко­
торая модификация метода из [6]. Этот метод основан на использовании 
мощностного подхода по отношению к частям бинарной программы и 
функции и может быть применим к функции со следующим свойством: 
ее подфункции в основном «плохо» представимы в форме 
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где X и Y — некоторые непересекающиеся подмножества переменных, 
|Х| и \Y\ не малы. 

Структура статьи следующая. В § 1 дан ряд определений, связан­
ных с бинарными программами, а также приводятся некоторые про­
стейшие свойства бинарных программ. В § 2 определяется последова­
тельность булевой функции Fnt„ для которой будет доказан экспонен­
циальный рост сложности при переходе от реализации булевой функции 
Fns бинарными Sfc-программами к реализации этой же булевой функ­
ции бинарными А-программами. В § 3 каждой конъюнкции К из неко­
торого подмножества JtQ допустимых для бинарной функции FntS конъ­
юнкций будет поставлена в соответствие последовательность Ф(#) би­
нарной программы. В §4 для любой последовательности В бинарной 
программы оценивается мощность множества У"1 (В). При этом ока­
зывается, что |Ф""1(^)| С |о#о|. Это позволяет в §5 доказать основную 
теорему о том, что для любого натурального Л, А; ̂  2, существует на­
туральное число Sk такое, что сложность реализации булевой функции 
Fns бинарными ^-программами в экспоненциальное число раз (по чи­
слу переменных булевой функции) больше сложности реализации Fn)S 
бинарными ^-программами. 

§ 1. Определения, предварительные сведения 

Напомним, что бинарная программа — это ориентированный граф 
без циклов, состоящий из входной вершины (нет входящих дуг и име­
ется ровно две выходящие дуги), внутренних вершин (не меньше одной 
входящей дуги и ровно две выходящие дуги) и выходных вершин (нет 
выходящих дуг). Входная вершина и каждая внутренняя вершина по­
мечены булевой переменной из множества X = {^х,..., жп}, каждая вы­
ходная вершина — булевой константой 0 или 1. Одна дуга, выходящая 
из входной или внутренней вершины, помечена 0, другая — 1. 

Пусть задан входной набор а = ( а ь . . . , ап), а, € {0,1}, г = 1,2,. . . , п. 
Бинарная программа @> по набору а вычисляет значение Р(а) , равное 
О или 1, следующим образом. Вычисление начинается во входной вер­
шине. Если достигнута вершина, которой приписана переменная ж,-, то 
осуществляется переход к следующей вершине по дуге, помеченной 1, 
если а,- = 1, и по дуге, помеченной 0, если а, = 0. Поскольку из каждой 
невыходной вершины выходит одна дуга, помеченная 0, а другая — 1, и 
бинарная программа — это ориентированный граф без циклов, в конце 
концов будет достигнута выходная вершина, помеченная 0 или 1. Полу­
ченное значение определяется как Р(а). 

Говорят, что бинарная программа & вычисляет булеву функцию 
f(X) , если для любого набора а = ( а ь . . . ,ап ) значений входных пере-
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менных из X выполняется равенство Р(а) = / ( а ) . 
Бинарную программу, в которой любой путь от входной вершины 

к выходной содержит не более к вершин, помеченных одной и той же 
переменной, будем называть бинарной к-программой (Л-программой). 

fc-программу назовем однородной, если для любой вершины и любой 
переменной число проверок по этой переменной на любом пути, идущем 
от входа к рассматриваемой вершине, не зависит от пути (по разным 
переменным может быть разное число проверок). Кроме того, число 
проверок по любой переменной на любом пути, идущем от входной вер­
шины к выходной, должно быть равно к. 

Сложность В(&) бинарной программы 0* определяется как число 
вершин бинарной программы ^ , в которых осуществляется проверка 
переменных (это входная и внутренние вершины бинарной программы). 
Обозначим через Bk(f) сложность минимальной ^-программы, реали­
зующей булеву функцию / , а через UBk(f) — сложность минимальной 
однородной /^-программы, реализующей булеву функцию / . 

Рассмотрим бинарную программу «5*/, реализующую булеву функ­
цию / . Каждому пути в бинарной программе, идущему от входной вер­
шины к выходной, естественным образом можно поставить в соответ­
ствие конъюнкцию К: если на этом пути после прохождения вершины, 
помеченной переменной ж,-, выбрана дуга, помеченная 1, то в конъюнк­
цию К включается х,, если эта дуга помечена 0, то в К включается 
ж,-. При этом конъюнкции, соответствующие некоторым путям бинар­
ной программы ^ у , могут содержать одновременно переменную и ее 
отрицание, т. е. могут быть тождественно равны нулю. 

Будем говорить, что вершина а, предшествует вершине а, в бинар­
ной программе ^ , если в & существует путь, идущий от а, к а,. 

Множество вершин аг,..., at (не обязательно различных) бинарной 
программы 2? назовем последовательностью вершин, если в 2Р суще­
ствует путь от входной вершины к выходной, проходящий через вер­
шины a i , . . . , a t , и на этом пути вершина а, предшествует вершине а, 
при г < j или а, совпадает с а; . 

Ясно, что если конъюнкция К соответствует некоторому пути би­
нарной программы £?f, то она является допустимой для булевой функ­
ции / , т. е. NK С Nf. (Здесь, как обычно, через Nf обозначено мно­
жество точек n-мерного единичного куба, в которых булева функция / 
равна единице.) 

§2. Определение и свойства булевой функции Fn , , 

Определим последовательность булевых функций и в §5 докажем, 
что сложность реализации каждой функции из этой последовательности 
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бинарными sk-программами в экспоненциальное число раз (по числу пе­
ременных функции) меньше сложности реализации той же функции к-
программами. 

Пусть п и s — натуральные числа, п — кратно з, и пусть XHfS = 
{^•i.ta,...,». I 1 O ' I < *2 < •' • < Ь < я} — множество переменных. Ясно, 
что 

|*„,,1 = (")=г*. (1) 
Обозначим через W, множество переменных из Xni$J у которых один 

из индексов равен t. Определим булеву функцию Fnt9(Xntt) следующим 
образом: 

п 

Ям=л( v *<. «.)• (2) 

»=1 х п t,ewt 
ПРИМЕР 1. При п = 4 и 5 = 2 имеем Х4)2 = {«i,2> «1,з> «i,4? «2,3? #2,4? 

«3,4}; Wi = {Х1(2, «1,3, X1>4}, W2 = {«1,2» «2,3, «2,4}, Щ = {Xi)3, «2,3> «3,4} 
и Ж| = {«i,4, «2,4, «з,4>- Тогда 

*4,2 = («l,2V«l,3VXi)4)&(«l,2V«2,3V«2,4)&(«l,3V«2,3V«3,4)&(«lJ4VX2>4VX3j4). 

Нетрудно видеть, что булева функция Fnit может быть реализована 
бинарной з-программой сложности не более 

n\Wi\ = n(^2l)=*fy=*\Xn..\. (3) 
Семейство функций Fn%2 нами было рассмотрено в [8] для сравне­

ния сложностей бинарных 1- и 2-программ, а в [11,12] — для сравнения 
сложностей реализации булевых функций схемами из функциональных 
элементов с ограничениями на структуру схемы и без ограничений. 

Введем несколько определений. 
Пусть D С Хп%ш. Обозначим через V(D) множество индексов (без 

учета кратности), которые имеются у переменных из D. В частности, 
V(Xn,;) = { l , 2 , . . . , n } . 

Для конъюнкции К, содержащей некоторые переменные или отрица­
ния переменных из ХП)в, через R(K) обозначим множество переменных, 
которые входят в конъюнкцию К без отрицания. Через V(K) обозначим 
множество индексов, которые имеются у переменных из R(K). Ясно, 
что 

V(K) = V(R(K)). 

ПРИМЕР 2. Для конъюнкции Кх = Xi 2 & Х\ з& х2 4 & х3 5 имеем 
V(K1) = V(xl,2, x2ii) = {1,2,4}. 
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Конъюнкцию К, зависящую от всех переменных из множества Xn>s, 
назовем непересекающейся, если любое число от 1 до п встречается в 
качестве индекса у переменных из R(K) точно один раз. Ясно, что 
V(K) = {1 ,2 , . . . , п} для любой непересекающейся конъюнкции. 

Пусть Ф(п, s) обозначает число непересекающихся конъюнкций пе­
ременных из ХП)3. Легко проверить, что 

п\ 
Ф(П'3)= (s\)"/>(n/s)V 

Рассмотрим некоторые свойства булевой функции jPn , , а также конъ­
юнкций, получаемых на выходе произвольной бинарной программы, ре­
ализующей Fn3. 

Из (2) легко следует 

Лемма 1. КОНЪЮНКЦИЯ К, зависящая от некоторых переменных из 
множества ХП}8, является допустимой для Fn)S тогда и только тогда, 
когдаУ(К) = {1,2,...,п}. 

ПРИМЕР 3. Для F4|2 конъюнкции z i | 2 &x l j 3 & ж1)4&х2,з& ^2,4&^з,4 и 
Я1,2&Я1,3&^2,4 Не ЯВЛЯЮТСЯ ДОПУСТИМЫМИ, КОНЪЮНКЦИЯ Sl,2&£l,3&^l,4 
& £з,4 — допустимая, а конъюнкция ж1>2 & ж13 & ж1>4 & я2,з & ^2,4 & ̂ з,4 — 
допустимая и непересекающаяся. 

Из леммы 1 вытекает 

Следствие 1. Пусть &*0 — однородная k-программа, реализующая 
Fn)S. Тогда для любой непересекающейся конъюнкции К существует 
путь от входной вершины к выходной, по которому реализуется конъ­
юнкция К. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения непересекающейся конъюнкции 
и леммы 1 следует, что для любой элементарной конъюнкции из совер­
шенной дизъюнктивной нормальной формы булевой функции Fn}8 в ^ 0 
существует путь, по которому эта конъюнкция реализуется. Утвержде­
ние доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Задание булевой функции Fns посредством перемен­
ных из ХПу, позволяет использовать гиперграфы с п вершинами для 
описания булевой функции Fn}8 (определение гиперграфа см., например, 
[13, гл. XI]). Каждой конъюнкции К(ХП}3) поставим в соответствие ги­
перграф G(K) с п вершинами 1,2, . . . , п следующим образом: з-ребро 
(» i , . . . , i , ) входит в гиперграф G(K) тогда и только тогда, когда 
х%i,...,i. € R(K). Тогда для FU)8 допустимыми являются те и только те 
конъюнкции переменных из ХП}8, которым соответствуют гиперграфы 
без изолированных вершин. В гиперграфе, соответствующем непересе­
кающейся конъюнкции, нет изолированных вершин и каждая вершина 
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инцидентна только одному з-ребру. Такие гиперграфы являются анало­
гами совершенных паросочетаний в обычных графах. 

На языке гиперграфов множество V(K) можно определить как сово­
купность тех вершин в гиперграфе G(K), соответствующем конъюнкции 
К, которые инцидентны хотя бы одному ребру гиперграфа. 

§ 3. Построение последовательности Ф(1Г) 

По лемме 1 из [9] любую ^-программу «0*, реализующую булеву 
функцию f от N переменных, можно преобразовать в однородную к-
программу ^о? реализующую функцию / и такую, что сложность про­
граммы &Q не более чем в 2kN раз превышает сложность первоначаль­
ной fc-программы ^ , т. е. 

Вк(&0) ^ (2kN)Bk(&>). 
Из этого факта следует, что для любой булевой функции / 

UBk(f) ^ (2kN)Bk(f). (5) 
Пусть &о — однородная &-программа, реализующая булеву функ­

цию / . Тогда любой путь в &0 реализует либо некоторую элементарную 
конъюнкцию от переменных из X, либо конъюнкцию, тождественно рав­
ную нулю. Пусть а — путь в ^о? реализующий ненулевую конъюнкцию 
К. Будем говорить, что переменная х встречается на отрезке (Ь,с) 
пути а, если на отрезке (6, с) пути а между вершинами б и с есть дуга, 
которая исходит из вершины программы ^ 0 5 помеченной переменной х. 
Аналогично будем говорить, что переменная у без отрицания встре­
чается на отрезке (6, с) пути а, если на отрезке (Ь, с) пути а между 
вершинами б и с есть дуга, которая помечена 1 и исходит из вершины 
программы ^о? помеченной переменной у. Ясно, что у (Е R(K). 

Пусть a i , a 2 , . . . ,a2 m — последовательность вершин однородной к-
программы £?о, лежащих на пути а. Через jR£(a l5a2,.. . ,a 2 m) (соответ­
ственно Q^(ai ,a2 , . . . ,a2m)) обозначим множество переменных без от­
рицания (соответственно множество переменных как с отрицаниями, 
так и без них), которые встречаются хотя бы на одном из отрезков 
( a i 9 a 2 ) , . . . , («2т-ь^2т) пути а и не встречаются вне этих отрезков на 
этом пути. Обозначим через i ?^ (a b a 2 , . . . ,a2 m) (соответственно Q2

a 
(ai,a2,.. .5Д2т)) множество переменных без отрицания (соответственно 
множество переменных как с отрицаниями, так и без них), которые 
встречаются только вне указанных выше отрезков пути а. Обозначим 
через R°a(аь а 2 , . . . , а 2 т ) (соответственно Q°a(ai,a2i..., а2т)) множество 
переменных без отрицания (соответственно множество переменных как 
с отрицаниями, так и без них), которые встречаются как на указанных 
выше отрезках пути а, так и вне их. 
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Ясно, что множества Л4(а1? а2, • • • ? а2т)> 3 = 0? 1? 2, попарно не пере­
секаются и их объединение совпадает с множеством всех переменных без 
отрицания, которые встречаются на пути а. Множества R?a зависят не 
только от последовательности a i , a 2 , . . .,a2m? но и от пути а, которому 
эта последовательность принадлежит. 

Так как &0 — однородная ^-программа, то на любом пути, проходя­
щем через ее вершины б и с , множество переменных, которые встреча­
ются на отрезке (6, с) этого пути, не зависит от пути. Поэтому множе­
ства Qj

a(aXj a 2 , . . . , a2m)j j = 0,1,2, зависят только от последовательно­
сти вершин a b a 2 , . . .,a2m и не зависят от пути. Поэтому индекс а при 
Q{ можно опустить. Ясно, что множества Qj(aua2,.. •, a2 m), j = 0,1,2, 
попарно не пересекаются и их объединение совпадает с множеством всех 
переменных булевой функции / . Очевидно, что J?4(«ii,a2,.. , ,a 2 m) С 
Q J(ai ,a2 ) • • .,a2m)? j = 0,1,2, для любого пути а, проходящего через 
последовательность вершин ai, a2 , . . . , a2m. 

Л е м м а 2. Пусть &0 — однородная к-программа, реализующая бу­
леву функцию Fn)S; m, t — натуральные числа такие, что к ^ га ^ t. 
Тогда любой непересекающейся конъюнкции К можно поставить в со­
ответствие последовательность Ф(К) из 2га вершин такую, что 

а) все вершины последовательности Ч!(К) принадлежат некоторому 
пути а(К), реализующему конъюнкцию К; 

5)\К(ЩК))\=:\(п/8)(^к)/0\, 
\RlWK))\*n/3-m\knnu)\+{k-l)\(n/s)£i\) / С ) ] ; 

\К(ЩК))\ < m\kn/(ts)} -k\(n/s)£i\) I О]. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО следствию 1 леммы 1 в ^ 0 существует путь 

а(К) от входной вершины к выходной, по которому реализуется конъ­
юнкция К. Так как ^ 0 — однородная /^-программа, то любая перемен­
ная встречается на любом пути точно к раз. Поэтому на пути ос{К) 
есть точно knjs дуг, помеченных единицей. На пути а(К) выберем t+ 1 
таких вершин a0, a l 5 . . . , a t , что вершина а, предшествует вершине а ; 
( 0 ^ t < j ^ * ) H ч и с л о ДУГ> помеченных единицей между вершинами at 
и a t+1 (г = 0 , 1 , . . . , t — 1), не превышает \kn/(ts)]. 

Любые га вершин a i l 5 . . . ,a,m , 0 ^ ix < i2 < • • • < im ^ t - 1, из 
множества {a 0 , a i , . . . ,a t_i} задают га отрезков пути а ( # ) : ( a t l , a t l + 1 ) , 
(а»2, a t 3 + 1 ) , . . . , (a,m, a t m + 1) . Множество концов этих отрезков обозначим 
через Atl)t-2j...)Jm, т. е. AiljlV..,tm = {a t l, a t l+1, a<3, a l 3 + 1 , . . . , a,m, a,-m+1}. 
Множество ^ti.ta,. ,»m является последовательностью вершин бинарной 
программы ^ о -

В конце доказательства этой леммы будет показано, что среди все-
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возможных последовательностей вершин Ailti2t„jm можно выбрать та­
кую, что ее незначительная модификация (последовательность В) удо­
влетворяет условиям леммы 2. 

• а 0 > • • • > G m - l 

Я(Ь • • • ? а т - 2 ? Я п 

•^is — 5 + 1,••• »** flti»--- » a « r 

^n-.* + l,...,n 

• #i-m+l> - ,a t 

Без ограничения общности можно считать, что 

К = Xi,...,, & Я*+1,..,2* & . . . & «n-# + l,...,n-

Рассмотрим граф б? (рис. 1), содержащий два множества вершин: 
n/s вершин, помеченных переменными £i,...,,, s f + i r . . f2, , . . . , £n-*+i,...,n> 
и (Д) вершин, помеченных всевозможными n-элементными выборками 
{ail,..., a,-m} из множества {а0, а ь . . . , a t_i}, а значит, и всевозможными 
выборками последовательностей A,1>t3i ..)$m. Вершину, помеченную пере­
менной Ж(1_1)5+1,...,»*, соединим с вершиной, помеченной подмножеством 
{a t l ,a,-3 , . . .a$ f n}, 0 ^ ii < i2 < ••• < *m < * - 1> в том и только в том 
случае, когда Ж($-1)Л+1,...,,-, 6 #а(к)(^«1,«2,...,•'«)> т- е- когда эта перемен­
ная входит без отрицания хотя бы в один из отрезков пути (a t l , a , 1 + i ) , 
(at35uf2+i)> •••> (fl$m,flim+i)? HO н е входит в остальные отрезки пути. 
Пусть /, — число отрезков (a t i , a t j + i ) , 0 $ J $ * - 1 , B которые вхо­
дит переменная £(,-i),+i,...,»,. Тогда вершина, помеченная переменной 
S(t-i)a+i,...,**» в графе G соединена со всеми подмножествами, содержа­
щими эти отрезки. Число таких подмножеств равно (^l'/.)- Вместе 
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с тем вершина, помеченная подмножеством {a t l ) . . . , a , m } , соединена в 
графе G с \R1

Q(K)(Aiuh,...,»m)l вершинами, которые соответствуют пере­
менным. Поскольку число ребер, выходящих из вершин, расположенных 
в двудольном графе G слева (см. рис. 1), равно числу ребер, выходящих 
из вершин, расположенных в графе G справа, то 

£ nw*.* OI-ЕС'Л)- (6) 
t l , . . . , t m » = 1 V %/ 

Так как на любом пути бинарной программы £*0 любая переменная 
встречается точно к раз, то /,- ^ к. Поэтому (Д"1'|.) ^ (ml**)' Отсюда 
и из (6) следует, что 

Е |Я^)(^Л.....и)1>(я/-)Ц"*)-
t * l , . . . , « m ' 

Значит, существуют вершины а,1?.. . ,a lm такие, что имеет место нера­
венство 

*w*-* -)i>w)(»:*)/(»)-
Так как |#a(tf)(^»i,«V..,»m)l — Целое число, то 

«w^.* ->i >[<•/•>(»-*)/(») (7) 

Если неравенство (7) — строгое, то, постепенно уменьшая отрезки (т. е. 
сближая на пути ct(K) концы отрезков (a t j.,a l j+1)), от последователь­
ности A t l t 2 ( . . l m можно перейти к последовательности В = (&i,.-.,&2m) 
такой, что 

ли>(Д)| = •/<"-*) / С) (8) 

Общее число переменных без отрицания, входящих в отрезки (61,62)9 
(Ь3? 64), . . . , (&2т-ъ Ьгт), т. е. величина |Д« ( К )(5) U #° ( *) (#) | удовлетво­
ряет неравенству 

\К(К)(В) U Д° (х)(2?)| < \kn/(ts)}m- (k - l)\Rl(K)(B)\. (9) 
Поскольку 

К*)(*)| = n/s - l*W*) U <*)(*)!» 
из (8), (9) следует, что 

|Д«<ю(*)1 ^ п>3" Г**/(**)1™ + (* -1)1<*)(*)1 
^ п/д - ["Лп/(*а)"|т + (к - 1) •<--•)/01-

Так как |Д° ( | Г )(£) | + |Л^ (К)(Я)| + \%1(К)(В)\ = n/s, T O требуемая оценка 
имеет место и для \R^tK)(B)\. 
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Таким образом, последовательность вершин Ф(К) = В удовлетво­
ряет условию б) леммы 2. Условию а) леммы 2 последовательность В 
удовлетворяет по построению. Лемма 2 доказана. 

§4. Оценка мощности множества Ф~1(В) 
Пусть ф — последовательность вершин бинарной программы, реа­

лизующей булеву функцию FniS от переменных из ХП}3. Из определе­
ния множеств (}>{ф), j ~ 0,1,2, следует, что Xn>s = Я°(ф) U Я1(ф) U 
Я2(ф) и Я%(ф) П Я*{ф) = 0 при г ^ j - Пусть J f — конъюнкция, су­
щественно зависящая от всех переменных из множества ХП)9. Тогда 
JT можно единственным образом представить в виде Ж = J*T°(Q°(^)) 
&J f 1(Q1(^))&Jf2(Q2(^)) , где конъюнкция ^\Я\ф)) существенно за­
висит от всех переменных из множества Я%{ф), т. е. конъюнкция J(f по 
последовательности ф однозначно определяет конъюнкции <Ж*(Я\ф))} 
i = 0,1,2. 

Пусть ф — последовательность вершин бинарной программы. Че­
рез Т(ф) обозначим множество таких непересекающихся конъюнкций, 
существенно зависящих от переменных из Хп>а, что для каждой из них 
существует реализующий эту конъюнкцию путь (от входной вершины к 
выходной), проходящий через последовательность вершин ф. 

Л е м м а 3. Пусть ф = ( a b a 2 , . . . ,a2 m) — последовательность вер­
шин однородной k-программы £?0; КОНЪЮНКЦИИ srf, 38 принадлежат Т(ф) 
и являются такими, что srf = я?°(Я°(ф)) к &1{Я1(ф)) & ^2(<Э2(ф)) и 
38 = 38°{Я\ф)) & 381(Я\ф)) & 382{$2(ф)). Тогда если я/\Я\ф)) = 
&{Я\Ф))> то У{^\Я\ф))) = У{381{Я1(ф))) и У(я/\Я\ф))) = 
WOW))-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а и /? — пути в ^ 0 от входной вершины 
к выходной, каждая из которых содержит последовательность вершин 
из ф = (a i ,a 2 , . ..,fl2m)? и а реализует конъюнкцию из £^, а /3 — конъ­
юнкцию из 38. 

Через ах (аналогично /Зг) обозначим такую часть пути а (аналогично 
/3), что ах содержит отрезки (аиа2), (а3,а4)9 . . . , (a2m-i>а2т)- Через а2 
(аналогично /?2) обозначим такую часть пути а (аналогично /?), что а2 
проходит вне указанных выше отрезков. 

Так как srf — непересекающаяся конъюнкция (по определению мно­
жества Т(ф)), то множества F(^°(Q°(V0)), У{^\Я\Ф))) и V(^2(Q2 

(ф))) взаимно не пересекаются и их объединение совпадает с {1,2, 
. . . , гс}. Аналогичное утверждение верно и для конъюнкции 38. Так как 
**\Я\Ф)) = # ° ( < W ) ) , то F ( ^ ° ( g ° ( ^ ) ) ) = V(£°(Q°№))). Поэтому 
^ K W W ) ) U У{^\Я2{Ф))) - ^ ( ^ ( Q 1 W ) ) U У{382{Я\Ф))\ Пред­
положим, что V(^'1((51(^))) ф У(381(Ях{ф)))- Без ограничения общ-



О сравнении сложностей бинарных к-программ 65 

ности можно предположить, что V(s^1(Q1(i)))) % ^ ( ^ ( Q 1 ^ ) ) ) * T- e-
существует такой индекс г, что г е V(sf\Ql(i>)]) и г ^ ^ («^(ФЧ^) ) ) -
Рассмотрим путь 7 (на рис. 2 изображен штрихом), 

<*i 

(О 

«2 

(Л 

.Л 
(Л 

(О 

Рис. г 
проходящий по дугам из /^ пути /3 и по дугам из а2 пути а. Так как 
&f°(Q°(il>)) = ^°(Ф°(^))> TO значения переменных, которые встречаются 
как на отрезке / } ь так и на отрезке а2, совпадают. Поэтому путь 7 
реализует ненулевую конъюнкцию 

v = ^°(д°(^)) & ^(дЗД) & ^W(VO). 
Так как ^ — непересекающаяся конъюнкция, то из i £ V r(^1(Q1(^))) 
следует, что i £ У{^2{Я2{Ф))) и t $ V(^°(Q°(^))) . По предположе­
нию i £ V{3§1{Ql{xl)))). Поэтому i £ V(V). Следовательно, по лемме 1 
конъюнкция ^ не является допустимой для булевой функции FnyS. По­
лученное противоречие доказывает лемму 3. 

Ниже всюду будем полагать, что 

щ = s 

n0 = sm\kn/(ts)] - sk -<") / CI) 
712 = П — По — Tli. 

(10) 

(и) 

(12) 
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Лемма 4. Пусть В = (Ь ь 62> • • • > &2т) — последовательность вершин 
однородной k-программы £Р0, реализующей булеву функцию Fn8. Тогда 
при фиксированных значениях k, m, t (к ^ т , km < t) справедливо 
соотношение 

*-x(2?) ^ (п
П

о)ф(по,5)Ф(п г^)Ф(п2 ,5), 

где Ф задается формулой (4). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Последовательность вершин В задает разбие­

ние множества ХПг8 на три попарно непересекающихся подмножества 
Qj(B)y j = 0,1,2. Отображение Ф, удовлетворяющее лемме 2, явля­
ется отображением множества всех непересекающихся конъюнкций пе­
ременных из ХПу9 в множество последовательностей вершин бинарной 
программы ^о - При этом если К £ Ф" - 1 ^) , то, по построению отобра­
жения Ф, для пути а(К), проходящего через последовательность вершин 
В и реализующего непересекающуюся конъюнкцию К, справедливы со­
отношения 

\R^K)(B)\ = \R(K)f)Q\B)\ = n1/s, 

\R°aiK)(B)\ = \R(K)nQ°(B)\$n0/s 
И 

\Rl{K)(B)\ = \R{K)C\Q\B)\>n2ls. 
Из определения множества Т(В) и леммы 2 следует, что Ф~1(В) С 

Т(В) и для любых конъюнкций К из Ф"^!?), для которых совпадают 
множества переменных (R(K)C\Q°(B)), совпадают также и множества 
индексов (V(R(K) П Ql(B))) и (V(R(K) П ФЧ 5 ) ) ) . Таким образом, 
для конъюнкций из Ф_ 1(Б) множество индексов {1 ,2 , . . . , п} \ (V(R(K) П 
Q°(B))) делится на 2 непересекающихся подмножества Vi = V(R(K) П 
Q\B)) и ^ = ^(Д(А-) П д 2 (Б)) ; при этом \V(R(K) П Q°(B))| ^ п0 , 
|Vi| = пх и \v2\ = n - щ - | 7 ( а д п д°(Д))|. 

Любая конъюнкция if, существенно зависящая от всех переменных 
из Xnt8J однозначно определяется множеством R(K). Так как все конъ­
юнкции из Ф"1(5) — непересекающиеся, то для любой конъюнкции К 
из Ф~1(5) переменные, входящие в множество R{K), попарно не имеют 
общих индексов. Оценим сверху число способов построения множества 
R(K) для конъюнкций из Ф - 1 (5) . Это можно сделать следующим спо­
собом. 

1. Из множества переменных Q°(B) U Q2(B) выбирается подмноже­
ство U такое, что 

а) переменные из U попарно не содержат общих индексов; 
б) \U\ = п0 /5. 
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Число способов выбора подмножества U из Q°(B) U Q2(B) не пре­
восходит числа способов выбора подмножества, состоящего из п0/з пе­
ременных, попарно не содержащих общих индексов из ХП|в, т. е. не 
превосходит величины (^о)Ф(п0,з). 

Пусть RQ = U П Q°(B). Ясно, что |Д0 | ^ щ/s. По лемме 3 для 
конъюнкций К из Ф""Х(Б), для которых R{K) П Qo(K) = # 0 , однозначно 
определены множества V^Ro) = F ( Q 1 ( ^ ) n ^ ( ^ ) ) и ^з(Ло) = V(Q2(J9)f! 

2. Если |Vi(jR0)I / Ль то процесс построения множества R(K) об­
рывается. Если |\^i(jR0)| = п ь то из множества QX(B) выбирается под­
множество U\ такое, что 

а) переменные из U\ попарно не содержат общих индексов; 
б) V(RQ) = Vi(J2o). 

Число способов выбора U\ не превосходит величины Ф(пх9з). 
3. Если V(U П Q2(B)) £ V^RQ), TO процесс построения множества 

R(K) обрывается. Если V(U П Q2(B)) С V2(R0)> то из множества Q2(B) 
выбирается подмножество U2 такое, что 

а) переменные из U2 попарно не содержат общих индексов; 
б) \U2\ = п2; 
B)V(U2) = V2(R0)\V(UnQ2(B)). 

Число способов выбора U2 не превосходит величины Ф(п2,з). 
Легко видеть, что любая конъюнкция из 4f~l(B) была учтена в 

пп. 1-3. Поэтому 

9-\В) ^ (")ф(п0,з)Ф(пизЩп2,з). 

Лемма 4 доказана. 
Пусть к —~ натуральное число, к ^ 2. Введем обозначения: 

о fc2ln А: - (Л:* - ib)ln(l - fc-**1) - (fc - l)ln(fc - 1) 
Sk~~ fcln*-(*-l)ln(fc-l) 5 ( > 

sk = KJ + 1; 
£* = ^ - s°k. 

Ясно, что 
О < ek^ 1. (14) 

Лемма 5. При любом к, к ^ 2, величина з* удовлетворяет неравен­
ству 

s* ^ А:2. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как д2 = 4, то при к = 2 лемма верна. При 
любом А: > 3 имеем 

- ( * - 1) ln(Jk - 1) = - ( * - 1) In к - (к - 1) 1п(1 - 1/к) 
00 1 

= - (* -1 )1п*- (* -1 )£тр 
1=1 

00 
1 

= -{к _ 1 ) l n f c + 1 _ J2 < -(к - i)infe +1 
,= 1 Н« + 1J* П5 (15) 

и 
-(к - 1) ln(ik - 1) > -(к - 1) In к + 1 - I/к. (16) 

Аналогично можно убедиться в том, что 

- ( * * - * ) 1 п ( 1 - 1 / * * - г ) < * . (17) 

Из (14)—(17) следует, что при к ^ 3 

fc2lnfc + J b - ( f c - l ) l n A : + l (Jfc2-A:+l)lnfc + Jfc + 2 2 
5 f c ^ lnA + 1 - l / J b + ^ lnJb + 1 - l / * 

(18) 
Лемма 5 доказана. 

Пусть ^ о — однородная Л-программа, реализующая булеву функ­
цию FniS. Обозначим через u;^»0(n, з,А:,2т) число 2т-элементных после­
довательностей В «0*0-

Пусть 
тк= \к3/ек]. (19) 

Лемма 6, Пусть к ^ 2, п ^ Зкк+5/ек я ^ 0 — однородная к-прогрям-
ма, реализующая булеву функцию FniSk. Тогда 

/ I л ч ехх>(пек/к2) 
с^0(п,д*,*,2™*) ^ (2n)mfcfc3 -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как каждой непересекающейся конъюнкции 
К поставлена в соответствие 2т-элементная последовательность вер­
шин Ф(#) , то из леммы 4 и (4) при фиксированных n,fc,tf,ra и s = sk 
следует, что 

/ , л ч Ф(п,д) 
U0>o(nyskjk,2m)Z j ^ (п

п
о)ф(по,5)Ф(гг1,5)Ф(п2,5) 

= (пр/д)! (гц/д)! (п2/д)! (пх + п2)! 
(n/з)! n j п2! 

где п0)Пх,п2 определены в (10)—(12). 
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Отсюда с использованием формулы Стирлинга получаем 

Ш0,о{п,зк,к,гт)2 у ^ 2 n„/,nn lnnv/(ian)+i/(i2n,)+i/(i2na)-
(20) 

Положим 
т = mjb, / = т*&, (21) 

где тк взято из (19). 
Представим щ в виде 

Пх = an. (22) 

Тогда из (10)—(12) следует, что 

п — кап ^ п0 ^ n - fcan + ms, (23) 

(А; - l)an - sm ^ n2 ^ (Л - 1)ап. (24) 

В свою очередь, пользуясь равенствами (10), (21) и (22), имеем 

fc-l . Л к-1 

° (т-*) / Ц) =ПТГГ> ргШ1-^) 
1 / fc \ */2 1 / А-2 \ 

>?('-=) >F(1-SS)- <25> 
С другой стороны, из (22), (10), леммы 5 и (19) следует, что при п, 

удовлетворяющих условию леммы 6, 

П т — г 5 _ 1 г т 1 — v m 5 

. п гпк - i n kk \± I - il(km) n 
»=0 »=0 ' v ' 

J^ l-(fc-l)/m fc* j ^ i_(fc-i)/CT + fc*+a/n 
< кк l-(k- l)/(*ro) + n ^ fc* 1 - (lb - l ) / (*m) 

1 (fc - l ) /w - k^/n -(k- l)/(fcro) 1 
v * * l - ( * - l ) / ( f c m ) ^Jfc*' l J 

Если n удовлетворяет условию леммы б, то из (22)-(24). леммы 5, (25) 
и (19) имеем 

/27тп0(п1 Н- га2) 1 /2тг(п - &an)(A;an - sm) 
V ns^ ^77(i2^Hi/(i2^)Ti/(i2n2) ^ У пк~*ё 

^ !(l-k/k")(kn/kk-k>m) > г ( 2 ? ) 
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При любом 6 > 0 функция хЬх возрастает при х > 1/е. Поэтому из (20), 
(22)-(24) и (27) следует, что 

(п - kan)(n-kanV'(na)na's((k - Цап^-^'^кап - ms)kan-m' 
Ш*° * пп'>(па)п°({к - ljany*-1)"" 

_ / ( 1 ~ ibq)(1-at)Qtt*(* - i)«(»-i)fc«*'\n/'(l - sm/(kan))kan-*m 

~ \ (к- l)«(*-i) ) n"»»(*a)"»' * ( } 

Если п удовлетворяет условию леммы 6, то из (13), (19) и (25) сле­
дует, что при к ^ 2 

к2к3/ек 1 1 
sm/Kkan) < кк_к^ _ Ла/(2т))3**+в/е* ^ 3*(1 - Ar2/(2A:3)) < 4" 

Поэтому при к ^ 2 имеем 

(l-5m/(A;an))fcen-*m/(iba)m' = exp(-(ifcan-.sm) ] Г 4 ( ^ - ) )/(ка)т' 
1 = 1 

>.*(Ч*--«»)(£+(£)•))/<*.-) 
> ( й ) ^ М — ) > (2) * 

Из этого факта и (28) следует, что 

Wo Z (2n)-m i exp{(n/s)/(n, *, a)}, (29) 

где 

/ (п , А, а) = (1 — afc) 1п(1 — а&) + ак In a + a(fc — 1) 1п(к — 1) 
+ м ( * Ь * - ( * - 1 ) 1 п ( * - 1 ) ) . 

Поскольку s = 5̂  + £*, пользуясь (14), получаем 

/ (n , fc, a) = (1 - ак) 1п(1 — а/:) + ак In a 
+ a(fc2lnк - (кк - *)1п(1 - *Г*+1)) + sfc(A:lnAr - (к - 1)1п(Л - 1)). (30) 

Воспользовавшись (19), (25) и (26), при к ^ 2 имеем 

(1 - a*)ln(l - ак) - а(кк - *)1п(1 - *"*+1) 

= ( l - a * ) l n j 3 p T i T + ( l - a * * ) l n ( l - * " * + 1 ) 

^ (1 - a**)ln(l - k~k+i) > - ( 1 - akk)2k~k+1 

2 ~(k2/m)2~k+l > -(k2/k3)2-k+1 > - e* /4 . (31) 
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Кроме того, по аналогии с (15) из (25) следует, что 
ak In a + ak2 In к 

= „*.»<.*•) ̂ ( i - I L ) ^ _£) ,__£_>_* (32, 
Функция х In х - (ж - 1 ) 1п(х - 1 ) возрастает при х > 1, поэтому при к ̂  2 

H n i f c - 0 k - l ) l n ( f c - l ) ^ 2 1 n 2 . (33) 
Из (ЗО)-(ЗЗ) получаем 

/(n,fc ,a)^e f c . 
Отсюда, из (29) и леммы 5 следует, что 

exp(net/fc2) 
" * • > (2п)"*' ' 

Лемма 6 доказана. 

§ 6. Доказательство основного результата 
Пусть XkAf) = Bk{f)IBs{f), Xkt8(n) = т а х А м ( / ) , где максимум 

берется по всем булевым функциям от п переменных. 
Теорема 1. Для булевой функции FnfSk справедливо соотношение 

Bk(Fn>Sk) У ехр (а*п), 
где ak = 4/(2A:5). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ (5) следует, что 
Bk(Fnt9h) Z UBk(Fnttk)(2kN)-\ (34) 

где N — число переменных функции Fn5fc — задается (1). Так как 
согласно лемме 5 s ^ /г2, то имеем 

N^nk\ (35) 
Пусть е^о — однородная ifc-программа минимальной сложности, ре­

ализующая булеву функцию Fn)Sk, т. е. сложность ^ 0 равна UBk(FntSk). 
Тогда число различных 2ш^-элементных последовательностей в £Р0 не 
превышает UBk(FntSk)2mk. Отсюда и из леммы 6 следует, что 

**№,.>- > *$$&. (за) 
Из (34)-(36) получаем 

enek/(k2mk) enel/(k*) 
Bk(Fn'9>) > (2n)*32fcn*3 > J2n)^' ( 3 7 ) 

Следовательно, 
Bk(FU}Sk)yexp (afcn), 

где а* = еЦ(2къ). Теорема 1 доказана. 
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Теорема 2. Для любого к, к ^ 2, существует положительная кон­
станта /Jjt, зависящая только от к, такая, что 

XktSk(N) У exp (faN1'*2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В §3 показано (см. (3)), что Bsk(FntSk) ^ sN. 
Из этого факта, (35) и теоремы 1 следует, что 

Xki9k(N) > Bk(FntSk)/Bsk(FntSk) У exp (akN^k2)/(k2N) У exp (&JV1'*3), 

где /3k = е1/(3къ). Теорема 2 доказана. 
Пусть 51 = [5°.] + 1. Можно доказать, что имеет место 

Теорема 3, Справедливо соотношение 

Xkyk(N) У exp (,V1/*3/(2fe5)). 

Ниже приводится таблица значений величин s^ sk и sk для неболь­
ших значений к. 

к 

Sk 

[*}.. 

2 
3 
4 
4 

3 
5,93 
6 
7 

4 
10,16 
11 
12 

5 
15,86 
16 
17 

6 
23,10 
24 
25 

7 
31,92 
32 
33 

8 
42,29 
43 
44 

9 
54,36 
55 
56 

10 
67,82 
68 
69 

В заключение автор благодарит А. Д. Коршунова за помощь в редак­
тировании этой статьи, а также рецензента за ряд ценных замечаний. 
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