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О СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИИ 
В КОНЕЧНЫХ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУППАХ*) 

В. В. Кочергин 

Рассматривается вопрос о сложности вычислений элементов ко
нечных нильпотентных групп. При вычислении элемента конечной 
группы над заданным порождающим множеством разрешается много
кратное использование промежуточных результатов, т. е. в качестве 
вычислительной модели используются схемы из функциональных эле
ментов умножения. На входы схем подаются элементы из некоторого 
порождающего (конечную) группу G множества элементов MG этой 
группы, а сами схемы состоят из двувходовых элементов, которые 
реализуют произведение элемента группы, поступившего на первый 
вход, и элемента, поступившего на второй вход (подразумевается, что 
входы элемента схемы упорядочены). Кроме того, выходы некоторых 
элементов схемы помечены — это выходы схемы. Такие схемы будем 
называть схемами над порождающим множеством MG. 

Пусть G — конечная группа, a MG — порождающее множество этой 
группы. Обозначим через L(g,MG) наименьшее число операций умно
жения (считаем, что операция в группе — умножение), достаточное для 
вычисления элемента д группы G, исходя из элементов множества MG 

(допускается многократное использование промежуточных элементов). 
Например, пусть абелева группа (51)7 X (52)19 задана порождающим мно
жеством {д\<>д2} (порядки элементов д\,д2 соответственно равны 7 и 19). 
Тогда для элемента д\д\2 справедливо равенство L(g\g\2, {<7ь#2}) — 5, 
так как, исходя из элементов #i и g2l элемент д\д\2 можно получить, 
использовав 5 операций умножения следующим образом: 

9\ х д2 =0102, 9i92 х дхд2 = (<?i52)2, {д^У х {gig2f = (j7i52)4
5 

{9192Т X (gig2)4 = Ы 2 ) 8 , (9i92)4 X (gig2)8 = g\g\2, 

в то время как с использованием только четырех операций умножения 
элемент д\д\2 получить нельзя. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда
ментальных исследований (код проекта 93-01-01527). 
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Положим L(G)MQ) = maxL(g,Mc), где максимум берется по всем 
элементам группы G. Для произвольного класса К п групп порядка п 
положим X(Kn) = max 2 / ( G , M G ) , где максимум берется по всем парам 
(G, MG) ДЛЯ всех групп G из класса К п . 

В работах [1-3] изучались некоторые вопросы сложности вычисле
ний элементов конечных абелевых, нильпотентных и разрешимых групп. 
В частности, было доказано, что 

i ( M A „ ) ~ log n, i ( N „ ) x log n, 
l o g 71 < i ( R n ) ^ l o g П l o g l o g 71, 

где A n — класс всех абелевых групп порядка п, МАП — класс мета-
белевых (двуступенно нильпотентных) групп порядка n, N n — класс 
нильпотентных групп порядка п и Rn — класс разрешимых групп по
рядка тг, a log ж обозначает log2 х. 

Кроме того, было показано, что если G = {д\)кх X {92)k2 х • • • х (gq)kqi 
то 

£ ( 6 \ { t f b g 2 , . . . , g J ) = logmax^< + lo
1

g°1
g

0g% |(
1 + 0( 1)) + °(g)-

В данной работе по сравнению с доказательством из [3] дано бо
лее конструктивное доказательство (и с меньшей константой) верхней 
оценки сложности вычислений в конечных нильпотентных группах. 
В отличие от доказательства из [3] предлагаемое доказательство можно 
пытаться распространить на более широкие классы конечных групп. 

Прежде чем перейти к содержательной части работы, напомним не
которые определения (см., например, [4]). 

Если х ж у — элементы группы G, то элемент [х,у] = х~ху~1ху 
группы G называется коммутатором этих элементов. Если X и У — 
подгруппы группы G, то [Х,У] — подгруппа, порожденная всеми ком
мутаторами [х,у] при х G X, у £ У. 

Нижний центральный ряд 

C? = 7 i ( G ) 2 7 2 ( G ) 3 . . . 

группы G определяется по правилу 7t+i(G0 = [li{G)>G}. В частности, 
группа 72(£) = [G)G] есть коммутант группы G, иначе обозначаемый 
через G'. 

Группа G называется нилъпотентнощ если найдется такое &, что 
7fc+i(G0 = е. Наименьшее значение А;, удовлетворяющее этому условию, 
называется ступенью нильпотентности группы G. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для любой группы G справедливо включение [7»(<?), 
Ъ(О)) С 7<+i(G) (см. [4, упр. 14.4.2]). 

Теперь, аналогично М. Холлу [5], для произвольной группы G, за
данной порождающим множеством MQ = {<7i><72? • • -5<7Л> определим по
рождающие коммутаторы (у М. Холла — базисные коммутаторы) Cj 
и их веса W(CJ) следующим образом. 

1. Положим с{; = #1, ji = 1 , . . . , g, — порождающие коммутаторы веса 
один, т. е. w(gi) = 1. 

2. Пусть порождающие коммутаторы, имеющие вес меньше га, уже 
определены. Тогда порождающими коммутаторами веса га являются 
коммутаторы сг = [с,-,с;], где с, и с, — порождающие коммутаторы, 
причем i > j и w(ci) + W(CJ) = га. 

3. Коммутаторы веса га следуют за коммутаторами веса меньшего 
га, а между собой они упорядочены так, чтобы выполнялись следующие 
условия: 

а) если [с,,с;] и [ct,Cj] — порождающие коммутаторы и s < /, то 
порождающий коммутатор [c5,Cj] предшествует порождающему комму
татору [сис,]; 

б) если [спс5] и [ci,ct] — порождающие коммутаторы и 5 < /, то 
порождающий коммутатор [ci,cs] предшествует порождающему комму
татору [Ci,Ct]. 

Порождающие коммутаторы считаем занумерованными так, что они 
упорядочены по индексам. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Вес порождающего коммутатора характеризует не 
элемент группы, а некоторую его запись. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Согласно определению порождающих коммутаторов 
существует только конечное число порождающих коммутаторов веса 
не больше т . 

Лемма 1. Пусть G — нильпотентная группа ступени к, заданная 
порождающим множеством MG = {flfi , . . . ,^}. Тогда любой порожда
ющий коммутатор веса к + 1 является записью единичного элемента 
группы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Индукцией по весу га порождающего коммута
тора с, докажем, что как элемент группы G коммутатор с, содержится 
в подгруппе jm(G). 

При га = 1 это очевидно. 
Пусть этот факт верен для всех порождающих коммутаторов веса 

меньше га. Докажем его для произвольного порождающего коммута
тора с, веса га. В силу определения порождающий коммутатор с, можно 
представить в виде с, - [с, ,^] , причем w(cs) + w(ct) = га. Так как 
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w(cs) < m и w(ct) < га, то по предположению индукции порождаю
щие коммутаторы cs и ct как элементы группы G принадлежат соответ
ственно подгруппам 7w(c,)(G) и ~fw(ct)(G). Но тогда в силу замечания 1 
[cs,ct] € 7т(<2). Таким образом, произвольный порождающий коммута
тор веса к + 1 является записью некоторого элемента из jk+i(G). Но 
7fc+i(G0 = е- Лемма 1 доказана. 

Для произвольного порождающего коммутатора с обозначим через 
1(c) индекс (номер) этого порождающего коммутатора. Очевидно, что 
С/(с) = С. 

Л е м м а 2. Пусть G — конечная нильпотентная группа ступени к, 
заданная порождающим множеством MG, а с 1 ? . . . , си — все порождаю
щие коммутаторы веса не больше к. Тогда для любого s, 1 ^ s ^ и, и 
произвольного элемента g 6 G, если g £ (Ci, \ s ^ г ^ и), то для каждого 
t, 1 ^t ^и, справедливо включение [</, ct] Е (с,- | г ^ г ^ и), где 

( I([c„ct]), если s > t; 
г - < I([cuc8]), если t>s; 

{ J([c,+i,c,]), если s = t. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО будем проводить индукцией по s от и до 1, а при 

фиксированном s — по наименьшей возможной длине .; слова в алфавите 
с , , . . . , с и , являющегося записью данного элемента д. 

Основание индукции. Для случая s = и утверждение леммы спра
ведливо, так как в этом случае согласно лемме 1 [g,ct] 6 {с{ \ i > и) — 
( е ) . Для произвольного s = u, . . . , 1 , если минимальная длина слова, 
представляющего элемент д в алфавите с , , . . . , с м , равна 1, то в силу п. 3 
определения порождающих коммутаторов утверждение леммы также 
выполняется. 

Пусть утверждение леммы справедливо для всех sf = и, . . . , s + 1, 
а при s' = s — для всех элементов, допускающих представление в алфа
вите с 5 , . . . , си словами длины меньше j . Докажем справедливость леммы 
в том случае, когда наименьшая длина слова в алфавите cs,..., cu, пред
ставляющего элемент #, равна j . 

Пусть д — cix . . . с^с ,^ . , где s ^ i l 5 . . . ,г ; ^ и. Для произвольного £, 
1 ^ t ^ гг, имеем 

[9^t] = [cix • .-Ci^Ci^Ct] = [ctl . ..Ci-^ct] [[^ . . .с^_15с,],с^] [c l i5c t]. 

Очевидно, что [с^.,ct] G (с,- | г ^ г ^ и). По предположению индук
ции [cix . . . ctj._l5ct] € (c t | г ^ г'^ n ) . Так как г > 5, то, применяя еще 
раз предположение индукции, получаем, что [[cil.. . c ^ ^ c j , ^ . ] € (с,- | 
г' ^ г ^ *м) для некоторого г1 > г. 

Следовательно, [#, ct] € (с,- | г ^ г ^ и) . Лемма 2 доказана. 
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Лемма 3, Пусть G — конечная нильпотентная группа ступени к, 
заданная порождающим множеством MQ, а с ь . . . , си — все порождаю
щие коммутаторы веса не больше к. Тогда для любых a (1 ^ а ^ гг), т 
(1 ^ т ^ и), а ф т, и элемента g £ G, если g Е (с, | о + 1 $: г ̂  гг), то 

а) при a > т справедливо включение [g,cT] G (с» | I([ca,cT]) + 1 ^ 
г < $ г г ) ; 

б) при т > а справедливо включение [cT,g] G (с, | 7([сг,са]) + 1 ^ 
г ^ гг). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим лемму 2, положив s = a + 1, / = т. 
Отдельно рассмотрим три случая. 

Случай 1. a + 1 > т. Тогда [д,ст] G (с,- | I([c<,+ucT]) < t < м). Но 
7([c<,+i,cr]) ^ /([с<,,ст]) + 1. Следовательно, [д,ст] € (с,- | /([с^с,.]) + 1 ^ 
г ^ гг ) . 

Случай 2. сг + 1 = г. Тогда s = J, и поэтому 

[ff5cr] € (с< | / ( [c T + i , c a + i ] )^ I < t*)C (с,- \I([cT,ca]) + l ^i^u). 

Случай 3. а + 1 < т. Тогда 

[9,Ст] € (с* | / ( [ с т ,С а + 1] ) ^ t ^ U) С (С,- | J ( [ c T , C , ] ) + l < I < tf). 

Для завершения доказательства осталось отметить, что [ст,д] = 
[д^Сг]'1. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть G — конечная нильпотентная группа ступени к, 
заданная порождающим множеством MQ, a c l 5 . . . , c u — все порождаю
щие коммутаторы веса не больше к. Тогда числа 1Х,..., lu, определяемые 
равенствами 

'• Kc ii;>i + i > i ' , - 1 , - ' u ' 
удовлетворяют условиям: 

1) если ^ > 1 я Cjb = [с5, ct] для некоторых s и t, то min(/5, lt) > 1, 
2)h...lu = \G\, 
3) каждый элемент g € G можно представить в виде 

g — c i • • - c u ? 

где 0 ^ a, < /,-, г = 1,...,гг. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через С,, г = 1,2,. . . , подгруппу 

группы G, определяемую порождающими коммутаторами с,-,с1+1, 
с,-+25. •. Тогда справедливы равенства /, = |C t | / |Ci+x|, г = 1 , . . . , гг. 

Покажем, что числа / 1 } . . . , lu удовлетворяют условию 1. 
Допустим, найдется такое lk > 1, что ck = [c5,ct], но mm(l3,lt) = 1. 

Если /5 = 1, то cs € (Ci | s + 1 <; i! ^ u), а если lt = 1, то ct g (c, | t + 1 ^ 
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г ̂  и) ; в обоих случаях в силу леммы 3 справедливо включение [c5,ct] 6 
(с,- | I([cs,ct]) + 1 ^ i ^ u). Следовательно, lk — 1, что противоречит 
предположению. 

В силу равенств 

|Сг| |С2| |С,| _ 12'- и_Ш1Щ"-|о^|-|С| 

выполняется условие 2 леммы. 
Покажем, что любой элемент / iGG МОЖНО представить в виде 

где 0 < а,- < /,-, i = 1 , . . . , и. 
Для этого достаточно показать, что произвольный элемент hm £ Cm , 

га = 1 , . . . , и, можно представить в виде hm = c^m/im+1, где 0 ^ а т < / т , 

Так как hm £ С т , то элемент Лт можно представить в виде 

где г'х, г 2 , . . . , is ^ т . Пусть cZj = cm — первое вхождение порождающего 
коммутатора ст в данное представление элемента hm. Тогда предста
вление hm = сг1 . . .cij_1cij.. . cle заменим на следующее: 

"т = ct'i • • • cijcij-i [cij-i ? cijJ • • • ci8 ? 

где [с,';..1}^.] — порождающий коммутатор (так как ij_i > m, а г;- = т ) , 
причем /([Cj^^CiJ) > т . При этом переходе от одной записи к другой 
порождающий коммутатор cij сдвинулся на одно место влево и появился 
новый порождающий коммутатор [с^._15с^] из подгруппы Ст+1. После 
конечного числа таких шагов коммутатор cij переместится на первое 
место в представлении элемента hm. Проделав аналогичные операции 
с остальными вхождениями коммутатора cij, для элемента hm получим 

а' 

представление вида hm — с т
т Л^ + 1 , где Л^+1 £ Ст+1. Учитывая, что 

clm € Cm+i? получаем нужное представление элемента hm. Лемма 4 
доказана. 

Обозначим С = { с,- | (1 ^ г < и)к{1{ > 1)}. 

Теорема. Для величины L(Nn) справедливы оценки 

(l + o ( l ) ) l o g n < Z ( N n ) < l o g n . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НИЖНЯЯ оценка. В силу введенных определений 

справедливы неравенства 

L(Nn)2L{(g)n,{g})>L(gn-\{g}). 
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С другой стороны, если L(ga, {д}) = Ь, то а ^ 2Ь (этот факт легко уста
навливается по индукции). Поэтому 

X(Nn) > log(n - 1) £ (1 + о(1)) log п. 

Верхняя оценка. Пусть G — конечная нильпотентная группа по
рядка п и ступени /г, заданная порождающим множеством MQ = {0ь02> 
. . . , </?}, a c i , . . . , cu — все порождающие коммутаторы веса не больше к. 
Пусть, кроме того, выполняется равенство L{G^MQ) = £ (N n ) . Тогда 
найдется такой элемент j 6 G, что выполняется равенство L(g, MG) = 
i ( N n ) . Без ограничения общности можно считать, что MQ — непри
водимое порождающее множество, т. е. никакое его собственное под
множество не является порождающим множеством для группы G. Оце
ним сверху величину L(g,MG), предложив конкретную схему вычисле
ния элемента </, состоящую из трех частей. 

Ч а с т ь 1. Получение по элементам 0ь025 . . . ,0? элементов (ffi)"1, ы-1,...,^)-1. 
Сначала, используя q — 1 раз операцию умножения, последовательно 

вычисляем элементы дхд2,510203,..., дхд2. - . 0 Г Затем элемент дхд2 ...gq 
возводим в степень 0{д\д2.. -дя) — 1, где 0(gig2.. .gq) — порядок эле
мента дхд2.. .gq, тем самым получая элемент (д\д2.. .gq)~l. В силу [6] 
для этого потребуется не более (log n + log n/ log log n)(l + о(1)) умноже
ний. После этого, используя 2q — 2 раз операцию умножения, проводим 
следующие вычисления: 

(ffiflk-..^)""1 х (gig2...gq-i) = gq
l;gq х (0102...0*)""1 = ( ^ . . . f f i - i ) " 1 ; 

(0i02. • . ^ - I ) " 1 х (5 i02 . . .0 д - 2 ) = g~li,gq-i x (5 i02 . . .gq)~x 

= (0 i02 . . . 0g - 2 ) " 1 ; 

(01020з) x x (5^2) = 0з х;0з x (51020з) x = (0102) x; 
(0102)"1 X 5! = 5 ^ 0 2 X (5102)"1 = 0Г1 . 

Таким образом, получены элементы Oh)"1, О/г)"1» • • • > 0/д)"1-
Ч а с т ь 2, Получение элементов из множества <£ и обратных к ним. 
Элементы с]"1 = (/f1•, c j 1 = ffe"1, . . . , с ' 1 = д^1 уже реализованы 

в первой части. Отметим, что в силу неприводимости порождающего 
множества Ma и леммы 4 элементы с ь с2, . . . , сд принадлежат мно
жеству <£. Вычислим в порядке возрастания индексов оставшиеся эле
менты из множества <£ и обратные к ним следующим образом. Пусть 
с, = [c5,ct] — порождающий коммутатор из множества <£, имеющий наи
меньший индекс среди еще не полученных порождающих коммутато
ров из множества <£. Тогда элементы с5, c j 1 , ct и cj"1 группы G в силу 
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леммы 4 уже вычислены (так как ls > 1 и lt > 1). Поэтому порождаю
щий коммутатор с, и элемент, обратный к нему, вычисляются по форму
лам с, = c~lcllcsct и с"1 = cjlc~lctcs с использованием шести операций 
умножения. 

Часть 3. Вычисление элемента д. 
Все элементы из множества <£ уже реализованы. Поэтому, учиты

вая лемму 12 из [3], элемент д можно вычислить по представлению из 
леммы 4 с использованием не более 

^(2log(a i + l ) - 2 ) + |€| 
*' = 1 

операций умножения. 
Таким образом, суммируя оценки числа операций умножения, ис

пользуемых в каждой из трех частей схемы, получаем 

L(g,MG) ^ (3g + logn + j ^ j ^ ( l + о(1)) + б(|<£| - q) 

+ Г£(2\оё(а{ + 1) - 2) + \<t\) . 

Учитывая неравенства q ^ |<£j^ logn и |<£| ^ и, окончательно имеем 

L(g,MG) ^ 3logп(1 + о(1)) + 7|<£| - 2и ^ 8(1 + o(l))logn 

и, следовательно, 

Теорема доказана. 

i ( N n ) < l o g n . 
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