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НИЖНЯЯ ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ 
ДЛЯ СХЕМ КОНКАТЕНАЦИИ СЛОВ*) 

Ю. В. Мерекин 

Приводится метод получения нижних оценок сложности для схем 
конкатенации слов. В частности, для последовательности де Брейна 
получена нижняя оценка вида // log2 /, где / — длина слова. Доказы
вается, что сложность линейной булевой функции хг ф • • • ф хк в этом 
классе схем равна 2к — 1. 

Введение 

Одним из обобщений известной задачи о быстром возведении чи
сла в заданную степень, или вычислении функции ап, является задача 
о быстром получении заданного слова из букв алфавита и, быть может, 
некоторого данного множества слов с помощью определенных операций, 
которые естественны для исследуемой модели вычисления и достаточно 
просты в реализации. 

Мы рассматриваем простейший вариант задачи синтеза слова — 
получение двоичного слова из букв 0 и 1 с помощью операции конка
тенации двух слов, когда разрешается многократное использование уже 
построенных слов, подобно тому, как это делается в моделях синтеза 
схем из функциональных элементов, когда реализуются булевы функ
ции [1,2]. Вначале мы даем метод получения нижних оценок сложности 
для схем конкатенации, который использует специальное представле
ние слов, а затем находим мультипликативную сложность двоичного 
слова, являющегося начальным отрезком длины 2к последовательности 
Туэ — Морса. Эта последовательность не содержит трех равных после
довательных подслов и обладает другими свойствами, интерес к кото
рым возникает в различных математических исследованиях [3-6]. На
чальный отрезок длины 2к последовательности Туэ — Морса совпадает 
со столбцом значений линейной булевой функции #i0x2©- • •©£*? называ
емой счетчиком четности, сложность реализации которого известна для 
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различных классов управляющих систем [7-9]. Тем самым мы допол
няем результаты нахождением сложности счетчика четности в классе 
схем конкатенации слов. 

Рассматриваются слова в алфавите {0,1}. Длиной слова W называ
ется число входящих в него символов. Операция конкатенации слов U 
и V определяется как последовательная запись этих слов и обозначается 
через U*V. Слово V называется подслое ом слова W, если для некоторых 
(возможно, пустых) слов X и У справедливо равенство W = X • V • Y. 
Последовательность слов 0,1, X, Y, . . . , Z называется схемой конкатена
ции слова Z и обозначается через S, если для любого слова W из этой 
последовательности, начиная со слова X, в ней существуют такие слова 
U, V (возможно, U = V), предшествующие слову W, что W = U • V. 
Обозначим через L(S) число слов в последовательности X, У , . . . , Z и на
зовем сложностью схемы S. Пусть L(Z) = min L(S), где минимум 
берется по всевозможным схемам конкатенации слова Z. Эту величину 
назовем мультипликативной сложностью слова Z. Схему S назовем 
оптимальной, если L(Z) — L(S). 

§ 1. Нижняя оценка 
мультипликативной сложности слов 

Лемма 1. Для любого слова Z существует оптимальная схема кон-
катенации, содержащая слова [/, У, Z такие, что Z = U • V, и слово 
V является либо подсловом слова U, либо символом, отсутствующим 
в слове U. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть S — некоторая оптимальная схема конка
тенации слова Z, содержащая слова U, V, Z такие, что Z = U • V, и слово 
V не является подсловом слова U. В этом случае схема 0,1, X, У , . . . , U 
конкатенации слова U не содержит слова V, а схема 5 содержит слова 
Vi,V2 такие, что V = Vx • V2. Заменим в схеме S слово V на слово U • V\. 

и vx v2 и vi v2 

\ \ / \ / / 

\ v u»vt / 
\ / \ / 

z z 
В результате получим такую схему конкатенации слова Z, что Z = (U • 

и слово V2 короче слова V. Полученная схема так же оптимальна, 
поскольку число слов в ней не изменилось (см. рисунок). 
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Если суффикс V2 слова Z не удовлетворяет условиям леммы 1, то 
описанная выше процедура повторяется до тех пор, пока суффикс либо 
не окажется подсловом предшествующей ему части слова Z, либо не 
превратится в однобуквенное слово. Лемма 1 доказана. 

Слово X называется максимальным суффиксом слова Z, если Z пред-
ставимо в виде Z = Y • X, где слово X является либо подсловом слова 
У, либо символом, отсутствующим в слове У, причем длина слова X не 
может быть увеличена. 

Представление слова Z в виде Z = Ух • У2 • • • • • Ут назовем суф-
фиксным представлением, если длина слова Y\ равна единице, а вся
кое слово Yi, 1 < t < m, является максимальным суффиксом слова 
Yi • У2 • • • • • Yi. Очевидно, что суффиксное представление любого слова 
единственно. Число операций конкатенации в суффиксном представле
нии слова Z назовем суффиксной сложностью слова Z и обозначим через 
L\Z). 

Л е м м а 2. Для всякого слова Z выполняется неравенство L(Z) ^ 
L'(Z). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что лемма не верна. Из мно
жества слов, для которых лемма 2 не верна, выберем слово с мини
мальной мультипликативной сложностью. Пусть это будет слово Z и 
L(Z) < L*(Z). Согласно лемме 1 среди оптимальных схем конкатенации 
слова Z имеется схема, содержащая слова U, V, Z такие, что Z = U • V, 
и слово V является либо подсловом слова £/, либо символом, отсутству
ющим в слове U. Пусть Z = У • X, где X — максимальный суффикс 
слова Z. Установим ряд неравенств. 

1. Очевидно, что L(Z) ^ L(U) + 1. 
2. Из минимальности выбранной по предположению схемы имеем 

L(U) > L-(U). 
3. Слово У является подсловом слова U и L*(U) ^ L*(Y). 
4. По определению суффиксного представления слова Z имеем 

Z * ( y ) = X * ( Z ) - l . 
Объединяя неравенства 1-4, получаем 

L(Z) > L(U) + 1 ̂  L\U) + 1 ̂  Г (У) + 1 = L\Z\ 

что противоречит принятому предположению. Лемма 2 доказана. 
Очевидно, что трудоемкость вычисления суффиксной сложности и, 

следовательно, получения нижней оценки мультипликативной сложно
сти слова Z не превышает значения I2 для слова длины /. 

Заметим, что 
1) аналогичный результат получается при замене в представлении 

слова Z суффиксов на префиксы; 
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2) обе леммы легко обобщаются на алфавит произвольной мощности. 
Лемма 2 позволяет получать высокие нижние оценки мультиплика

тивной сложности слов. Известно, что для любого п > 1 существует 
последовательность де Брейна длины 2П + п — 1, в которой каждое под-
слово длины п встречается один раз (см. [10, с. 128]). Следовательно, 
в ее суффиксном представлении длина каждого максимального суффикса 
не превосходит п — 1, т. е. суффиксная сложность этого слова, а по 
лемме 2 и мультипликативная сложность, не менее 2П/п. Таким обра
зом, последовательности де Брейна имеют асимптотически наибольшую 
мультипликативную сложность [11]. 

§2, Мультипликативная 
сложность счетчика четности 

Рассмотрим двоичные слова Zk длины 2*, совпадающие со столб
цом значений булевой функции хх © х2 Ф • • • © #*, называемой счетчиком 
четности. Слова ZQ = 0, Zx = 01, Z2 = ОНО, Z3 = 01101001,... явля
ются начальными отрезками бесконечной последовательности, называе
мой последовательностью Туэ — Морса (см., например, [12, с. 23]). Эта 
последовательность определяется индукцией по к. Пусть 

1) ¥»(0) = 01, у»(1) = 10; 
2) Zk = v?(Z*_i) = </(0) = Zk.x • </-2(1) . </-2(0). 
Из определения следует, что слово Zk представимо в виде 

Zk = 0 • 1 • у°(1) • V°(0) • ^ ( 1 ) • ¥>Ч0) • - • • • ¥>*~2(1) • </~2(0) (1) 

и существует схема конкатенации слова Zk: 

0,1, ^ ( 0 ) , ^ ( 1 ) , V2(0), ¥>2(1), • • • , У*_1(0), <рк~\1), <рк(0). (2) 

Теорема. При любом натуральном к 

L(Zk) = 2* - 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим схему (2). Так как ее сложность 
равна 2к — 1, то L(Zk) ^ 2к — 1. 

Докажем, что представление (1) слова Zk суффиксное. Для этого 
достаточно показать, что каждый приведенный суффикс является мак
симальным. Предположим противное для некоторого суффикса (р{(-), 
0 ^ г ^ к — 2. Сделав замены 01 -» 0 и 10 —• 1 в слове Zk, мы легко 
убедимся в верности предположения и для некоторого вдвое более ко
роткого суффикса. Продолжив «спуск», придем к суффиксу единичной 
длины, что и опровергает предположение. Следовательно, представле
ние (1) слова Zk суффиксное и L*(Zk) = 2к - 1. По лемме 2 имеем 
L(Zk) ^ 2к — 1. Теорема доказана. 
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