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Показано, что для любого множества Хп — {#1?..., xnj точек 
на плоскости с метрикой Минковского /i найдется циклическая под­
становка s0 = s0(Xn) из симметрической группы подстановок Sn 
(т. е. гамильтонов цикл) такая, что 

п п 
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t = i t = i 

где максимум берется по всем подстановкам s G S n , состоящим только 
из нечетных циклов. Доказательство проводится методом «склейки» 
циклов любой подстановки правой части в циклическую подстановку 
с указанным свойством. 

Процедура склейки циклов ("patching''-процедура) [1] применитель­
но к задаче коммивояжера на графах (орграфах) заключается в следую­
щем. На вход подается однородный остовный подграф степени два (по­
лустепени исходов и заходов равны единице) и в нем определенным обра­
зом выбирается несколько (не менее двух и не более числа имеющихся) 
циклов (контуров). В каждом выбранном цикле (контуре) удаляется не­
которое ребро (дуга). Полученные цепи (пути) соединяются так , чтобы 
получился цикл (контур). С использованием процедуры склейки циклов 
ранее предложены малотрудоемкие алгоритмы с рекордными оценками 
точности решений (в среднем и наихудшем случаях) на сегодняшний 
день для разных классов задачи коммивояжера [2, 3] и задачи комми­
вояжера на максимум [2, 4, 5]. Как правило, на входе первого шага 
во всех таких алгоритмах использовано оптимальное решение задачи 
о 2-сочетании (о назначениях) для исходного графа. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 93-01-00417). 

© 1996 Сердюков А. И. 
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Пусть (R2,fi) обозначает двумерное пространство с метрикой Мин-
ковского (т. е. ^(х,у) = \\х - у\\, х € Л2, у € Л2, || • || — некото­
рая норма, заданная в Д2); G(Xn) — полный n-вершинный неориен­
тированный граф с множеством вершин Хп; С = (Ci, . . . ,C*) — неко­
торое 2-сочетание (т. е. однородный степени два остовный подграф) 
графа G, t ^ 2. Любое размещение множества Хп на плоскости задает 
матрицу весов ребер (попарных расстояний между вершинами) графа G. 

Основным результатом настоящей работы является следующее ут­
верждение. 

Теорема 1. Пусть все циклы 2-сочетания С в графе G нечетные. 
Тогда существует гамильтонов цикл в G, вес которого не меньше веса 
2-сочетания С. 

Оказывается, что заключение этой теоремы не всегда верно, если 
в 2-сочетании С допускаются четные циклы. Точнее, справедлива 

Теорема 2. Пусть 2-сочетание С в графе G содержит четный цикл. 
Тогда существует размещение вершин графа G в R2 такое, что вес лю­
бого гамильтонова цикла в G меньше веса 2-сочетания С. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Будем рассматривать только такие размещения, при 
которых любые три вершины графа переходят в неколинеарные точки. 
Это не ограничивает общности задачи, поскольку при любом малом е 
точки всегда можно так расположить в пределах своих ^-окрестностей, 
что для них будет выполнено это свойство. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. При заданном размещении вершин графа на плос­
кости пару несмежных ребер графа назовем особой парой, если соответ­
ствующие им отрезки на плоскости являются противоположными сто­
ронами выпуклого четырехугольника (образуют особую пару). 

Для доказательства теоремы 1 нам потребуются теоремы 3 и 4. 

Теорема 3. Пусть задано произвольное размещение вершин графа 
G на плоскости. Тогда каждые два нечетных цикла в G, непересекаю­
щиеся по вершинам, имеют особую пару, содержащую по одному ребру 
из каждого цикла. 

В силу замечания любой отрезок (его продолжение) каждого из двух 
циклов не содержит концевых вершин отрезков другого цикла. По­
строим двудольный смешанный граф (т. е. граф, в котором есть дуги 
и ребра) 

H = (YUY2,U,UUU2), 
где YX,Y2 суть отрезки, соответствующие ребрам первого и второго 
циклов (У*! — множество вершин первой доли и У2 — множество вер­
шин второй доли графа Н); U ={(j/i, jfe) I У\ € Vi, Уг € Y2 и отрезки У\,у2 
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пересекаются} — множество ребер; Ui = {(2/1,2/2) | У\ € Yuy2 € Y2 и про­
должение отрезка 2/i пересекает отрезок у2} — множество дуг, ведущих 
из вершин первой доли во вторую; £/2 = {(2/ьЫ I J/i ё F2,2/2 G ̂ i и про­
должение отрезка уг пересекает отрезок j/2} — множество дуг, ведущих 
из вершин второй доли в первую. 

Тогда число ребер в U четно, поскольку любые две замкнутые кри­
вые на плоскости имеют четное число точек пересечения. Аналогично 
степень плюс полу степень исхода для любой вершины есть четное число, 
поскольку любая прямая на плоскости пересекает замкнутую кривую 
в четном числе точек. Следовательно, число дуг, ведущих из каждой 
доли в другую, четно. Тогда общее количество дуг и ребер в графе 
также четно. Поэтому найдутся две вершины (по одной в каждой доле), 
которые между собой не соединены ребром или дугой. Они соответ­
ствуют ребрам особой пары, упомянутой в теореме 3. Теорема 3 дока­
зана. 

Теорема 4. При заданном размещении на плоскости с метрикой 
Минковского трех непересекающихся по вершинам нечетных циклов в G 
найдется хотя бы один цикл с тем же множеством вершин, вес которого 
не меньше суммы весов исходных трех циклов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме 3 любые два из трех циклов имеют 
особую пару, содержащую по одному ребру из каждого цикла. Пусть 
один из циклов имеет два ребра: одно ребро входит в особую пару с реб­
ром из второго цикла, другое — с ребром из третьего. Тогда, используя 
дважды процедуру склейки циклов, три цикла объединяем в один, после­
довательно заменяя особые пары диагональными элементами в соответ­
ствующих двух четырехугольниках. Вес полученного цикла не меньше 
веса исходных циклов, т. е. в этом случае теорема 4 справедлива. 

В дальнейшем считаем, что каждый из трех циклов имеет един­
ственное (особое) ребро, входящее в особые пары с другими циклами. 
Возможны два случая. 

Случай 1. Существует прямая, содержащая один особый отрезок, 
соответствующий особому ребру (скажем, первого цикла), относительно 
которой особые отрезки других циклов лежат в одном открытом полу­
пространстве. 

1а. Если прямая, содержащая один из диагональных элементов 
выпуклого четырехугольника, образованного особыми отрезками вто­
рого и третьего циклов, не пересекает особый отрезок первого цикла, 
то из трех циклов строится один цикл с тем же множеством вершин 
следующим образом. Вначале из заданных трех циклов удаляются осо­
бые отрезки второго и третьего циклов и добавляются диагональные 
элементы соответствующего четырехугольника. 
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Возникший четный цикл имеет особый отрезок (один из вышеупо­
мянутых диагональных элементов), входящий в особую пару с особым 
отрезком первого цикла. Теперь два цикла (первый и только что постро­
енный) склеиваем в один, заменяя особые отрезки диагональными эле­
ментами соответствующего четырехугольника. Вес полученного цикла 
не меньше веса исходных трех циклов. 

l b . Пусть подслучай 1а не имеется. Тогда, как нетрудно видеть, 
первый случай имеется также для одного из двух особых отрезков (вто­
рого либо третьего). Ясно, что относительно последнего отрезка имеется 
подслучай 1а. Теорема 4 в первом случае доказана. 

Случай 2. Любые два особых отрезка расположены в разных от­
крытых полупространствах относительно прямой, содержащей третий 
отрезок. Тогда три особых отрезка можно заменить двумя способами на 
три диагональных элемента, лежащих в трех выпуклых соответствую­
щих четырехугольниках. 

Заменив особые отрезки тремя диагональными элементами с макси­
мальным весом, получим искомый цикл. Теорема 4 во втором случае 
доказана. Теорема 4 доказана полностью. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1. Используем метод математической 
индукции по t > 1 (числу циклов в исходном 2-сочетании С). 

При / = 2 или t = 3 достаточные условия вытекают из теорем 3 и 4. 
Предположим, что теорема 1 справедлива при t ^ &, к > 3. Убе­

димся в ее справедливости при t = к + 1. 
Поскольку t > 3, выбрав три произвольных цикла из 2-сочетания С 

и воспользовавшись теоремой 4, мы получим новый набор t нечетных 
циклов, t < к, суммарный вес которых не меньше суммарного веса ис­
ходных циклов. Теорема 1 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 2. Пусть B(S) — граница единичного 
шара 5, отвечающего данной норме (метрике Минковского). Легко по­
казать, что существуют четыре различные точки {х\,х2,Хъ,г4 \ х3 = 
—хх,хА = —х2} в B(S) такие, что 

М ж ь хз) + /i(^2, ж4) - max{/z(a?i, x2) + /i(z3, x4),/х(жь х4) + /х(ж2, хз)} 
= а > 0. 

Предположим, что исходное 2-сочетание С = C i , . . . , C t содержит 
четный цикл С\. Выделим б-окрестности точек x l5 ж2,0> жз5

 ХА при доста­
точно малом £. Вершины цикла С\ помещаем в окрестности точек ж1з ж3, 
чередуя при этом окрестности в порядке обхода вершин цикла. Анало­
гичное преобразование проделываем с другими четными циклами, раз­
мещая их вершины в окрестности точек ж2, ж4. Одну вершину каждого 
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нечетного цикла поместим в окрестность точки 0, остальные — в окрест­
ности точек ж2, х4 таким образом, чтобы любые две смежные вершины 
цикла лежали в разных окрестностях. Легко заметить, что при любом 
числе вершин исходного графа можно выбрать достаточно малое £, при 
котором для данного размещения точек длина каждого однородного сте­
пени два остовного связного подграфа строго меньше суммарной длины 
циклов исходного 2-сочетания. Теорема 2 доказана. 
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