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Рассматриваются некоторые обобщения двухстаночной задачи 
Джонсона, изучавшиеся ранее другими авторами в предположении, 
что последовательности обработки деталей на первом и втором стан
ках совпадают. При таком допущении задачи оказывались полиноми
ально разрешимыми, так как они сводились (с линейной сложностью) 
к обычной задаче Джонсона с двумя станками. 

В статье доказана теорема, одним из следствий которой является 
утверждение о том, что эти задачи NP-трудны, если не предполагать 
совпадения упомянутых последовательностей. Другое следствие этой 
теоремы характеризует один известный полиномиальный алгоритм 
в определенном смысле как достаточно точный приближенный алго
ритм для решения рассматриваемых задач. Наряду с этим получено 
также некоторое достаточное условие полиномиальной разрешимости. 

Известно, что в двухстаночной задаче Джонсона [1] (и в некоторых 
ее обобщениях) существуют оптимальные перестановочные расписания, 
т . е. расписания, в которых последовательности обработки деталей на 
каждом станке одинаковы. Однако не все обобщения этой задачи обла
дают указанным свойством. Тем не менее в работах [2-20] при рассмо
трении различных обобщений двухстаночной задачи изначально предпо
лагается, что последовательности обработки деталей на каждом станке 
совпадают. Как показано в этих работах, при таком допущении эти 
более общие задачи оказываются полиномиально разрешимыми, а если 
говорить точнее, они полиномиально (с линейной сложностью) сводятся 
к исходной задаче Джонсона. 

В данной работе мы рассматриваем, по существу, те же самые 
обобщения двухстаночной задачи, но при этом допускаем, что после
довательности обработки деталей на первом и втором станках могут не 
совпадать, т . е. отыскиваем оптимальное расписание в более широком 
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классе допустимых расписаний. Такое расширение множества допусти
мых расписаний может привести и, как правило, приводит к тому, что 
задача существенно усложняется и становится NP-трудной. 

1. Далее будем предполагать, что интересующие нас особенности 
технологии изготовления каждой детали описываются сетевым графи
ком (см. рисунок), имеющим два полюса-входа А°, J30, два полюса-
выхода А1, В1 и пять дуг-операций с заданными длительностями. 

A0 a A ai А1 

о о ю 

о о : о 
в0 в в1 

Операции (Л°, А) и (А, А1) выполняются на первом станке и имеют 
длительности а и а' соответственно, а операции (5° , J9) и (Б , U1), имею
щие длительности о' и Ь соответственно, выполняются на втором станке. 
Пятая операция (А, 1?), имеющая длительность d, выполняется на неко
тором оборудовании, возможности которого позволяют выполнять по
добные операции в любом количестве одновременно. Относительно опе
раций, выполняемых на первом и втором станках, принимаются стан
дартные допущения, т. е. предполагается, что на станке одновременно 
может выполняться не более одной операции. 

Таким образом, формальная постановка задачи сводится к следую
щему. Пусть перестановки жх и 7Г2 определены на множестве { 1 , . . . ,п} 
номеров деталей, подлежащих изготовлению, и задают порядок обра
ботки деталей на первом и втором станках соответственно. Точнее, 
7Г!(г) (соответственно 7г2(г)) означает порядковый номер r-й детали в по
следовательности обработки на первом (соответственно втором) станке. 
Тогда время (общая длительность) изготовления всех деталей равняется 
длине критического пути (т. е. самого длинного пути из входного по
люса в выходной) в сети G(7ri,7r2), построенной следующим образом: 

— входные полюсы А° и B°s сетевых графиков, соответствующих 
деталям г = 7г^1(1)из = 7г^1(1), отождествляются и становятся входом 
сети; 

— выходные полюсы А * и В] сетевых графиков, соответствующих 
деталям г = тг^га) и s = тг^^п), отождествляются и становятся выхо
дом сети; 
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— отождествляются полюсы А], и А°, где г = 7г̂ ~1(Лг), 5 = 7rf l(k + 1), 
А = 1, . . . ,n — 1; 

— отождествляются полюсы В* и 1?°, где г = 7г^1(Л), 5 = тг^1(Л +1) , 
А = 1, . . . , 71 — 1. 

Длина критического пути в построенной сети (а следовательно, 
и время изготовления всех деталей при выбранном порядке их обработки 
на станках) равна 

Лтгь7г2) - max J £ ( a , - + < ) , ]£(Ь,- + Ъ\), F(*UK2) > , 
I i=i i=i J 

где 
^(7Г Ь 7Г 2 )= m a x /(7ГЬ7Г2 ,5), 

l ^ S ^ f l 

/(7ГЬ7Г2 ,5) = ^ { « г + < | 7Гх(г) < 7Г1(б)} + а, + d5 

+ b , + 5 ^ { b r + f t r | 7Г2(Г) > 7Г2(б)}, 

а,-, а-, 6г, 6- и d? — длительности операций г-й детали, 1 ^ г ^ га. 
В результате получаем задачу 

ттР{жиж2). (1) 
7 Г 1 , 7 Г 2 

Вместо нее нам будет удобнее рассматривать другую задачу: 

т т ^ т г ^ т г г ) , (2) 

к которой тривиальным образом сводится исходная. Поскольку любое 
оптимальное решение второй задачи является также оптимальным ре
шением первой, не исключается логическая возможность того, что пер
вая задача в вычислительном плане существенно проще второй. Из до
казываемой нами ниже теоремы 1 будет следовать, что обе эти задачи 
в общем случае NP-трудны и, следовательно, по сложности они не могут 
существенным образом различаться. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Общим случаем задач (1), (2) мы считаем тот, 
когда параметры а, а', Ь и Ь1 могут принимать любые неотрицатель
ные целочисленные значения, а параметр d — любые целочисленные 
значения. Вводить ограничение на знак параметра d представляется 
нецелесообразным, поскольку изменение параметра d на одну и ту же 
величину у всех деталей приводит к аналогичному изменению значения 
целевой функции F(7r1,7r2) задачи (2) независимо от 7Гх и 7Г2, что, по 
существу, не меняет задачу. С другой стороны, сохраняя большую сво
боду для выбора значений параметра d, мы получаем дополнительные 
возможности по сведению к задаче (2) некоторых других задач. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Обычная двухстаночная задача Джонсона получа
ется при а' = Ь' = d = 0. (Здесь и в дальнейшем, говоря о том или 
ином частном случае задачи, мы дополнительно полагаем, что некото
рое условие вида Р(а,а' ,6,Ь', d) выполняется для всех деталей.) 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Задача нахождения min* F(7r,7r), как уже отмеча
лось выше, является полиномиально разрешимой. Оптимальная пере
становка в этом случае может быть построена по следующему правилу 
[9]: детали из множества {г \ аг + а'г ̂  Ьг + b'r} располагаются в порядке 
неубывания величин ar — Vr + dr, а за ними следуют остальные детали 
в порядке невозрастания величин Ьг — а!т + dr. 

2. В формулируемой и доказываемой ниже теореме 1 предполага
ется, что d = 0, a g(x,y,z) является полиномиально вычислимой функ
цией, определенной в области неотрицательных целочисленных значений 
аргументов и удовлетворяющей при некотором целом положительном q 
условию д(х> х,х + q) = х для всех х. 

Теорема 1. Задача о выполнимости неравенства 

min F(7rb7r2) ^ д ( VVa,- + aj.), У > » + Ь\), minF(7r,7r) ) (3) 
\ti tt * J 

является NP-полной. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку функция F(7ri^7r2) и все три аргу

мента функции д в правой части неравенства (3), а следовательно, и 
правая часть этого неравенства вычисляются по заданным длительно
стям операций с полиномиальной сложностью, принадлежность рассма
триваемой задачи классу NP сомнений не вызывает. Остается лишь убе
диться, что к ней полиномиально сводится некоторая NP-полная задача. 
В качестве таковой возьмем задачу РАЗБИЕНИЕ, которая заключа
ется в следующем: для заданных целых положительных чисел с ь . . . , ct, 
t ^ 2, требуется выяснить существование подмножества S множества 
Т = { 1 , . . . , *} такого, что £{с,- | г е 5} = £ { с , \ieT\S}. Очевидно, 

t 
можно считать, что ]£ с,- = 2с, с — целое. Более того, нетрудно видеть, 
что эта задача с указанными входными данными эквивалентна по слож
ности задаче с модифицированными данными: /' = t + 2; с\ = (2q + 1)с,, 
г = l,...,tf; c't+1 = c't+2 = q. Поэтому далее будем предполагать, что 
min,- с,- = </, и для определенности будем считать сг = q. 

По входным данным задачи РАЗБИЕНИЕ определим входные дан
ные задачи (3): 

п = t + 2; 
at = с„ bi = (D + 2)c-, a(. = fcj = 0, i = 1, . . .*; 

file:///ieT/S}
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an-i = fln = £>„_! = Ьп = 1; 
< _ i = < = (2? + 2)с+ 1; 6^1 = К = с+1. 

t 

Здесь D = ^2 С( = 2с. Положим У = (D + 3)D + 4 и отметим также, 
г = 1 

что Е(а,- + а 5 ) = Е ( 6 . - + *;•) = У-
г = 1 i = l 

Минимум функции F(TT,TT) достигается на перестановке тг, в соот
ветствии с которой в начале располагаются детали из множества Т в 
порядке неубывания величин а, — 6J-, а после них — детали п — 1 и п 
в порядке невозрастания величин 6, — а\. В частности, в нашем случае 
это означает существование оптимальной перестановки тг, для которой 
тг(1) = 1, ж(п — 1) = п - 1 и тг(п) = п. Нетрудно, однако, убедиться, что 
для любой перестановки тг с указанным свойством .Р(тг,тг) = У + q. В 
самом деле, 

/(тг, тг, п) = ]Г{а г + < | ж (г) <п} + ап + Ьп 

= D + l + (D + 2)c+l + l + KY, 

/(тг, тг, п - 1) = ]Г{а г + а'г | тг(г) < п - 1} + ап_! + 6n-i + Ьп + Ъ'п 

= D + 1 + l + l + c+KY. 

Далее, при *s £ Т \ {1} имеем 

/(тг, тг, a) ^ J > r + a'r \ г е Г} + £ { Ь Г + ^ I *(г) > 1} 
= D + (Я + 2)(I> -q) + 2(c + 2)^(D + 3)D + 2<Y 

и 
/(тг, тг, 1) = в 1 + 6х + £ { 6 Г + 6; I *(г) > 1} = q + Y. 

Таким образом, min* F(TT,TT) = Y + q и в силу сделанных ранее до
пущений, касающихся функции #, правая часть неравенства (3) равня
ется У. 

Покажем теперь, что в задаче РАЗБИЕНИЕ существует множество 
S с требуемым свойством в том и только в том случае, когда в постро
енной задаче (3) существуют перестановки тгг и тг2, удовлетворяющие 
неравенству ^(тгьтг2) ^ У (или / ( T ^ T T ^ S ) ^ У при s = 1, . . . ,п ) . 

(1) Пусть 5 С Г и £ { c t | i е 5} = £ { с , | г е Г \ 5} = с. Рассмотрим 
перестановки 7Гх и тг2 такие, что 

тг^п - 1) - \S\ + 1, iri(n) = n, {г | ^ri(r) ^ |5|} - 5 , 
тг2(п - 1) = 1, TT2(TZ) = \S\ + 2, {r | К тг2(г) < | 5 | + 2} = S. 
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Тогда 
/(7Г1,7г2,п- 1) = ]Г{а г + < | г G 5} + an_i + fcn-i 

+ ^ { Ь Р + 6; | г б Т} + Ьп + ^ = с + 1 + 1 + (D + 2)1? + 1 + с + 1 = У, 

/(тг1? тг2, п) = ^ { а г + < ] 7Гх(г) < 7Ti(n)} + ап + Ьп 

+ ^ { 6 г + б; | тг2(г) > 7г2(п)} - Z? + l + (D + 2)c+l + l + l + (/? + 2)c = У 
Далее, при s £ S 

- c + (D + 2)D + l + c + l = y - 2 , 

а при s € Т \ S 
/(7гьтг2,з) ^ ]Г{а г + < | тгЦг) < п} + ]Г{6Г | тг2(г) > | 5 | + 2} 

= Я + 1 + (Я + 2)с + 1 + (Л + 2)с = У - 2. 
(2) Пусть YHci | * £ 5 } = с + Д и Д ^ 0 для любого подмножества 5 . 
Для произвольных перестановок 7Гх и 7Г2 определим множества 5 = 

{Г | 7Ti(r) < 7Ti(n - 1 )} И 5 ' = {Г | 7Г2(г) < 1Шп(7Г2(п - 1) ,7Г 2(п))} . При 
этом далее предполагаем, что Ъ\(п — 1) < ^ ( п ) , т. е. п £ S. Это не 
уменьшает общности наших рассмотрений ввиду идентичности деталей 
п — 1 и п. Нашей целью является доказательство существования такого 
номера 5, что справедливо неравенство /(7гь7Г2,з) > У. 

Если S' ф 0, то для s = 7rJ1(l) E 5 ' имеем 

f(*u*2,s)2as + b8 + '*r,{br + K |тг2(г)> 1} 

^ 1 + (Я + 2)Я + 2(с + 2) = У + 1. 
Поэтому далее будем считать множество S' пустым, что эквивалентно 
равенству min(7r2(n — 1),тг2(га)) = 1. 

Если Д > 0, то пусть s б {п — 1,п} и ?r2(s) = 1. Тогда 
Дтг1?7г2,5)г>]Г{аг \reS} + as + bs + Y^{K + K | тг2(г) > 1} 

= с + Д + 1 + 1 + (с + 2) + (D + 2)2? = У + А > У. 
Если Д < 0, то положим з = argmin{7r2(r) | г £ T \ S } (т. е. s € T\S 

и 7T2(s) ^ 7г2(г) при любом г £ Т \ S). Тогда 

Я * ь *г2, а) £ a„-i + <_.i + а* + £ { 6 r I r е Г \ 5} 
£ 1 + (D + 2)с + 1 + 1 + (D + 2)(с - Д) 
= (2? + 2)1> + 3 + СО + 2 ) ( -Д) 
£ ( Я + 2)Я + 3 + (Я + 2) = У + 1. 

Теорема 1 доказана. 
Рассмотрим некоторые следствия теоремы 1. 
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Следствие 1. Задача о выполнимости неравенства 

min F(*u тг2) ^ max | ]Г(а,- + а{), ]Г(&, + 6J) > (4) 

является NP-лоляоя. 
Из данного утверждения следует, что задачи (1) и (2) являются 

NP-трудными даже в случае d = 0. Более того, они оказываются NP-
трудньтми также и в случае а' = Ь' = 0, поскольку преобразованием 

(а, а', 6,6', </) -> (а + а', 0, Ь + Ь\ 0, <* - а! - Ъ') (5) 

общий случай сводится к указанному частному случаю. 

Следствие 2. Задача о выполнимости неравецства 

min-F(7ri,7r2) < minF(7r,7r) (6) 

является NP-полной. 
ЭТО утверждение получается из теоремы 1 при g(x, y,z) = z—1. Оно, 

в частности, позволяет рассматривать известный полиномиальный (как 
и любой другой) алгоритм нахождения min* F(7r,7r) как алгоритм для 
получения достаточно «хорошего» приближенного решения задачи (2) 
в том смысле, что в случае справедливости гипотезы Р ф NP не су
ществует алгоритма полиномиальной сложности, который позволял бы 
получать приближенное решение этой задачи, имеющее меньшее откло
нение от оптимального, если (и только если) такое решение существует. 

3. Рассмотрим теперь некоторое достаточное условие, при выполне
нии которого имеет место равенство 

min F(bx, 7г2) = min Р(ъ, 7г), (7) 

влекущее полиномиальную сводимость задачи (2) к обычной двухста-
ночной задаче Джонсона. 

Из сказанного выше следует, что, не уменьшая общности, можно 
провести наш анализ для случая а' = 6' = 0. 

Теорема 2. Равенство (7) справедливо, если 

max dk ^ min (ds + max{a5,65}). (8) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что утверждение теоремы не вы
полняется, т. е. 7Гх ф 7Г2 для любой пары перестановок (тг1,7г2), являю
щейся решением задачи (2). 
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Для произвольных перестановок TTJ И 7Г2, тгг ф 7г2, определим две 
характеристики: 

р = min{i | тгГНО 7̂  Та"1 (*')}> 
* = T I K H P ) ) -

Затем среди пар перестановок, являющихся решениями задачи (2) и 
имеющих максимальное значение первой характеристики, выберем пару 
(7Г157Г2) с минимальным значением /. 

Введем также обозначения: 

з' = ж;\р), з" = ж;\Р), * = *,(*'). 

Очевидно, что Ki(s') < ^i(s") и 7r2(s') > 7r2(s"). В соответствии с усло
виями теоремы возможны два случая: 

(a) dsi ^ dsn + a,//; 
(b) dsi ^ d8u + bsn. 
В случае (а) рассмотрим перестановку к'2: 

{ р, если 7г2(г) = к (т. е. г = У), 

7г2(г) + 1, если р ^ 7Г2(г) < А;, 
7Г2(г) в остальных случаях. 

Нетрудно видеть, что {г | тг^г) ^ яг^3)} С {г | 7г2(г) ^ ^2(s)} при 
5 ф s1 и {г | к'2(г) ^ ^ ( s ' ) } = {г I ^ ( О ^ 7r2(s")}- Отсюда далее следуют 
неравенства 

Дтгьтг^, *') = £ { а г | тг^г) <$ тг^ ' )} + d9, + £ { 6 Г | ж'2{т) > т'2(з')} 

= £ К | ^ ( f ) ^ ТГ^")} + d.. + ]Г{ЬГ | 7Г2(Г) ^ 7Г2(^)} 

- ^ К | 7 Г 1 ( 3 / ) < 7 Г 1 ( Г ) ^ 7 Г 1 Ю } 

и при s ф s' 
/ ( 7Г Ь 7Г2 ,5 ) <£ / ( 7 Г Ь 7 Г 2 , 3 ) . 

Из полученных неравенств вытекает F^i^ir^) ^ F ^ x , ^ ) , что озна
чает оптимальность пары (тг1,7г2). Однако это противоречит выбору 
(Уья-*) (либо сделанному выше допущению), так как у (я*!*^) значение 
первой характеристики больше, чем у (7г157г2) (либо я*! = 7Г2). 

В случае (Ь) определим перестановку ж[: 

( /, если Ki(r) = р (т. е. г = s'), 
7 ri( r) = \ 7 ri( r) - 1> е с л и Р < ^ ( О ^ ', 

I ^ ( г ) в остальных случаях. 
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Тогда, как легко видеть, справедливо равенство {г \ тг[(г) ^ 
К^')} = ir I *i(r) <$ 7Ti(5/;)}, а при 5 / з ' имеем {г \ тг[(г) ^ 7Г (̂̂ )} С {г | 
7Ti(r) ̂  ^ ( а ) } . Используя эти соотношения, получаем неравенства 

/(тг;,7г2,У) = £ { а г | *[(г) ^ *!(*')} + <*,< + ]Г{6Г | тг2(г) ^ тг2(У)} 

- ]Г{а г | тх(г) ^ тг^")} + ds, + J^{br | тг2(г) ^ тг2(*")} 

- £ { 6 Г | 7Г2(*') > 7Г2(Г) ^ 7Г2(5")} 

< /(7гЬ7Г2,а") - ds„ - bs„ + d5/ ^ /(7ri,7T2,a") 

и при s ф s' 
/ « , ^ , 5 ) ^/(7ГЬ7Г2,5). 

Как и в предыдущем случае, из полученных выше неравенств сле
дует оптимальность пары (7TJ, 7Г2), что также противоречит либо сделан
ному нами допущению, либо выбору пары (7Г19 7г2), поскольку у (7г̂ , 7г2) 
либо первая характеристика больше, чем у (тгх,^), либо при их равен
стве вторая характеристика меньше, чем у (7Г1,7Г2). Теорема 2 доказана. 

Установленное для частного случая достаточное условие (8) поли
номиальной разрешимости задачи (2) с использованием преобразования 
(5) переносится и на общий случай. 

В результате получаем условие 

max (dk - a'k - b'k) <$ min (ds - a's - b's + max{a, + a',, bs + b's}). (9) 

Следствие. Если а' • V — d = 0, то задача (2) полиномиально раз
решима. 

В данном случае легко убедиться в том, что условие (9) выполня
ется, так как тах*(—a'j.— b'k) ^ 0 и min5(—a'5 — 6'3+max{a5+a'5,6,+6^}) ^ 0. 
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