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КЛАССОВ ЦЕЛЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Г. Г. Аманжаев 

Доказывается, что все порядки роста £-энтропии от log(l/£) до 
log2(l/£) реализуются на некотором компакте целых периодических 
функций. 

Введение 

Известно, что е-энтропия является важной характеристикой массив
ности компактов в функциональных пространствах. В работах [1-3] 
были установлены порядки или асимптотики £-энтропии для классов 
функций различной гладкости, в том числе было показано, что 

— £-энтропия класса функций конечной гладкости г, г > 0, по по
рядку равна ( l / e ) 1 ^ (см. [2] для целых г, [3] в общем случае); 

— £-энтропия класса функций, аналитических в некоторой области, 
по порядку равна log2(l/e) (см. [2] для односвязных и [1] для двусвязных 
областей); 

— £-энтропия класса целых периодических функций порядка р, 
р > 1, по порядку равна log2 - 1 'p(l /£) (см. [2]); 

— е-энтропия класса многочленов фиксированной степени по по
рядку равна log(l/£) (очевидно). 

Естественно ожидать, что шкала £-энтропии является непрерывной, 
т. е. для любой функции #(£) , имеющей при е —> О порядок роста 
от log(l/£) до (l/£)cons t и растущей «достаточно регулярно», найдется 
функциональный компакт с таким порядком роста £-энтропии. В [3] эта 
задача исследована для классов функций конечной гладкости (задавае
мых ограничением модуля непрерывности некоторой производной), для 
которых log#£ х log(l/£). 

В настоящей работе исследуется другой отрезок шкалы £-энтропии, 
для которого установлено следующее утверждение. 

Пусть функция т:Ж+ —• Ж+ непрерывна и выпукла вниз, т(х)/х воз
растает и т(0) = 0. Тогда £-энтропия компакта целых периодических 
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функций f(z) таких, что 

l /WUe<l ' - l ) (1) 

имеет порядок 
bg 2 ( l /g) 

r-4bg(l/£)) ' 
где т~г — обратная функция к г. 

Поскольку функция т может иметь любой порядок роста, от линей
ного и до сколь угодно большого, то реализуются все порядки роста 
£-энтропии между log(l/£) и log2(l/£). 

Этот результат в определенном смысле обобщает приведенные в ра
боте [2] асимптотические оценки е-энтропии классов целых аналитиче
ских функций конечного порядка и типа. 

Второй рассматриваемой в работе задачей является построение дис
кретных аналогов классов аналитических функций и исследование вели
чины Арргох, которая характеризует массивность этих классов. 

Для классов S i r (определение классов см. ниже) определяются (че
рез конечные разности) их дискретные аналоги Е^ г . Показано, что при 
х log х < т(х) (и ограничениях на гладкость т) имеет место соотношение 

. . v log2iV 
logApproxE 1 , T X r _ 1 ( l o g i V ) . 

Поэтому величина log Арргох может иметь все порядки от log N log log N 
до log2 Ny т. е. почти от многочленов (log Арргох х log N) до аналити
ческих в ограниченной области функций (log Арргох х log2 N). 

Автор выражает искреннюю благодарность своему учителю 
О. Б. Лупанову за постановки задач и постоянное внимание к работе. 

§ 1. Классы целых аналитических функций 
и их е-энтропия 

Пусть т: Ж+ -* Ж+ — функция, удовлетворяющая следующим усло
виям: 

1) г(0) = 0; 
2) г — непрерывная функция; 
3) т(х)/х — возрастающая к бесконечности функция; 
4) г — выпуклая вниз функция. 
Обозначим через £1>т класс целых 1-периодических функций (т. е. 

функций с периодом, равным 1), для которых выполняется условие (1). 
Пусть J ^ ( S i r ) — £-энтропия класса £i )T . 
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Теорема 1. Для класса, S i r справедливо соотношение 

1п2(1/£) 
«^(£ i ) T ) 

r - i (b ( l / £ ) ) ' 

где т — произвольная функция, удовлетворяющая условиям 1-4, г * — 
функция, обратная к т. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА. Функции из Ei)T допускают 
разложение в ряд Фурье 

Оценим сверху коэффициенты ak. По определению коэффициентов 
Фурье имеем 

1 

«»= I f(z)e-u,tdz. - / /м 
о 

Поскольку f(z)e 2*ik — аналитическая функция, 
1 В С D 

I f(z)e~2*ikdz = / f(z)e~2*ikdz + I f(z)e~2*ikdz + f f(z)e~2*ikdz, 
О А В С 

где ABCD — прямоугольный контур с вершинами А(0), B(iR), C(l + 
г'Д), D(l), R — действительное число. Так как f(z)e~2irik — Апериоди
ческая функция, то 

в D 

( f(z)e~2*ikdz + / f(z)e~2wikdz = 0. 
А С 

Поэтому 

/ f(z)e-2wikdz = / f{z)e~2*ikdz. 

С ледовате л ьно, 
с 

Ы I f{z)e~2*ihdz\ ^ I \f(t + iR)\ • |€-2-*('+.-я)| dt ^ e2ir*Her( 
\B 

Таким образом, 

\ak\ < inf е2**л+т«л1) = inf e ^ ) " 2 ^ l f c l . (2) 
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Построим £-покрытие для класса Ei)T. В качестве центров шаров 
е- покрытия выберем функции вида 

я * ) = X ) ake2Tik*> 
-к0<к<к0 

где коэффициенты а* удовлетворяют неравенству (2) и таковы, что их 
действительная и мнимая части кратны 6. Число таких шаров не пре
восходит 

П (l + l ^ W e ^ 1 . (3) 
-к0<к<к0 

Чтобы это множество шаров образовало £-покрытие, достаточно по
требовать выполнения следующих двух условий: 

1) 6 = е/(4к0) (при этом общая погрешность коэффициентов ак при 
—к0 < к < к0 не превосходит 1/(2б:)); 

2) ]Г) \ак\ < е/2 (при этом погрешность от замены бесконечного 
— ко^к^ко 

ряда Фурье конечной суммой меньше 1/(2б:)). 
Положим 

1п(1/с) 
0 г-НМ1/£))-

Тогда 

V inf е*(*>-"« ^ inf У е'-(я)-"» 
<£—' Я > 0 Я > 0 ^ — ' Я > 0 Я > 0 

к~ко Я = ЛО 

= inf ^ — ^ 2 inf e rW"2*™°. 
я>о 1 - е"2т/г я^1 

Взяв R = г_1(1п(1/е)), получаем 
2 inf e

T(R)-27rRko < 2e]n(1/£)-2*lnil/£) = 2е2ж~1 < г / 2 , 
Я ^ 1 

т. е. условие 2 выполняется. С учетом выбранных значений 6 и к0 из (3) 
следует, что 

Я£(Е1 |Т) :< Inn ^ 4 £ ln ( l + (1/«)(2 inf e 'W-2***)). 
Jb=0 

Пусть А = Х(к) — корень уравнения к = А/г_1(А) (он существует 
в силу условия 3 на функцию т, причем Х(к) —• оо при А: —• оо). Тогда 

2тгДА\ 
я>~оч" v""/ ' яУо V v " / т-г(\)) inf (т(Д) - 2тгЯА;) = inf 

*>о \ г - ^ А ) / *>о\А г - ^ А ) / 
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Полагая s = А, имеем inf r(R) — 2irRk ^ A(l — 27г) < А. Следовательно, 

А?о — 1 ко — 1 

Яе(Е1|Т) X £ 1п(Х + 2еЧк)/6) = S ln(1 + 8*oeA(fc)/e) 
Jfe=0 Jk=0 

<£ *0 ln(l + Sk0e
x^/e) = *0 ln( l /e) + k0\n(e + 8k0e

x^). 

При e -+ О имеем к 0 ^ с ю и A(fco) ~> °°. Поэтому J0?(Ei |T) ^ fc0ln(l/£) + 
A;0lnA;o + fc0A(A:o). 

Так как fc0 = ln(l /e)/(r"1(ln(l /e))) и А определено соотношением 
*o = A(fc0)/(r-1(M*o))), то A(fco) = ln(l/e) и J£(E1 | T) ^ ln 2( l /£) / 
(т""1(1п(1/б))). Верхняя оценка доказана. 

Нижняя ОЦЕНКА. В классе Е1)Г построим ^-различимое подмноже
ство А, мощность которого по порядку не меньше ln2(l/e)/(r""1(ln(l/e))). 
Пусть А состоит из всевозможных функций вида 

\к\<к0 

где ак e Ж, \ак\ < 6, ак кратны е. Заметим, что последнее условие 
обеспечивает е-различимость множества А. 

Обозначим N = 1п(1/е), М = 1п(1/«). Тогда log |А| >: fc0(# - М). 
Условие 

А С S l iT (4) 
выполняется, если при любом действительном R имеет место неравен
ство 

\к\<к0 
т. е. 

6 д>° |*К*о 
Выберем &0 = N/(2TTT~1(N)). При Д ^ 1 имеем 

у> e2vkR 

е*<л> ^ T(R) 

Величина NR/T~X(R) — т(Д) выпукла вверх по Д, причем она равна 
нулю при R = 0 и Д = JV. Поэтому NR/T~1(R) - r(R) < JV2/*""1 W -
Если же 0 < Д < 1, то 

у^ е2тА:Я 

|*|<fco ^ o l _ 2*г х ^ ^ 2fc0e = const 
*(*) " и г-1^)' 
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Поэтому (4) выполнено при 1/6 ^ N2/r~1(N) и тем более при 1/6 ^ 
N2 (или М ^ 21n^ ) . Это искомое достаточное условие для А С Ei>T. 
Из неравенства log |Л| У k0(N — М) следует, что 

^(У W W M I y J ^ - Ь2(1/£)) 
^(Е1 | Т) х log\А\ У р т ^ у = г_1(1п(1 /£) )-

Теорема 1 доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Условие 3 в определении функции г можно ослабить 

до условия 
3') т(х)/х — возрастающая функция. 

При этом добавятся, в частности, функции т(х) вида xip(x), где (р —• 
а = const. Порождаемые такими функциями классы К(т) состоят из 
тригонометрических многочленов и имеют £-энтропию порядка 1п(1/г) ж 
ln2(l/£))/(r""1(ln(l/£))), т. е. теорема верна и в этом случае. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Теорема верна и в другом предельном случае, когда 
г""1 ограничена, а т(х) — функция [0, а) —• Ж+, которую можно считать 
равной +оо при х ^ а. Этот случай соответствует функциям, аналити
ческим в полосе | Im z\ < а; е-энтропия класса таких функций по порядку 
равна 1п2(1/е) х Ы2(1/е)/(т-1(Ы(1/е))). 

§ 2. Дискретные аналоги классов 
целых аналитических функций 

Напомним предлагаемую нами общую конструкцию определения 
дискретных аналогов классов непрерывных функций (см. [4-7]). Пусть 
К — некоторый класс функций / : [0,1) —• [0,1), при определении кото
рого использовались ограничения на значения производных (например, 
| / п | < с). Внешним дискретным аналогом класса К назовем множество 

kN = {g:{0,l,...,N-l}->{0,lt...,N-l}\g(t) 
= [Nf(t/N + l/(2N))\,feK}; 

это множество «максимально точно» воспроизводит класс К при кван
товании области определения и множества значений на N уровней. 

Условие | / п | < с для функций из К приводит к тому, что для дис
кретных функций g 6 KN выполнено следующее ограничение конечных 
разностей: 

| Ап(д; яг0,. - -, хп)\ < cNl'n/n\ + <р(х0,..., хп), (5) 
где А,.(а; х 0 , . . . , хп) — разделенная п-я разность функции д (по опреде
лению Ас(д;х0) = д(х0) и 

ч ( ч Ап(9',хи...,хп+1)-Ап(д;х0,...,хп) 
^n+i{9', So . . . , xn+i) = h 

Sn + l ~~ x0 
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величина <£>(я0, • • ->хп) равна sup^ Д(Л;х0 , . . .,жп), где sup берется по 
всем таким функциям Л, что \h\ < 1/2. • 

Внутренний дискретный аналог KN класса К определяется как мно
жество функций д: {О,1, . . . , N - 1 } -» { 0 , 1 , . . . , N -1}, удовлетворяющих 
соответствующим условиям вида (5). При этом всегда по построению 
KN С KN. 

Для характеризации дискретных классов применяется величина Ар-
ргох, которая представляет собой минимальную мощность 1-покрытия 
рассматриваемых дискретных классов шарами радиуса 1 (в некоторой 
метрике пространства функций д: {О,1, . . . , N - 1} •-> {0,1, . . . , N - 1}, 
обычно в равномерной). 

Ранее автором было установлено (см. [4-7]), что для многих клас
сов дискретных функций логарифм величины Арргох ведет себя прак
тически так же, как e-энтропия в непрерывном случае. Ниже подобный 
результат устанавливается для классов целых аналитических функций. 

Оценим | / п (х ) | при х € Ж, / £ £i, r- Из формулы 

F{X)=^R / /(* + *)*~я1«**1 

следует, что 

""<ж)| < 53*""" / l/<- + *>l-W<F!S5№ + ' ) l« j :5r ! ' 
\z\=R 

т. е, 
| / n (x ) | ^ n! inf е г ( я ) /Д п = n!d r(n), 

где dT(n) — inf eT(R^ /Rn. Поэтому внешний дискретный аналог класса 
Е 1 г можно задать так: 

IN * IN I {^n € N)(VXQ, . . . , xn £ Z, XQ < Х\ < . . . < хп) 
о 

|Дп(/ ;жо,Х1,. . . ,хп) | ^ Nl-ndT(n) + <р(х0,хи .. .,хп)}, 
о 

где / — N-периодическое доопределение / на множестве всех целых чи
сел Z. 

Лемма 1. Пусть значения многочлена р(х) степени 2п — 1 в точках 
а?1,ж2,...,а?п, а;_ ьх_2 , . . . ,х_п , где 1 ^ i < п, ж,- = а + (2г - 1)6, х_, = 
а — (2г — 1)6, 6 > 0, известны с погрешностью не более е. Тогда при 
£-1 ^ х ^ Xi интерполяционный многочлен Лагранжар(х), построенный 
по этим неточным значениям, приближает р(х) с погрешностью не более 
£lnn. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть известны величины р(х,) = p(xi) + Л(х8), 
где \h(xi)\ ^ е. Интерполяционный многочлен имеет вид 

п п 
X — Ж_,- т т X — Ж,-я-) = Е и - ) П г ^ т П ^ 

1 = 1 i= i *-•' x - i j=i *•' 
i#« 

n n 

1=1 i = l * ' J = l * J 

Поскольку р(х) и р(я) — многочлены степени 2п — 1, справедливо нера
венство 

\р(х)-р(х)\<^ 

« = 1 J = l * ' j = l * J 

n n 
Ж ~ Xj r r Я — Ж_ 

Пусть j / t = 2г - 1, y_t = -3/, = 1 - 2г. Тогда х, = a + fey,. Пусть 
также x = a + fey, где —1 ^ y_! ^ у ^ У\. Тогда 

\p(x)-p(x)\ 

Yh{Xi)TT!L±^TiVzVL 
«=1 

^ £ fy*17 y + y' П yj ~y + V П yj ~y 17 y + Vi } 
V t r / i 1U + Vj f=\ \У> - K\ tifi У. + Vj f=\ \Vi - Vi\J 

^У< + УутУ]-У2 , у ^ У п ^ У 2 \ 
£ 2» AA|2/J-2/,2| ^ *V*ikW-M' 

n n -.2 -.2 

^ 11 |„? _ J p - Z^ 11 |„? _ „2 ^ Е П & ^ Е П 

-ЕП 2 i - i 
fe Д5 l(2j - 1)* - (2m - 1)»| 
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у(( W Vj-fr 1 ^ 
^ VVn!2»(2i - I)!,/ 4«-i П \j - г|(г + j - I)) 

_ A / Y (2я)! V 1 1 ( t - l ) ! ( 2 i - l ) \ 
^ V V 2 n n ! ( 2 i - l ) / 4""1 (i - l)!(n - i)! (n + i - 1)! / 

-*£i(£^)<4C№e} 
4£ v-"> n + * 

< — > ^—7 < 6:Inn. 
7ГП ^-^ 2г - 1 

Лемма 1 доказана. 
Лемма 2. Пусть А — ограниченное подмножество действительной 

оси, п 6 i?+. Пусть на А определена функция f такая, что для любых 
различных точек х0,...,хп 6 А выполнено неравенство |Дп( / ;ж0 , • • -, 
xn)\ ^ c i + С2<Рп(хо9*..,хп), где ci и с2 — положительные константы. 
Тогда f можно приблизить на А многочленом степени п - 1 с погреш
ностью не более с2/2 + (2cx(sup A — inf A)n)/4n. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СМ. В [6]. 

Теорема 2. Если т(х) У х logx, то 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нижняя ОЦЕНКА следует из того, что £-разли-
чимые функции в классе Si>r при некотором выборе е х 1/N дают 3-раз-
личимые дискретные аналоги в Е^г (см. доказательство теоремы 1). 

ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА. На множестве { 0 , 1 , . . . , kN} рассмотрим функ-
0 

цию / . В силу леммы 2 ее можно приблизить многочленом р степени п 
с погрешностью не более 

«1 = 1/2 + Nl~ndT(n)(kNlA)n2 = 1/2 + 2N(k/4)ndT(n). 

Оценим dT(n) = inf eT^/Rn <$ eT^/kn. Тогда ^ = l /2 + 2/4nJVerW. 

Выберем п = [l/21og(4JVerW)"|; при этом Si ^ 1. Затем на [0,fciV] выбе
рем систему точек J = {О, t, 2 / , . . . , rN}, где t = N/r. 

Из неравенства 6 ^ 1 следует, что \р(х) — р(х + Ш)\ ^ 2, если х 
и х + IN принадлежат J (здесь / — целое). 

В силу леммы 1 для произвольных x,x + lN G [TV, (k - l)N] справед
лива оценка \р(х) - р(х + IN)\ ^ 16п2. 

Пусть (fj = (1/га)[гар(ЛГ +jN/r)\ (га — еще один параметр, га € N), 
где j e { 0 , l , . . . , r ( f c - 2 ) } . 
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По определению, щ приближает p(N + jN/r) с погрешностью ме
нее 1/т . Снова по лемме 1 можно утверждать, что по значениям щ 
значения р(х) при N + 2n/rN < х ^ (к — 1)JV — 2n/rN восстанавлива
ются с погрешностью менее 8п2/т. Тем самым по значениям (pj можно 
приближенно определить / с общей погрешностью не более 1 + 8n2 /m. 
Выберем га = 17га2. Тогда эта погрешность не превосходит 3/2. 

Укажем схему задания для каждой / ее 1-приближения: 
1) находим многочлен р(х) наилучшего приближения; 
2) вычислим набор приближенных дискретных приближений <pj; 
3) интерполяцией по этому набору восстановим некоторую функцию 

р(я), отличающуюся от р(х) не более чем на 8га2/га; 
4) округлим р до ближайших целых значений р. 

Тогда 

I / - P I ^ I / - P | + | P - P | + | P - P | < 1 + 1/2 + 1/2 = 2. 
Так как / и р — целочисленные функции, то р — искомое 1-приближение. 
Для того чтобы р было определено на целом периоде функции / , доста
точно иметь г ^ 4п/(к - 3). 

Оценим число возможных значений р. Оно не превышает числа на
боров значений <£,, 0 ^ j ^ г(к - 2). Легко видеть, что значения ipj 
кратны 1/т и лежат в (—TV, 27V), т. е. для каждого щ возможно не бо
лее 3mN значений. Кроме того, |^- — ̂ -+ г | ^ 17га2, т. е., зная < -̂, для ipj+r 
можно указать не более 35гага2 значений. Поэтому число наборов значе
ний {у>о? фи • • •, <Рг(к-з)} не превышает величины (3raiV)r(35rara2)r(*~3)+1. 
Следовательно, 

log Approx£^ r ^ rlog(3mN) + rklog(35mn2). 

Имея т = 17п2 и га = ("(l/2)log(47Ver^^)], выберем параметр г = 
Г4п/(А — 3)1. Тогда 

log Approx£^ r = O(nlogn + (nlogN)/k) 

= 0(log(NeTik))loglog(NeT(k)) + (l/A:)log2iV + (r(k)/k)logN). 

Наконец, взяв к = [T~1(\ogN)\, получаем 

logApproxS^ r = О (tog JVloglogiV + —ф-^j . 

При r_1(logiV) •< log N/ log log N первое слагаемое по порядку не 
превосходит второго. Следовательно, 

logApproxE^ = 0(log2N/T~l(logN))9 

так как условие r'^logTV) •< log N/ log log N равносильно т(х) У z logx. 
Теорема 2 доказана. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Теорема 2 допускает усиление: вместо ограничения 
т(х) У я log ж можно взять т(х) У х. Тем самым она включает все 
варианты от т(х) У х (класс тригонометрических функций) до т(х) х х2 

(класс функций, аналитических в ограниченной области). 
При этом доказательство нижней оценки log Арргох не изменится, 

а при доказательстве верхней оценки вместо леммы 1 надо использовать 
следующее утверждение. 

Лемма 3. Пусть значения многочлена р(х) степени 2п — 1 в точках 
я ь ж 2 , . . . , ж п , ж _ 1 , я _ 2 , . . . , ж _ п , где ж, = а + (2г - 1)6, х_, = а - (2г - 1)6, 
известны с погрешностью не более Е\ при г < па и е2 при г ^ па, где 
а = const, 1/2 < а ^ 1. Тогда для любого с > 0 при x„i ^ x ^ Xi интер
поляционный многочлен Лагранжа р, построенный по этим неточным 
значениям, приближает р с погрешностью, не превосходящей величины 
O(eilnn) + o(e2rfc). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выкладки, аналогичные приведенным в лем
ме 1, дают для искомой погрешности верхнюю оценку 

2 n + 1 / 2 n \ A n + i ( 2n \ 2 n + 1 / 2 n \ ^ n + i ( 2n \ 

В свою очередь, 

7ГП . 
» = 1 

£ 4 _ 2 n + i ( 2 n \ у> п + г / 2n \ £2 r w + 1 n + ntt у ^ / 2n \ 
2 V п / ^ 2г + 1 \п + г/ л/ттп 2па ^ \п + г/ 

< е24 

где с — произвольная положительная константа. Лемма 3 доказана. 
Идея доказательства усиленного варианта теоремы 2 при х -< т(х) X 

ж log ж состоит в следующем. Пусть все параметры выбираются та
кими же, как и при т(х) У ж log я. Изменим только схему задания 1-
приближения функции / : 

1) находим многочлен наилучшего приближения р(ж); 
2) вычисляем набор приближенных дискретных значений ipji пер

вые 3(kr)a — с точностью 1/т, остальные — с точностью 35п2 (их, 
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собственно, можно и не вычислять, а брать предыдущие, так как \ipj — 
ipj+rp\ ^ 17n2 при pG Z); 

3) интерполяцией по данному набору восстанавливаем некоторую 
функцию р. По лемме 3 на отрезке [z_i,£i] получаем 

| p - p U O ( ( l / m ) l n n ) + o (n 2 + c ) ; 

так как с — произвольное, то погрешность может быть записана как 
lp-pUl/2; 

4) округляем р до ближайших целых чисел. 
При этом в оценке log ApproxS^T слагаемое п log n будет уменьшено 

до na log п, где а = const < 1. Следовательно, окончательно получаем 

logApproxS^T < 0(log2iV/T-1(logiV) + log2iVloglogiV) 
= 0(log2iV/r-1(logiV)), 

что доказывает усиленный вариант теоремы 2. 
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