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В работе изучаются системы поточного типа (flow shop), откры
того типа (open shop) и система из параллельных машин. Длитель
ность операций прямо пропорциональна времени постановки операции 
на выполнение. Рассматриваются следующие критерии оптимально
сти: минимизация общего времени выполнения всех работ, минимиза
ция суммарного времени выполнения всех работ, минимизация макси
мального запаздывания. Изучается комбинаторная сложность задач. 

Задачи теории расписаний характеризуются списком работ или опе
раций, списком машин, на которых они выполняются, и временем вы
полнения каждой операции. В классическом случае предполагается, что 
длительность работы постоянна и не зависит от момента времени, с ко
торого она начнет выполняться. Однако часто на практике работа, ко
торая начинает выполняться позже, требует больше времени йа свое 
выполнение. Например, в химической промышленности, в работах, свя
занных с очисткой окружающей среды, и т. д. В [1-5] изучались раз
личные задачи, в которых длительность операций зависит от времени 
начала их выполнения. В [1] рассматривалась задача, в которой время 
выполнения операции j равно Vjtj. Такие работы будем называть ра
ботами с простым линейным ростом длительностей. Для различ
ных критериев в [1] построены полиномиальные алгоритмы нахожде
ния оптимального расписания для п работ на одной машине. Далее там 
же отмечено, что полиномиально-разрешимые случаи для задач на од
ной машине с постоянными длительностями остаются полиномиально-
разрешимыми и в рассматриваемом случае. 

Целью данной статьи является изучение этой задачи при наличии 
нескольких машин. В ней рассматриваются системы поточного типа 
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(flow shop), открытого типа (open shop) и система из М параллель
ных машин. Устанавливаются NP-трудность задал минимизации об
щего времени выполнения всех работ для многооперационных систем на 
трех машинах и для системы из параллельных машин; NP-трудность за
дач минимизации максимального запаздывания для многооперационных 
систем на двух машинах; NP-трудность задачи построения оптималь
ного расписания на двух параллельных машинах с критерием миними
зации суммарного времени выполнения всех работ, хотя в классическом 
случае эта задача полиномиально-разрешима [6]. В § 1 сформулированы 
основные определения и обозначения, в § 2 приведены вспомогательные 
результаты, § 3 посвящен задачам с параллельными машинами, § 4 — за
дачам построения расписания в системах поточного и открытого типа. 
В § 5 приведены полиномиально-разрешимые случаи. 

§ 1. Основные обозначения и определения 

Пусть задано множество работ / = {1,2 , . . . , п}. Каждая работа 
i £ I состоит из последовательности операций ft,-. Если tj — момент 
начала выполнения операции j , то длительность выполнения операции 
j равна pj = Vjtj, где v} ^ О — постоянная величина. Если для операции 
указан номер машины, на которой она выполняется, то в дальнейшем 
для ее параметров будет использоваться двухиндексная запись, напри
мер Vij. Все работы поступают на выполнение в момент времени / = 1. 
Прерывания при выполнении работ не допускаются. Операции выпол
няются на М машинах. Одновременное обслуживание любой работы 
несколькими машинами не допускается. В каждый момент на машине 
выполняется не более одной операции. Рассматриваются следующие за
дачи теории расписаний. 

ЗАДАЧА Р (система с параллельными машинами). Каждая работа 
i £ I состоит из одной операции, которая может выполняться на любой 
машине 

ЗАДАЧА F (система потокового типа). Каждая работа г Е I состоит 
из М последовательных операций. Операция j , - , г £ / , выполняется 
на машине j . Порядок выполнения операций одинаков для всех работ 
и определяется последовательностью машин 1,2,... , М. 

ЗАДАЧА О (система открытого типа). Каждая работа г б / состоит 
из М операций. Операция j , выполняется на машине j . Порядок выпол
нения операций произвольный. 

Обозначим через £, ~ t( + pi время завершения работы г, а через 
di — директивный срок для окончания работы г. В качестве целевой 
функции / будем использовать один из следующих функционалов: 

/ = С т а х = т а х ^ — время завершения выполнения всех работ; 
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/ = SC = ]Г ti — суммарное время завершения выполнения всех 

работ; 
/ = Xmax = max{0;t, — d{] — максимальное запаздывание. 
Расписанием в рассматриваемых задачах будем называть задание 

для каждой операции j момента tj начала выполнения этой операции 
и номера машины, на которой она будет выполняться. В дальнейшем че
рез s будем обозначать расписание if различных задачах, а через f(s) — 
значение целевой функции в расписании s. 

При обозначении конкретной задачи для удобства будем использо
вать трехиндексную запись (а|/3|7), введенную в [6]. Пусть о обозначает 
пустой символ. Первый индекс a = аха2 связан с ограничениями на 
машины и означает следующее: 

— если ах — о, то работы выполняются на одной машине; 
— если ai = Р, то работы выполняются в системе с параллельными 

машинами; 
— если ai = JP, то работы выполняются в системе потокового типа; 
— если ai = О, то работы выполняются в системе открытого типа. 
Если а2 является натуральным числом, то число машин равно а2. 

Если а2 = о, то число машин произвольно. Второй индекс связан с ука
занием различных характеристик работ. Если /3 = vt, то длитель
ность выполнения операции j равна pj = Vjtj. Третий индекс 7 £ 
{Стах^ИС, Хтах} определяет вид целевой функции. 

§2. Вспомогательные результаты 

Рассмотрим две вспомогательные задачи, которые в дальнейшем бу
дем использовать для доказательства NP-трудности задач теории рас
писаний, изучаемых в настоящей статье. 

ЗАДАЧА SP (произведение размеров). Заданы конечное множество 
А, «размеры» r](j) 6 Z+ всех элементов j € А и положительное целое 
число ft. Существует ли такое подмножество А' С А, что произведение 
размеров его элементов равно ft. 

ЗАДАЧА 4-Р (4-произведение). Заданы множество А, состоящее из An 
элементов, граница 6 6 Q+ и «размеры» r](j) 6 Q + , rj(j) ^ 1 всех эле
ментов, а € А, причем yfb < rj(j) < \/b и Ц r)(j) = ftn. Можно ли А 

разбить на п непересекающихся подмножеств А ь А 2 , . . . , Ап таких, что 
П rj(j) = ft, 1 ^ i ^ n. 

j£At 

Отметим, что указанные ограничения на размеры элементов приво
дят к тому, что каждое множество Ai должно содержать точно четыре 
элемента из множества А. 
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Задача SP приведена в списке NP-полных задач в [8]. 

Теорема 1. Задача 4-Р является NP-полной в сильном смысле. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку за полиномиальное время легко про

верить, что заданное разбиение множества А удовлетворяет необходи
мым требованиям, то легко видеть, что задача 4-Р лежит в классе NP. 
Убедимся в том, что данная задача является NP-полной в сильном смы
сле. Для этого сведем следующую NP-полную в сильном смысле задачу 
о трехмерном сочетании к задаче 4-Р. 

ЗАДАЧА 3-С (трехмерное сочетание). Дано множество Ф С W х X х 
У, где W, X и Y — непересекающиеся множества, содержащие одинако
вое число элементов q. Верно ли, что Ф содержит трехмерное сочетание, 
т. е. подмножество Ф'СФ такое, что |Ф'| = ди никакие два разных эле
мента Ф' не имеют ни одной равной координаты. 

NP-полнота в сильном смысле задачи 3-С установлена в [7]. 
Пусть W = {wuw2,... , w j , X = {xux2>... , z j , Y = {yuy2, 

. . . , y 9 } и Ф С W x X x Y определяют произвольную индивидуальную 
задачу из 3-С. Не ограничивая общности, можно считать, что |Ф| ^ 
q. Построим множество А из 4|Ф| элементов. Каждому элементу g £ 
W | J X ( j y будет соответствовать N(g) элементов из множества А, где 
Щд) — число троек из Ф, в которые входит д. Элементы, соответ
ствующие фиксированному д € W ( J ^ U ^ > обозначим через дг[1],0[2], 
. . . ,g[N(g)]. Размеры этих элементов определим следующим образом: 

V(wi[l)) 
Ф>[1}) 
V(xj[l]) 
Ч(Уь[1]) 
чЫ1}) 

где ifk есть к-е простое число, a Q = Зд + 1. Единственный элемент, 
соответствующий каждой тройке ф\ = (гу,-,х;-, ук) £ Z, обозначается че
рез W/, а его размер г](щ) зависит от индексов элементов тройки сле
дующим образом: г}{щ) = ^Q2/(ViVjV*)- В качестве границы возьмем 
b = 4>Q. Из неравенства Чебышева для распределения простых чисел [9] 
следует, что к < <рк < 10А:1п Аг/9, выбранные размеры элементов удовле
творяют неравенству yb < 77(a) < уб. Размер максимального элемента 
не превосходит Ciq42lnq + c2 и ограничен полиномом от общего числа 
элементов задачи 3-С. 

= V>Q4+J , 1 ^ 3 ^ Q, 2 <$ / <$ N(xj); 
= V>QV2*+*, 1 ^ к <£ q; 

= <Р%<Р2д+к, l^k^q, 2 ^ / ^ N(yk), 
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Для доказательства сильной NP-полноты задачи 4-Р достаточно по
казать, что искомое 4-разбиение существует тогда и только тогда, когда 
Ф содержит трехмерное сочетание. 

1. Предположим сначала, что имеется трехмерное сочетание Ф'С Ф. 
Соответствующее 4-разбиение получается из |Ф| подмножеств, каждое 
из которых содержит 4 элемента — один вида uh один вида wt, один 
вида Xjy один вида ук, где (wi,Xj,yk) = ф\ 6 Ф. Если ф} € Ф', то щ 
группируем с элементами w,[l], ж;[1], Ук[Ц- Если ф\ £ Ф', то щ группи
руем с элементами и7,-[г], Xj[r], у*[г], r ф 1. Заметим, что в полученном 
разбиении произведение элементов в каждой четверке равно Ь = </?д2. 

2. Предположим, что задано 4-разбиение нужного вида. Рассмотрим 
любое 4-множество из этого 4-разбиения. Размер любого элемента д £ 
W (J X |J Y имеет вид rj(g) = фдфд, где г — целое, а (рд — простое число, 
не равное (рд. Так как Ь = </?Q2, ТО В 4-разбиение входит элемент щ. 
Размер любого элемента щ имеет вид г}{щ) = 4>1Q/{щФзФк), г # е 1 ^ г ^ 9> 
Q + 1 ^ J ^ 2g, 2q + 1 ^ i ^ 3q. Поэтому в 4-разбиение входит по одному 
элементу, соответствующему каждому из составляющих тройки, причем 
все три элемента имеют вид либо м;,-[1], Xj[l], у*[1], либо гу,-[г], ж;-[г], 
yfc[r], г / 1. Пусть и;,, х ; , ук обозначают соответствующие элементы 
множеств W, X и У, а фх — (wi^Xj^yk') обозначает соответствующую 
тройку из Ф. Из простоты чисел <#, у>,, </?*, V?,/, y>j#, w следует, что 
г = г', j = j ' , к = &'. Таким образом, тройки вида ги,[1], а^[1], j/fc[l], 
входящие в заданное 4-разбиение, содержатся в Ф и образуют искомое 
трехмерное сочетание. Теорема 1 доказана. 

§ 3. Параллельные машины 

Установим NP-трудность задач построения расписаний для парал
лельных машин с критериями С т а х и ЕС. 

Лемма 1. Пусть с момента времени t на некоторой машине без про
стоя выполняется п работ. Тогда время Т завершения выполнения всех 
работ равно 

п 

T = tH(vi + l) 
t = l 

и не зависит от порядка выполнения работ. 

Справедливость леммы 1 непосредственно следует из определения 
длительности работ pj — Vjtj. 

Лемма 2. Пусть п операций в расписании s выполняются на m 
машинах, причем машина к, 1 ^ к ^ т , работает без простоев в проме-
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жутке времени [Tk,Tk]. Тогда 

, = 1 Ш = 1 ^* 

Справедливость леммы 2 непосредственно вытекает из леммы 1. 

Теорема 2. Задача, P\vt\CmdkX является NP-трудной в сильном 
смысле. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Задачу 4-Р сведем к задаче P\vt\CmaLX- Положим 
М = п и Vi; = г/(г) — 1. Покажем, что в построенной задаче расписание s, 
на котором Cmax(s) ^ ft, существует тогда и только тогда, когда в А су
ществует разбиение на п непересекающихся подмножеств А ь А 2 , . . . , Ап 
таких, что П '/(О —b Дл я 1 ^ j ^ и. 

1. Пусть такое разбиение существует. Тогда расписание 5 строится 
следующим образом. На машине m выполняются работы с номерами 
из множества Ат в произвольном порядке. Обозначим через Тт время 
завершения обслуживания работ на машине га. По лемме 1 получаем 

Тт= П(^ + 1)= Uv(i) = b. 
ieAm iEAm 

Следовательно, Cmax(s) = max 7/, = maxm=i n Tm — ft. 
2. Пусть существует расписание s, на котором Cmax(s) ^ 6. Обозна

чим через А'т множество работ, выполняемых на машине га. Покажем, 
что разбиение множества А на подмножества Aj является решением за
дачи 4-Р. Для этого покажем, что все машины работают в промежутке 
времени [1,6] без простоев. Предположим, что это не так. Пусть на 
машине га существует простой. Так как Тт ^ ft, то П (1 + v(z)) < &• 

Тогда 

П 4(i) = П(Х + V(J')) = П П С1 + «W) < 6"-
i£A i£A m=l ieA'm 

Получили противоречие. Следовательно, Yl v(i) — b и разбиение мно-

жества А на подмножества А'т является решением задачи 4-Р. Теорема 2 
доказана. 

Теорема 3. Задача P2\vt\CmdiX является NP-трудяоя. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Задачу SP сведем к задаче P2\vt\Cm3,x. Пусть 

a — П ^(О- Положим М = п + 2, vn+1 = 2(a/ft) - 1, vn+2 = 2ft — 1, v,- = 

i/(i) - 1, где t € А. Покажем, что в построенной задаче расписание з, на 
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котором Cmax(s) ^ 2а, существует тогда и только тогда, когда в А есть 
подмножество А' С А такое, что произведение размеров его элементов 
равно 6. 

1. Пусть такое подмножество существует. Тогда расписание s стро
ится следующим образом. На первой машине выполняются работа п + 1 
и работы множества А' в произвольном порядке, а на второй — осталь
ные работы. Тогда 

Тх = К + 1 + 1) 1[{у{ + 1) = 2^ Ц г,(г) = 2а, 
i€A' «€Л' 

% = к+2+1) П ^+-1) =26 П № = 2в-

Следовательно, C(s) = max{Ti,T2} ^ 2а и расписание 5 искомое. 
2. Пусть существует расписание s такое, что Cma,x(s) ^ 2а. В рас

писании s работы п + 1 и п + 2 выполняются на разных машинах. 
Действительно, если это не так, то Cmax(s) ^ (vn+i + l)(^n+2 + 1) = 
2(a/b)2b = 4а > 2а. Получаем противоречие. Пусть для определенности 
работа п + 1 в расписании s выполняется на первой машине. Обозна
чим через Ii множество работ, выполняемых на этой машине. Положим 
А = 1г \ {п + 1}. Так как Cmax(s) = тах{Г ь Т 2 } ^ 2а и П К + 1) = 4fl2> 

то из леммы 2 следует, что в промежутке времени [1,2а] все машины 
работают без простоев. Тогда 2а = Тх — 2 | П >?/(0- Следовательно, 

Yl rf(i) = 6 и множество Л' искомое. Теорема 3 доказана. 

Перейдем к рассмотрению задач с критерием Е С 

Л е м м а 3 [1]. Пусть с момента времени t на некоторой машине без 
простоя обслуживается подряд к работ. Тогда 

»=i *=1 j = i 

Утверждение леммы 3 следует из определения длительности работ 
Pj =Vjtj. 

Л е м м а 4. Пусть о,{ ^ 2 для всех 1 ^ г ^ n, n ^ 2. Тогда 
п — 1 к п 

ЕПа <^Па > 
fc=i»=i i= i 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится по индукции. При п = 2 утвержде
ние справедливо, так как a\ ^ aia2. Пусть для п = / — 1 неравенство 
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выполнено. Тогда 

/ - 1 к 1-1 / - 2 к / - 1 / 

ЕПа» = Па' + ЕП а^ 2П а^П а ' 
Jfe = l » = 1 i = l Jb = l » = 1 » = 1 1 = 1 

Лемма 4 доказана. 

Лемма 5 [1]. Пусть множество работ I упорядочено в порядке воз
растания величин Vi, г 6 / . Тогда данный порядок задает оптимальное 
расписание для задачи l\vt\Y,C. 

Справедливость этого утверждения следует из леммы 3. 

Теорема 4. Задача P2\vt\T,C является NP-трудяоя. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Задачу SP сведем к задаче P2\vt\T,C. Положим 
М = п + 4 и vn+1 = 2(а/6) - 1, vn+2 = 2 6 - 1 , vn+3 - vn+4 = 6a - 1, 
у^ = rj(i) — 1, i £ А. Покажем, что в этой задаче расписание 5, при 
котором %C(s) ^ у = 24а2 + 8а, существует тогда и только тогда, когда 
в А есть подмножество А' С А такое, что произведение размеров его 
элементов равно 6. 

1. Пусть такое подмножество существует. Тогда расписание s стро
ится следующим образом. На первой машине выполняются работы п + 1, 
п + 3 и работы множества А7, а на второй — остальные работы. Каждая 
машина выполняет работы без простоев в порядке возрастания вели
чин Vi. Тогда работы п + 3, п + 4 начинают выполняться в моменты 
времени 

tn+з = К + 1 + 1) Ц(Уг + 1) = 2^ J ] i/(t) = 2а, 

tn+4 = K + 2 + 1) Ц (v,- + l) = 26 Д / / ( г ) -2а . 
i£A\A' i£A\A' 

Обозначим через at суммарное время выполнения работ на машине г. 
Пусть \А'\ = &. Используя лемму 3, получаем 

к к i 

°i = Y, '•• + *»+!+*»+з= ] L П ^ + ! ) + 2 а + 1 2 а 2 -
t = l » = 1 ;' = 1 

fc s 

Из леммы 4 следует, что ^ Yl(vj + 1) ^ 2а и &i ^ 12а2 + 4а. Про-
t = i i = i 

делав аналогичные вычисления для машины 2, получаем сг2 ^ 12а2 + 4а. 
Следовательно, £C(s) ^ 24a2 + 8а и расписание s искомое. 



Комбинаторная сложность составления 23 

2. Пусть существует расписание s такое, что £C(s) ^ у. В расписа
нии s работы п + 3, п + 4 не могут выполняться на одной машине, так 
как ?п+з + п̂+4 ^ (6а+1) + (6а+1)2 > у. Покажем, что в расписании s вы
полнение этих работ должно начаться не позднее момента времени 2а. 
Пусть это не так. Согласно лемме 5 оптимальное расписание работ 
на каждой машине получается упорядочением их в порядке возрастания 
величин v,. Поэтому можно считать, что работы п + 3, п + 4 выпол
няются последними. Предположим, что в расписании s работа п + 3 
начинает выполняться в момент времени 2ах, где х > 1. Тогда работа 
п + 4 начинает выполняться не ранее момента времени 2а/х. Так как 
2ах + 2а/х > 4а и все параметры задачи целые, то 2ах + 2а/х ^ 4а + 1, 

£ C ( s ) ^ / п + з + tn+4 + tn+3 + *n+4 
су су 

^2ах+ — + 2ах6а + —6а ^ (6а + 1)(4а + 1) = 24а2 + 10а + 1. 
х х 

Получили противоречие. Следовательно, к моменту времени 2а все ра
боты, кроме работ п + 3 и п + 4, должны быть выполнены. Тогда в рас
писании s работы п + 1 и п + 2 выполняются на разных машинах, так 
как иначе Cmax(s) ^ (t/„+i + l)(vn4.2 + 1) = 2(a/b)2b — 4а > 2а. Не ограни
чивая общности, можно считать, что работы п + 1 и п + 3 выполняются 
на машине 1, и пусть 1Х — множество работ, выполняемых на этой ма-

п+2 
шине. Положим А' — 1Х \ {п + 1,п + 3}. Так как П (v, + 1) = 4а2, то 

t = i 
из леммы 2 следует, что все машины выполняют работы без простоев 
в промежутке времени [1,2а]. Тогда 2а = Тх = 2а/Ь \[ г}{г). Следова-

i£A' 
тельно, YI ^(О — ^ и множество А' искомое. Теорема 4 доказана. 

i£A' 

§4. Многооперационные системы 

Установим NP-трудность ряда задач построения оптимального рас
писания работ в многооперационных системах. Сначала рассмотрим 
задачи с системами потокового типа. 

Теорема 5. Задача ^3|г;/|Стах является NP-трудяоя в сильном 
смысле. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Укажем сведение задачи 4-Р к ^3|г;/ |Ст а х . По
ложим | / | = Ъп + 1. Обозначим через v tJ скорость роста длительности 
операции работы г Е / на машине j , 1 ^ j ^ 3. 
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Положим 

viyl = О, vi%2 = 7/(0 - 1, vi}3 = 0, 1 ^ г ^ 4п ; 
04п+1д = °5 v4 n+i,2 = 0, ^4п+1,з = 2 6 - 1 ; 
Щп+2,1 = Ь - 1, v4n+2,2 = 15 v 4 n + 2 ,3 = 2 6 - 1 ; 
t>4n+i,l = 2 6 - 1 , T74n+tf2 = l j V4n+t- | 3 = 2 6 - 1 , 3 ^ t ^ П - 1; 
« W = 2 6 - 1 , v 5 n | 2 = 1, v5 n > 3 = 6 - 1 ; 
V5n + l,l = 2 6 - 1 , V5n + 1>2 = 0, V5n + i)3 = 0. 

Покажем, что в этой задаче оптимальное расписание не превосходит 
величины у = 2П_16П тогда и только тогда, когда существует разбиение 
множества А на п непересекающихся подмножеств Л1? Л 2 , . . . , Ап таких, 
что П т/(г) = 6 для 1 ^ к ^ п. 

t'6-Afc 

1. Пусть такое разбиение существует. Построим расписание s следу
ющим образом. На первой машине выполняются в порядке возрастания 
номеров работы с номерами от An + 2 до Ъп + 1. На второй машине 
работы выполняются в последовательности (жк,4п + & + 1 ) , 1 ^ А ^ п , 
где жк — произвольная перестановка работ с номерами из множеств Ак. 
На третьей машине выполняются в порядке возрастания номеров ра
боты с номерами от An + 1 до Ъп. Легко проверить, что в построенном 
расписании машины работают с момента времени 1 до момента времени 
2п~гЬп без простоев. Следовательно, расписание s оптимально и не пре
восходит величины у = 2П_16П. 

2. Пусть существует расписание s такое, что C(s) ^ у. Так как 
длительность выполнения всех операций на первой, второй, и третьей 
машинах соответственно равна 

п 

Vi = П(»М + !) = 2"~16"' 
» = 1 

п An 

2̂ = П К 2 + 1)ПК2+1) = 2-1Ь", 
1 = 1 1 = 1 

п - 1 

з̂ = ПКз+1) = 2п-16п, 
i=0 

то по лемме 2 все машины работают без простоев с момента времени 1 до 
момента времени 2П_16П. Покажем, что машина 3 работает без простоя 
только в том случае, если она выполняет работы в следующем порядке: 
первой выполняется работа 4п+1, затем 4п+2, затем работы с номерами 
от An + 3 до Ъп — 1 и последней — работа Ъп. Так как длительности 
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операций работ с номерами от 4га + 3 до 5га — 1 одинаковы, то можно 
считать, что они всегда выполняются в порядке возрастания номеров. 

Обозначим через ti}j время начала выполнения работы г на машине j , 
а через uj — время завершения выполнения работы г на машине j . В мо
мент времени 1 к выполнению на машине 3 готова только работа 4п + 1. 
Тогда £4п+1,з = 1, ?4п+1,з = 26. К этому времени только работу 4га + 2 
можно успеть выполнить на двух первых машинах. Следовательно, 
^4п+2,1 = 1? ^4п+2,1 = ^4п+2,2 = 6, t*n+2,2 = t jn+2,3 = 2 6 , / 4 n + 2 , 3 = 4 6 . 
К моменту времени 462 только одну из работ с номерами от 4га + 3 до 
5га - 1 можно успеть выполнить на двух первых машинах. Следова
тельно, ПОЛУЧИМ *4п+3,1 = Ь, ?4п+3,1 = *4п+3,2 = 2б2, *4п+3,2 = *4п+3,3 = 4б2, 
4̂п+3,3 = 86 . 

Повторив это рассуждение для оставшихся работ, получаем t4n+»,i = 

2*-36-2 , f4fl+M = ti)2 = 2*~2Ъ*-\ *i|2 = tit3 = 2i'1bi'\ ilt3 = 2*6»', 4 <$ 
i Л П — l j ^5n,l = 2 n ~ 6 n " , <5n>1 = /5rl)2 = 2 n ~ 6 n~ , / 5 n > 2 = ^5n,3 = 
2n~16n"~1, ^5n>3 = 2n _ 16n . Из приведенных рассуждений следует, что на 
машине 2 работы с номерами от 1 до га выполняются в промежутки 
времени [2,~1Ь,"1;2*"1Ь*], 1 ^ г'^ п. Пусть А, — множество работ, вы
полняемых в промежуток времени [2'"16'"1;2*"16*]. Тогда из леммы 2 
следует, что 

ь=ПКз + 1)=П^')' 
jeAi jeAi 

и набор множеств А, задает искомое разбиение. Теорема 5 доказана. 
Теорема 6. Задача F2\vt\Lma,x является NP-трудяоя. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим сведение задачи 4-Р к F2|i;£|Z,max. По

ложим | / | = 5га — 1, 

vitl = О, vi)2 = !/(«) - 1, (Ц = 2n~1bn, 1 ^ г ^ 4га; 
^4п + 1,1 = Ь - 1, T74n + i,2 = 1> ^4п + 1 = 26; 

^4п+*,1 = 2 6 - 1 , V4n+i,2 = 15 ^4п+» = 2*6*, 2 < » < П - 1. 

Покажем, что в этой задаче существует расписание с целевой функ
цией L(s) — О тогда и только тогда, когда существует разбиение множе
ства Л на га непересекающихся подмножеств Ai ,A 2 , . . . ,Ап таких, что 
JJ */(*) = Ь для 1 ^ к ^ га. 

1. Пусть такое разбиение существует. Рассмотрим следующее рас
писание. На первой машине выполняются работы с номерами от 4га + 1 
до 5га — 1 в порядке возрастания номеров. На второй машине работы 
выполняются в последовательности (7Г*,4га + &), 1 ^ к ^ га, где пк — про
извольная перестановка работ с номерами из множеств А*. Нетрудно 
убедиться, что такое расписание является допустимым. 
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2. Пусть существует расписание s такое, что L(s) = 0. Так как 
5 п - 1 

maxcf, = 2n~16n и Ц (vi)2 + 1) = 2n~16n, то машина 2 работает без про-
стоев в промежутке времени [1,2П~16П]. Так как работа 4га+1 заканчива
ется до директивного срока d4n+i = 26, то она выполняется без задержек 
в промежутке времени [1,26]. Следовательно, titi = 1, t\ti = 6, /i j 2 = 6, 
1̂,2 = 26. Работа An + г, 2 ^ гi ^ n — 1 заканчивается до директивного 

срока 4̂п+» = 2*6', и аналогично изложенному выше на машине 1 она на
чинает выполняться не позже момента titi = 2,_26*"1. С другой стороны, 
выполнение данной работы не может начаться раньше этого срока, так 
как на машине 1 в это время выполняется работа г — 1. Следовательно, 
tix = 2*-261"-1, йл = ii)2 = 2{~1Ъ\ ti}2 = 2*6', 2 < t ^ n - 1. 

Из приведенных выше рассуждений следует, что на машине 2 ра
боты с номерами от 1 до га выполняются в промежутки времени [2'"16*""1; 
2'~16*], 1 ^ г ^ п. Пусть Ai — множество работ, выполняемых в проме
жуток времени [2'"16,"1;2*"16*]. Тогда из леммы 2 следует, что 

6 = П ( ^ + 1)= П^') 
j€At j£Ai 

и набор множеств Л, задает искомое разбиение. Теорема 6 доказана. 
Перейдем к рассмотрению задач с системами открытого типа. 
Теорема 7. Задача 03\vt\Cmax является NP-трудяоя. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим сведение задачи SP к 03|г;/ |Ст а х . По

ложим | / | = га+3, Vij = 7/(г)-1, 1 ^ г'^ га, Vn+ij = 2 a / 6 - l , vn+2,j = 26—1, 
v n + 3 j = 2а — 1, 1 ^ j ^ 3. Покажем, что в построенной задаче расписа
ние 5, при котором C(s) ^ 8а3, существует тогда и только тогда, когда 
в А есть подмножество А' С А такое, что произведение размеров его 
элементов равно 6. 

1. Пусть такое подмножество существует. Тогда расписание s мо
жет быть построено следующим образом. Сгруппируем работы в три 
множества: Nx = {i\i € A'} U {га + 1}, N2 = {га + 3}, N3 = {i\i € 
А \ A'} U {га + 2}. На первой машине работы выполняются в последова
тельности (я"1,я"2,7г3), на второй — (я"2?я"з>я"1) и н а третьей машине — 
в последовательности (7Гз,7г157Г2), ГДе ^к — произвольная перестановка 
работ из множества Nk, 1 ^ к ^ 3. Так как fj r,j<7 + 1 = 2а, 1 ^ j ' ^ 3, 

i£Nk 

то все машины работают без простоев с момента времени 1 до момента 
времени 8а3 и C(s) ^ 8а3. 

2. Пусть существует расписание 5 такое, что C(s) ^ 8а3. Так как 
п+З 
П v, j + 1 = 8а3, 1 ^ j ^ 3, то по лемме 2 все машины работают без про-
t = i 
стоев с момента времени 1 до момента времени 8а3. Так как выполнение 
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работы п + З в расписании s завершается к моменту времени 8а3, то она 
выполняется с момента времени 1 без задержек. Следовательно, суще
ствует машина, которая выполняет работу п + 3 в промежутке времени 
[2а,4а2]. Без ограничения общности можно считать, что это машина 1. 
Тогда остальные работы выполняются на ней в промежутке времени 
[1,2а], [4а2,8а3]. Так как (vn+i,i + l)(^n+2,i + 1) = 4а > 2а, то работы 
п + 1 и п + 2 на машине 1 выполняются в разные промежутки времени. 
Пусть А' — множество номеров работ, которые выполняются в том же 
промежутке, что и работа п + 1 . Так как машина работает без простоев, 
то по лемме 2 имеем 

2а = К + м + 1) Д К! + 1) = 2^ Ц г/(г). 
i£A' iEA' 

Следовательно, П */(*) — &и множество А' искомое. Теорема 7 доказана. 
i£Af 

Теорема 8. Задача 02\vt\LmdLX является NP-трудной. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим сведение задачи SP к 02\vt\Lmax. По

ложим Г = 1, 7" = \п + 3|, Vij = 7/(г) — 1, 1 ^ г ^ n, vn+i,j = 2а/Ь — 1, 
vn+2,j = 2b-l,vn+3J = 2 а - 1 , 1 ^ j ^ 2,<1{ = 8а3, 1 ^ г ^ n + 2,dn+3 = 4а2. 

Покажем, что в построенной задаче существует расписание s, не 
нарушающее директивных сроков тогда и только тогда, когда в А есть 
подмножество А' С А такое, что произведение размеров его элементов 
равно Ь. 

1. Пусть такое подмножество существует. Построим расписание s 
следующим образом. Сгруппируем работы в три множества: Nx = {i\i £ 
A'}U{n + l},N2 = {n + 3}, JV3 = {*1* € A\A'}U{n + 2}. На первой машине 
работы выполняются в последовательности (7гь 7Г2,7Г3), на второй— в по
следовательности (7Г2,7Гз,7Г1), где 7Г£ — произвольная перестановка работ 
из множества Л*, 1 ^ к ^ 3. Так как J] (vitj + 1) = 2а, 1 ^ j ^ 3, то 

i£Nk 

в построенном расписании все машины работают без простоев в про
межутке [1,8а3] и выполнение всех работ завершается до директивных 
сроков. 

2. Пусть существует расписание s такое, что L(s) = 0. Так как вы
полнение работы n + З в расписании s завершается к моменту времени 
4а2, то она выполняется с момента времени 1 без задержек. Следова
тельно, существует машина, которая выполняет работу п + 3 в проме
жуток времени [2а, 4а2]. Без ограничения общности можно считать, что 
это машина 1. Тогда остальные работы выполняются на ней в проме
жутки времени [1,2а], [4а2,8а3]. Так как (vn+i,i + l)(vn+2,i + l) = 4а > 2а, 
то работы 71+1ип + 2на машине 1 выполняются в разные промежутки 
времени. Пусть А' — множество номеров работ, которые выполняются 
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в том же промежутке, что и работа п + 1. Так как машина 1 работает 
без простоев, то из леммы 2 следует, что 

2а = К+и + 1) П(Чх + 1) = 2^ П ^0-

Поэтому Yl */(*) = Ь и множество А' искомое. Теорема 8 доказана. 
i£A' 

Отметим, что для большинства NP-трудных задач с простым ли
нейным ростом длительностей NP-трудны и аналогичные задачи с по
стоянными длительностями. Исключением является задача с крите
рием ЕС на параллельных машинах, которая полиномиально-разрешима 
в классическом случае и NP-трудна для задач с простым линейным ро
стом длительностей. 

§ 5. Полиномиально-разрешимые случаи 
Как было отмечено выше, для большинства критериев результаты 

по NP-трудности задач с постоянными длительностями переносятся на 
задачи с простым линейным ростом длительностей. Аналогичная кар
тина наблюдается и для некоторых полиномиально-разрешимых задач. 
Для каждой из таких задач можно построить полиномиальный алго
ритм, в некотором смысле эквивалентный алгоритму для решения та
кой же задачи с постоянными длительностями. Ниже делается попытка 
предложить некоторый метод, позволяющий по уже существующему ал
горитму построить другой алгоритм, решающий эквивалентную задачу. 

Пусть П — оптимизационная задача, /п — индивидуальная задача, 
Si — допустимое решение задачи / п , 1 ^ г ^ п, и /(s , ) — значение 
целевой функции на допустимом решении s,. Пусть j(x) : R —• R — 
строго возрастающая функция. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Будем говорить, что задача П изоморфна задаче 
П относительно функции 7? если 

1) для любой индивидуальной задачи /п существует индивидуаль
ная задача % такая, что для любого допустимого решения s, задачи /п 
решение s,- = 7(5») является допустимым для задачи /^ и для любого 
допустимого решения з, задачи % решение st = 7_1(^«) является допу
стимым решением задачи / п ; 

2) /(7(51*)) = 7(/(5*)) Дл я любого допустимого решения 5,- задачи /п. 
Индивидуальные задачи, описанные в определении, будем называть 

изоморфными. Рассмотрим задачи F2||Cmax <02||Cmax. 
Лемма 6. 1. Относительно функции 7 = 2х задача F2|i;/|Cmax изо

морфна, задаче ^Р2||Стах. 
2. Относительно функции j = 2х задача 02\vt\CmBLX изоморфна за

даче 02 | |С т а х . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем пункт 1. Числовыми параметрами, ха
рактеризующими каждую индивидуальную задачу с постоянными дли
тельностями, являются длительности выполнения операций p t . В за
дачах с растущими длительностями числовыми параметрами являются 
величины Vi. Обозначим через (1и(1 множества всех операций в задачах 
^2 | |С т а х и F2|v/|Cmax соответственно. Пусть £,, i £ ft, — допустимое 
расписание некоторой индивидуальной задачи 1^. Построим индивиду
альную задачу / п , изоморфную индивидуальной задаче %. Положим 
Vi = 2^ — 1. Убедимся, что в построенной задаче Sj = 2s i является допу
стимым решением. Обозначим через т, и г, момент завершения операций 
в задачах 1ц и /^ соответственно: 

т( = Si + SiVi = 27 '2'* = 2 7 ' + * = 2Т\ (1) 

Для допустимости решения необходимо выполнение неравенств, свя
занных с величинами s, и г,. Поэтому из (1) и монотонности функции 
2х следует, что если 5, — допустимое решение в задаче %, то s,- — 
допустимое решение в задаче / п . Аналогично проверяехся и обрат
ное утверждение. Совпадение целевых функций следует из равенства 
max2Tf = 2maXi€ /T i . Второе утверждение леммы 6 доказывается анало
ге/ 

гично. Лемма 6 доказана. 

Следствие 1. Если 5, — оптимальное решение в задаче 1^, то 5, — 
оптимальное решение в задаче 1ц, изоморфной задаче /^. 

В работах [10,11] для точного решения задач ^2 | |С т а х , 02 | |С т а х при
ведены полиномиальные алгоритмы с трудоемкостью O(nlogn) и О(п) 
соответственно. Обозначим их через AF и АО соответственно. Обозна
чим длительности операций работы г на первой и второй машинах через 
а, и 6,. 

Алгоритм AF. # 

Шаг 1. Множество работ I разбивается на два подмножества 1± = 
{г|а, ^ 6,} и /2 = {i\di > bi}. 

Шаг 2. Находится перестановка 7г, в которой сначала идут опера
ции множества 1\ в порядке неубывания значений а,, а затем операции 
множества /2 в порядке неубывания значений 6,. 

Шаг 3. Находится расписание, в котором операции выполняются 
в порядке, заданном перестановкой 7г на обеих машинах. 

Конец. 



30 А. В. Кононов 

Алгоритм АО. 
Шаг 1. Множество работ I разбивается на два подмножества 1г = 

{i\di <£ 6J и I2 = {i\a{ > bi}. 
Шаг 2. Среди операций множества 1г выбирается операция ji такая, 

что bjx ^ max a,, a среди операций множества 12 выбирается операция j 2 
* € / i 

такая, что а,- > max6,. 
Шаг 3. Вычисляются а = £ a,, /J = ^ 6 » . 

«€ / » € / 

Ш а г 4. В силу симметрии задачи можно считать, что а + 6j2 ^ 
P+ah. Находится перестановка тга = (7rjAil,7r/2\i2, j 2 , ji) и тг6 = ( i i ,7r / A i l , 
7r/2\j2,j2), где 7Г/д;1 — произвольная перестановка из /х \ j l 5 а 7г/2\;-2 — 
произвольная перестановка из I2 \ j 2 . 

Ш а г 5. Строится расписание, в котором операции на машине а 
выполняются в порядке, заданном перестановкой 7га, а на машине b — 
перестановкой жь. 

Конец. 

В обоих алгоритмах операция сразу ставится на выполнение, если 
все предшествующие операции выполнены и машина свободна. 

Обозначим через vf и г;* скорости роста длительностей операций на 
первой и второй машинах в задачах Р2|г7*|Стах и 02\vt\CmdLX. Алгоритмы 
АО и AF работают следующим образом. В алгоритмах АО и AF вели
чины а, заменяются на а, = v? + 1 , bt- заменяются на /J,- = v\ + 1 и каждая 
операция сложения — на операцию умножения. 

Алгоритм AF. 
Ш а г 1. Множество работ / разбивается на два подмножества /х = 

{i|a,- ^ А} и /2 = {i|at. > А}-
Шаг 2. Находится перестановка 7Г, в которой сначала идут опера

ции множества /]. в порядке неубывания значений а,, а затем операции 
множества 12 в порядке неубывания значений /?,-. 

Шаг 3. Находится расписание, в котором операции выполняются 
в порядке, заданном перестановкой 7Г на обеих машинах. 

Конец. 

Алгоритм АО. 
Шаг 1. Множество работ I разбивается на два подмножества 1Х — 

{х\оц ^ р{} и /2 = Ц\а{ > Pi}. 
Шаг 2. Среди операций множества 1г выбирается операция ji такая, 

что Pjx ^ max a,-, a среди операций множества 12 выбирается операция 
j 2 такая, что aj2 ^ max/?,. 

»€ / i 
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Шаг 3 . Вычисляются a = П аг, /3 = П Л-

Шаг 4. В силу симметрии задачи можно считать, что a/3j2 ^ 
/3ajx. Находятся перестановки 7Га = (^i1\j1,^i2\j2,J2yJi) и 7г6 = ( jb^/ i \ in 
7r/2\j2,j2)? где TT/J -̂J — произвольная перестановка из /х \ j l 9 а 7Г/2\7-2 — 
произвольная перестановка из J2 \ jV 

Шаг 5. Строится расписание, в котором операции на машине a 
выполняются в порядке, заданном перестановкой 7га, а на машине b — 
перестановкой 7г6. 

Конец. 

Пусть 1ц — произвольная индивидуальная задача F2|v/|Cmax , а /д- — 
изоморфная ей индивидуальная задача .F2||Cmax. Алгоритм AF находит 
оптимальное решение 5, задачи ^2 | |С т а х . Покажем, что алгоритм AF 
находит решение s, = 2*1, которое, как было отмечено выше, также 
является оптимальным. Действительно, в начальный момент значению 
каждого числового параметра х в задаче % соответствует значение 2х 

в задаче / п . Так как функция 2х строго возрастающая, операция сравне
ния двух величин дает одинаковый результат. Пусть на некотором шаге 
в алгоритме AF вычисляется число ~х = хх + х2. Тогда в алгоритме AF 
на этом шаге получается число х = 2*12ЛГ2 = 2Xl+X2 = 2х. Следовательно, 
алгоритм AF получит решение s, = 25*. Отметим, что замена одной 
элементарной операции на другую, а именно сложения на умножение, не 
увеличивает трудоемкости алгоритма. Проведя аналогичные рассужде
ния и для алгоритма АО, получаем следующее утверждение. 

Теорема 9. 1. Алгоритм AF находит оптимальное расписание за
дачи F2|v/|Cmax с трудоемкостью O(nlogn). 

2. Алгоритм АО находит оптимальное расписание задачи02|г;/|Стах 
с трудоемкостью 0(п). 

§ 6. Заключение 

Из полученных результатов следует, что задачи с простым линей
ным ростом длительностей по своей структуре сходны с классическими 
задачами теории расписаний. Поэтому для критерия минимизации дли
ны расписания следует ожидать эквивалентных полиномиальных алго
ритмов и для других постановок задач с простым линейным ростом 
длительностей, если такие существуют в аналогичных классических за
дачах. По-видимому, следует ожидать такие результаты для задачи 
построения расписания на двух машинах с системой рабочего типа и за
дачи построения расписания на двух машинах с системой, в которой 
присутствуют работы из системы как потокового типа, так и откры
того. 
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