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Пусть Z — множество целых чисел, R — множество веществен­
ных чисел, Хк — декартово произведение к множеств X, \Х\ — число 
элементов в множестве X, P ( n , m , a ) — множество n-мерных поли­
эдров, заданных системой из т линейных неравенств с целочислен­
ными коэффициентами, по абсолютной величине не превосходящими 
a, V(X) — множество вершин выпуклой оболочки точек из X. При 
к = 1, 2 , . . . , п доказывается неравенство 

_шах % \V(M П {Z* х Я-.-*})| £ lH2Lk,L ^ ( j j I n - 1 a. 
M ^ W V г " Sn* 4*+»Jb*(*-l)! 

Введение 

Положим 7 f c(n,m,Q) = max \V(M П {Z* x J?n - f c}) | . В [1] дока-
M 6P(n,m,a) 

зано соотношение 72(2, m, a ) х m In а. Из [2, 3] при фиксированном п 
следует ^п{п^т^а) х 1 п п _ 1 а . Кроме того, при фиксированном п дока­
заны соотношения 7*(тьга,а)<(™) In*""1 a [4] и 7*(гс,га,а)<(|™|) In* a [5]. 
Положим 

В настоящей работе при достаточно больших а устанавливается нера­
венство 

*с» . °» «м£(Г- Hi 0) 1п'~ч (1) 
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из которого следует, что при фиксированном к выполняется соотно­
шение 

7*(n,m,a)<£n(m) СК1-
Пусть М = {х | Ах ^ Ь}, где b € Zm, А — матрица размера га х п 

с целочисленными элементами. Обозначим через а(М) наибольший по 
абсолютной величине элемент, находящийся среди элементов матрицы 
А и вектора Ь, через Кк/У — множество векторов, у которых первые к 
компонент являются неотрицательными целыми числами, меньшими 7? 
а последние п — к компонент равны 0, через М£7 — полиэдр, заданный 
системой неравенств 

'7 ~ с 2 - с 3 ••• ~сп\ 
0 1 0 . . . 0 I L Л 

х ^ то + А 
0 0 0 . . . 1 / 

через Г*7(М) — множество полиэдров {М*у \ с е Кк}1}. Положим 

< 7 ( М ) = 7"* £ |V(MT
e
>7 П {Zk х Rn~k})\. 

Величина фк
Тп(М) равна среднему числу вершин выпуклой оболочки ча­

стично целочисленных точек полиэдров из Г^7(М), и а(М^п) ^ а(М) 
(т + П7) для любого с из Ккп. Поэтому при а ^ а(М)(т + nj) выполня­
ется неравенство 7*(гс,га,а) ^ <£{:>7(М). 

В § 1 доказывается существование полиэдра М и таких констант 
7о и т0, зависящих только от п и М, что для любого простого 7 > То 
и г = 7/7"о выполняется неравенство 

* л ( " » g j j f f i . ц,!»- 7. (2) 
В § 2 этот результат обобщается, а именно для А; = 1,2,.. . , п доказы­

вается существование полиэдра М и таких констант 7о и т0, зависящих 
только от п и М, что для любого простого 7 > 7о и г = 7^о выполняется 
неравенство 

22*+3**(А; ̂ С ) ' » ' -<,w>o, tJ:: ; . . г ь*-17. (з) 
По закону распределения простых чисел [6] при достаточно боль­

ших а в интервале от a/(2a(M)(r0 + п)) до а/(а(М)(т0 + п)) всегда 
найдется простое число 7. Отсюда и из соотношения (3) при достаточно 
больших а следует, что 

7*(n,m,a)^—ТТГГ71Г—ГчТ / l n 
22*+3А;*(А: - 1)! \ * / 2a(M)(r0 + n) ' 
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Из последнего неравенства при а ^ (2а(Л/)(т0 + п))2п вытекает неравен­
ство (1). 

Все необходимые построения для доказательства неравенства (2) 
приводятся в § 1, неравенства (3) — в § 2, а обоснование и доказательство 
этих построений — в § 3 . 

§1 . Нижняя оценка величины ф£ (М) 

Пусть е, — вектор длины га, в котором г-я компонента равна 1, 
а остальные компоненты равны О, ДП(М) — наибольший по абсолютной 
величине минор n-го порядка матрицы А. 

Полиэдр М назовем слабо связанным, если для каждой его вер­
шины v величина е,-(Ь - Av) либо равна 0, либо больше 2пДп(М). 

Лемма 1. При т > 2ггуАп(М)2 любой полиэдр из Т^у(М) является 
слабо связанным. 

Вершину из V(M П {Zk x Rn~k}) при к = 1,2, . . . , п назовем внут­
ренней, если она не лежит ни на какой грани М размерности п — к — 1 
(при к = п все вершины внутренние). Множество внутренних вершин 
из V(M П {Zk х Rn~k}) будем обозначать через Vk{M). По аналогии 
с определением фк

п{М) положим Ф*7(М) = 7~* Y^ceKk y l ^ (^ r , 7 ) l -
Каждой вершине v полиэдра М поставим в соответствие угловой 

полиэдр Mv, образованный только теми неравенствами из системы Ах ^ 
Ь, которые в точке v обращаются в равенство. 

Лемма 2. Если М — слабо связанный полиэдр, то при к = 1,2, 
. . . , п выполняются соотношения 

1) V(MV П {Zk х Rn~k}) П V(MU П {Zk x Дп~*}) = 0, где u,v <E 
У(М) и u ^ v; 

2) T4(MV) П Vk(Mu) = {0}, где u, v € V(M) и и ф v\ 
3) V(Af П {Z* x #n"*}) = (J V(MV П {Z* x Rn-k}); 

v£V(M) 
4) T4(M) = U Vk(M"). 

v£V(M) 

При r > 2njAn(M)2 из лемм 1, 2 и определения величины Ф*Л(М) 
следует, что 

# | Т ( М ) > Ф;Л(М) = ^ Ф * 7 ( М - ) > Щ М ) | m i r , ^ ( M ' ) . (4) 
vev(M) 

Полиэдр М размерности п называется простым, если в каждой его 
вершине только п неравенств обращаются в равенство. 

Пусть угловой полиэдр Mv задан системой неравенств Avx ^ bv. 
Если полиэдр М — простой, то матрица Av — квадратная. 
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Пусть В — квадратная целочисленная невырожденная матрица, / 6 
Zn и Я+ = (det В)В'1. Множество неотрицательных решений сравне­
ния Я+(ж — / ) = О (det В) обозначим через (7(Я,/) , а множество то­
чек из V(G(B,f)) со строго положительными компонентами — через 
V+(G(B,f)). Между целочисленными решениями неравенства Вх ^ / 
и точками из G(J3, / ) существует взаимно однозначное соответствие, за­
даваемое формулой / — Вх = у, при котором вершина переходит в вер­
шину [7]. Поэтому справедливы равенства \V(G(B,f))\ = \V({x \ Вх ^ 
f}C\Zn)\ и \V+(G(B,f))\ = \Vn({Bx ^ /} ) | . Для каждого вектора с из КП1 
определим множество G^(B,f) неотрицательных решений сравнения 

1 с2 с3 . . . сп\ 
О 7 0 ••• О 

Д + ( « - / ) = 

,0 0 0 . . . 7 / 
Из сказанного вытекает равенство 

/ ex det Б ' 
0 

V 0 
( 7 det Б) . (5) 

Ф»7({* | Я* < /}) = 7"п £ 1 ^ ( Я , г / ) ) | . (6) 

При 7, взаимно простом с det Я, сравнение (5) можно представить в виде 
системы сравнений 

Г В+(и - / ) = 0 (mod det Б) 
I (1, с 2 , . . . , сп)Б+(и - / ) = С! det Я (mod 7). 

Пусть Я = {х | В+(х- f) = 0 (mod det Я), я > 0}, 6(х) — число раз­
личных векторов с из Кпу таких, что х 6 V(G^(B,/)). Из приведенных 
определений и равенства (6) вытекает тождество 

Фп
тп({х\Вх<±/}) = 7-пУ£б(х). (7) 

х£Н 

Для оценки величины £(ж) воспользуемся следующей леммой из [3]. 

Лемма 3. Пусть А — решетка, Г(6) = {х \ х - b £ Л, х ^ 0} 
и и — точка из^ Г(Ь). Есля яе существует ненулевой точки в А с компо­
нентами, по абсолютной величине не превосходящими соответствующих 
компонент точки пи, то и — вершина выпуклой оболочки точек из Г(Ь). 

Обозначим через Л решетку {х \ В+х = 0 (mod det Я)}, через i/(x) 
число точек из Л с компонентами, не превосходящими по абсолютной 
величине соответствующих компонент точки х. При простом 7 Дл я 

произвольной точки х (х ф 0 (mod 7)) найдется точно 7 n _ 1 векторов с 
из КП1 таких, что имеет место равенство (1, с2, с 3 , . . . , cn)B+x = Ci det Я 
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(mod7), и 7П"2 векторов с из ifn-i,7 таких, что ( l , c i , c 2 , . . . , cn_i)B+x = 
0(mod7)- Следовательно, по лемме 3 6(х) ^ 7 n _ 1 ~~ v{nx)in~2. Отсюда 
и из (7) вытекает, что при простом 7 > det В выполняется неравенство 

Ф?,7({* | Вх < I /» > i - J ] 1. (8) 
2»/(пяг)^7 

Лемма 4. Существует число j 0 , зависящее только от п и det В, 
такое, что для любого простого 7 > 7о выполняется неравенство 

Y i> 1 
хен v y 

2i/(nx)^7 

Из соотношения (8) и леммы 4 вытекает существование такого чис­
ла 7о> зависящего только от п и det Б , что при всех простых 7 > То 
выполняется неравенство 

* л « . | * < fo) >,»„(,,'_ 1 ) h .b.--'7. О» 
Поскольку неравенство (9) выполняется при произвольном векторе / , 
а при простом полиэдре М каждый угловой полиэдр Mv размерности п 
задается квадратной системой п неравенств, из (4) и (9) вытекает 

Теорема 1. Если М — простой полиэдр, то найдется такое число 
7о> зависящее только от п и М, что при всех простых 7 > 7о # г > 
2njAn(M)2 выполняется неравенство 

Обозначим через DCn(m) полиэдр 
n m 

{ж | 2_\(т^ ~* У^ ^O^i ^ m П Р И ЛК)бом i = 1 , 2 , . . . , га}. 
j = l Jb = l 

Известно [8], что полиэдр DCn(m) — простой и число его вершин 
равно £п(™)- Взяв в теореме 1 в качестве полиэдра М полиэдр DCn(ra), 
получаем неравенство (2). 

§2. Нижняя оценка величины ф^^М) 
при fc = 1,... , п 

Введем следующие обозначения: 
D — полиэдр, заданный системой неравенств Вх < / с целочислен­

ными коэффициентами; 
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С% — множество всех (п — А;)-элементных подмножеств множества 
{ 1 , . . . , п } ; 

B22{J) — подматрица матрицы 2?, расположенная в последних п — к 
столбцах и строках с номерами из «/; 

B2i(J) — подматрица матрицы Б, расположенная в первых к столб­
цах и строках с номерами из «/; 

В\ 2{J) — подматрица матрицы Б, расположенная в последних п — к 
столбцах и строках с номерами, не принадлежащими J; 

B\i(J) — подматрица матрицы Б, расположенная в первых к столб­
цах и строках с номерами, не принадлежащими «/; 

/ i ( J ) — вектор, полученный удалением из / компонент с номерами 
из J; 

f2(J) — вектор, составленный из компонент вектора / с номерами 
из J. 

Под полиэдром D(J) будем понимать полиэдр размерности А;, задан­
ный системой неравенств 

(Б1Х(7) - B12(J)B22(J)-1B21(J))x < / , ( J ) - Bl2{J)B22{J)-1 f2(J). 
Для каждой точки из V(D П {Zk x Rn~k}) найдется п — к неравенств, 

обращающихся в ней в равенство. Каждой вершине z из V(D(J)f)Zk) од­
нозначно соответствует вершина (zJB22(J)~1(f2(J)-B2i(J)z)) из V(Df) 
{Zk x Rn~k}). Это соответствие сохраняет свойство «внутренности» вер­
шин. Так как в каждой внутренней вершине V{D D {Zk x Rn~k}) в ра­
венство обращается только п — к неравенств, то при разных множествах 
Jx и J2 из С% внутренним вершинам из V(D(Ji) П Zk) и V(D(J2yn Zk) 
соответствуют разные вершины из V(D П {Zk x Rn~k}). Следовательно, 

Ф;|7(Д) ^ £ Ф*,7(ОД). (ю) 

det B2 2(J)?0 

Из (4), (10) и (9) получаем, что при простом полиэдре М, достаточно 
большом простом 7 и г > 2njAn(M)2 выполняется неравенство 

/ \ 

У 1п'~'7 . (и) 
\de t Av

22(J)j60 / 

<7(м)̂  £ 
«€V(Af) 

В качестве М возьмем полиэдр DCn(m). Так как в последних п - к 
столбцах матрицы все миноры (п — А:)-го порядка отличны от нуля, то 

Е Е 1-б.(»)(Й 
det A ; a ( J )*0 

и неравенство (3) очевидным образом следует из (И) . 
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§ 3. Доказательства лемм 1-4 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 1. По определению множества Тк

п(М) 
полиэдр D из этого множества задается системой неравенств А(Вх — 
d) ^ /ЗЬУ где В — целочисленная матрица с определителем 7> d € Zn и 
/3 > 2njAn(M)2. Точка и является вершиной полиэдра D тогда и только 
тогда, когда точка v = l/(f3(Bu — d)) — вершина полиэдра М. Из це-
лочисленности матрицы А, вектора Ь и правила Крамера следует, что 
если е,-(6 — Av) ф О, то е,(5 — Av) ^ 1/(Дп(М)). Подставдяя в послед­
нее неравенство вместо v ее выражение через и, получаем неравенство 
ej(/3b — A(Bu — d)) ^ /3/(Ап(М)). Для завершения доказательства леммы 
остается заметить, что jAn(M) = An(D) и {3/(Ап(М)) > 2nAn(D). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 2. Пусть полиэдр D задан системой не­
равенств Вх ^ / (В € Z m x n , / G Zm ) , полиэдр Dv — системой нера­
венств Bvx ^ р (Bvv = / v ) , и пусть / G V(DV П {Zk x Rn~k}). Так как 
вектор t — v принадлежит конусу Bvx ^ 0, то этот вектор может быть 

п 
представлен в виде t — v — ^ а, Л* неотрицательной комбинации его ре-

» = 1 

бер. Не уменьшая общности, можно считать, что векторы Л1, Л 2 , . . . , hn 

целочисленные и наибольший общий делитель всех компонент каждого 
вектора равен 1. Нетрудно видеть, что при этих условиях имеют место 
неравенства \ejBhl\ ^ Дп(1?), где t = 1,2,.. . ,п и j = 1,2,.. . ,m. Ни при 
каком г величина а, не может быть больше 1, так как иначе векторы t—h* 
и * + Л1" содержатся в Dv. Значит, точка t = (l/2)(t - h() + (1/2)(* + h{) 
не является вершиной выпуклой оболочки точек из DvC\{Zk x Rn~k}. Сле­
довательно, при j = 1,2,.. . , га выполняются неравенства |е7Б(/ — v)\ < 
nAn(D). Поскольку полиэдр D слабо связанный, то для любых различ­
ных вершин uuv полиэдра найдется г такое, что \erB(u—v)\ > 2nAn(D). 
Допущение, что t € V(DV f){Zk x Rn~k})nV(Du C){Zk x Rn~k}) приводит 
к неравенству \erB(u-v)\ ^ \erB(u-t)\ + \erB(v-t)\ < 2nAn(D), проти­
воречащему предыдущему. Таким образов, первое утверждение леммы 
доказано. Поскольку Vk(D) С V(DV П Zk x Rn~k), второе утверждение 
леммы следует из первого. 

Убедимся в справедливости третьего утверждения леммы. Вели­
чина €j Bt не превосходит величин е ; / при ejBv — ejf и е ; / + ejB(t — 
v) - (ejf - ejBv) при CjBv ф ejf. Так как при ejBv ф ejf по определе­
нию слабо связанного полиэдра выполняется неравенство ejf — e^Bv > 
2nAn(D) ^ ejB(t - г/), то t G D и в точке tf в равенство могут обра­
щаться только неравенства из системы Bvx ^ fv. Тем самым дока­
заны включения V(D П {Z* X #n"*}) С |J У(Я" П {Z* x Я""*}) 

и В Д С (J Vk(D"). 
vev(D) 
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Пусть t € V(D 0{Zk x Rn"*}). Тогда найдется вектор с такой, что 
максимум линейной формы сх на D П {Zk X Дп"*} достигается в един­
ственной точке t. Обозначим через v вершину полиэдра Z), в которой 
достигается максимум линейной формы на этом полиэдре. Если t не 
является вершиной выпуклой оболочки точек D П {Zk x Rn~k}, то най­
дется точка у из V(DV П {Zk x Rn~k}) такая, что су ^ ct. По доказанному 
выше у G D, что противоречит определению вектора с. Следовательно, 
^ У ( ^ П ^ х й п - * ) и У ( 1 ) П { ^ х ^ } ) С (J У(Р*П{£*хДп-*}) . 

vev(D) 
Тем самым доказано третье утверждение леммы. 

Для доказательства последнего утверждения леммы достаточно за­
метить, что если t € Vk(D), то по предыдущему найдется точка v из 
V(D) такая, что t € V(DV П {Z* х Лп-*}), а значит, * € Vk(Dv). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 3. Пусть точка и удовлетворяет усло­
виям леммы и не принадлежит множеству У(Г(6)). В этом случае и 
является выпуклой комбинацией точек Л°, Л 1 , . . . , hn из Г(6) с коэффици­
ентами А0, А!, . . . , Ап. Пусть Xj — наибольший из этих коэффициентов 
Так как h? ^ 0, то точка h? — и принадлежит Л и — и ^ h?] — и. С другой 
стороны, справедливы соотношения 

п » п 

У — и = 2_\ ~r~(u — h%) ̂  V> и ^ п и-
1 = 0 А-> 1 = 0 

Но существование точки Ы — и противоречит условиям леммы. Сле­
довательно, допущение неверно ж и — вершина. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 4. Обозначим через Аг решетку {х | х е 
Л, re = O(modn)}. Число различных классов фактор-множества Zn \ Аг 
не превосходит пп det В. В каждом классе Sк существует вектор с нео­
трицательными компонентами, не превосходящими п det В. Этот век­
тор обозначим через y(Sk). Пусть К1 — множество целочисленных век­
торов с компонентами, большими 7- Для произвольного класса Sk имеет 
место включение {Sk П Кп det В} - y(Sk - п / ) С пН. Следовательно, 

Е »> Е » Е 1-
Просуммировав эти неравенства по всем классам из фактор-мно­

жества Z n /Ai , получим неравенство 
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Пусть Л1, Л2 , . . .,hu(x>> — точки из Л, компоненты которых по аб­
солютной величине не превосходят соответствующих компонент точки 
х. Из множества этих точек выделим наибольшее подмножество точек 
с одинаковым знаком соответствующих компонент. Не уменьшая общно­
сти, можно считать, что это подмножество состоит из точек Л1, Л 2 , . . . , hr 

(г ^ v(x)2~n). Рассмотрим фактор-множество Zn/A. Число классов 
равно det J9, и в каждом классе Sk существует вектор y(Sk) с компонен­
тами, по абсолютной величине не большими det В и имеющими тот же 
знак, что^и соответствующие компоненты точки Л1. При ж, принадле­
жащем Кпdet в? и j = 1,2,... , к точка Ы — y(Sk) для любого класса Sk 
из Zn/A имеет компоненты, не превосходящие соответствующих компо­
нент точки х. Так как y(Ski) — y(Sk2) = У — hs £ Л, то из равенства 
У - у (Ski) = hs - y(Sk2) вытекает, что Skx = Sk2 и Ы — h\ Поэтому 
найдется не менее det Bv(x)2~n целочисленных точек с компонентами, 
не превосходящими по абсолютной величине соответствующих компо-

п 
нент точки х. С другой стороны, число таких точек равно П(1 + 2|я*|). 

п 
Тем самым установлено неравенство Yl(l + 2|ж,|) ^ 2~ni/(x)det В. За-

» = 1 
п 

писав это неравенство в виде i/(x) ^ (2 n / det В) f j ( l + 2|х,|) и подставив 
i= i 

его в (14), получаем 

^ Х> n»detB JP L 

M ™ K 7 2"+1П;11(1+2*0*У<1е4В 

n 
Положим D = {x = (a*!,.. . ,жп) | я, ^ ndet 5 , i = 1,2, . . . ,n, П ( 3 + 

2xi) ^ 2""n_17det В} и запишем очевидное неравенство 
t = l 

X£Knde%B D 

2 n + 1 Ц * (1+2*0^7 <*<* В 

Непосредственным вычислением нетрудно убедиться в том, что 

Л - - / dx = (-l)n(3 + 2n det B)n2~n 

D 

7 det В у , ЫГ-^М^тг-) - nln(3 + 2n det Д))''-1 

+ 22n+1 ^ (г - 1)! 
» = 1 v J 

Утверждение леммы 4 следует из последних трех соотношений. 
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