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ДИСКРЕТНЫЕ АНАЛОГИ 
БЕСКОНЕЧНО ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ 

Г. Г. Аманжаев 

Вводятся дискретные аналоги некоторых классов аналитических 
функций и исследуется «массивность» этих классов. Показывается, 
что такой подход применим и к некоторым классам бесконечно глад­
ких неаналитических функций. Изучается сложность приближенных 
вычислений аналитических функций схемами из функциональных эле­
ментов. 

Введение 
В теории функций более 40 лет назад (см. дополнение к переводу 

[1] Л. С. Понтрягина и Л. Г. Шнирельмана) возникла и получила раз­
витие идея о такой характеристике «массивности» множеств в метри­
ческих пространствах, как порядок роста мощности их минимальных 
е-покрытий при стремлении £ к нулю; оценки подобных величин позво­
лили А. Г. Витушкину [2] доказать теорему о неизбежности пониже­
ния гладкости при представлении функции через суперпозицию функ­
ций с меньшим числом переменных. А. Н. Колмогоров ввел понятие 
е-энтропии и е-емкости множеств (первое систематическое изложение 
результатов в этой области см. в [3]) и выдвинул программу исследо­
вания этих величин для различных компактов в функциональных про­
странствах, которая к настоящему времени в значительной мере выпол­
нена. 

В дальнейшем эти понятия оказались существенно полезными при 
определении сложности приближенного вычисления функций. Идея 
предложенной А. Н. Колмогоровым [3] конструкции, развитой его уче­
никами и последователями [4-7], состоит в следующем. 

Пусть / : А —» В — приближаемая функция, А ж В — некото­
рые интервалы. Пусть А и В разбиты на равные отрезки (А = \JAiy 

i 
В = \jBj). Пусть д — функция, которая на каждом отрезке А{ прини-

з 
мает постоянное значение, равное значению функции / в средней точке 
этого отрезка. Говорят, что д е-приближает / , если | /(х) - д(х)\ < е. 

(с) 1996 Аманжаев Г. Г. 
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Занумеровав отрезки Л, и Bj их индексами и записав их в двоичной си­
стеме, каждой функции д поставим в соответствие дискретный двоич­
ный оператор, который можно реализовать схемой из функциональных 
элементов [8]. Сложностью е-приближения функции f называется наи­
меньшая сложность двоичных операторов, соответствующих функциям 
<?, е-приближающим / . 

Для такого определения сложности ^-приближения получен ряд су­
щественных результатов. Однако этот подход обладает тем недостат­
ком, что дискретные операторы и классы дискретных операторов, с по­
мощью которых осуществляется приближенное вычисление непрерыв­
ных функций, определяются исключительно как «хорошие приближе­
ния» последних, т. е. весьма неявно и неконструктивно. В частности, 
ответ на вопрос, г-приближает ли заданный булев оператор F какую-
либо непрерывную функцию из заданного класса К, требует в принци­
пе проверки бесконечного (даже не счетного) множества потенциально 
приближаемых функций / из Аг, что затруднительно и заведомо тре­
бует много времени. Чтобы избежать этого, хотелось бы определить 
классы дискретных функций, приближающих непрерывные, таким обра­
зом, чтобы в определении участвовал не сам класс приближаемых функ­
ций, а свойства дискретных функций, по возможности просто алгорит­
мически проверяемые (задача в таком виде была поставлена О. Б. Лупа-
новым). Надежда на то, что этот путь может дать результаты, полезные 
для дискретной математики (подобно тому, как введение £-энтропии по­
могло прояснить ситуацию с возможностью представления непрерывных 
функций суперпозициями), явилась стимулом для настоящего исследо­
вания. Автору удалось дать дискретное определение аналогов классов 
непрерывных функций различной гладкости и ввести для них меру «мас­
сивности», подобную е-энтропии непрерывных функций. 

В § 1 даются необходимые определения и приводятся необходимые 
вспомогательные з'тверждения. Некоторые из них, возможно, доста­
точно известны или просты, но все же полезны для полноты картины. 

В § 2, который является основным в данной работе, вводятся дис­
кретные аналоги некоторых классов аналитических функций и исследу­
ется «массивность» этих классов с помощью введенной величины 
log Арргох. 

В § 3 показано, что этот же подход применим и к некоторым классам 
бесконечно гладких неаналитических функций. 

В § 4 исследуется сложность приближенного вычисления аналити­
ческих функций схемами из функциональных элементов. Показано, что 
это вычисление можно сделать существенно более простым, чем при 
обычном разложении функции в ряд (получен выигрыш приблизительно 
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в log log n раз для вычислений с п значащими цифрами), хотя найденные 
оценки сложности еще далеки от окончательных. 

Автор выражает глубокую благодарность своему учителю О. Б. Лу-
панову за постановку задач и постоянное внимание к работе. 

§ 1. Основные определения 
и вспомогательные утверждения 

В определении дискретных аналогов классов непрерывных функций, 
исследуемых ниже, существенной является замена производных конеч­
ными разностями. Ниже мы дадим известное общее определение конеч­
ных разностей и напомним их необходимые свойства. 

Пусть ж0,хх,.. . ,жп — различные точки из области определения 
функции / . Индуктивно определим n-е разделенные конечные разности 
функции / . 

1. Положим До(/; х0) = / (х 0 ) (разность нулевого порядка, как и про­
изводную нулевого порядка, естественно считать равной самой функ­
ции). 

2. Имея 71-ю разность Дп , определим (п + 1)-ю разность соотноше­
нием 

) - Д п ( / ;ж 0 , . . . ,ж п ) 
^ п + Ц / 5 Ж(Ь • • • •> хп + 1) — • 

хп + 1 ~~ х0 

Из определения конечных разностей непосредственно следует 

Утверждение 1. Разность Дп обладает следующими свойствами: 
а) величина Д п ( / ; х 0 , . . . , хп) линейна по / ; 
б) справедливы соотношения 

Дп(/(с •); жо, хи . . . , хп) = спДп(/(-); сж0 , . . . , сжп), 
Дп(/(- + с);жо, . . . ,зп) = Д„(/(-);яо + с,. . .жп + с). 

Утверждение 2. Справедливо разложение 

Д п ( / ; ж 0 , . . . , я п ) = ] Г ( / (х . ) П а-.la-. ) ' 
»=о \ j=oj&X% Xj) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть dnik(xQ,.. .,жп) = Дп ( /Л ;ж 0 , . . . ,жп), где 
функция /* удовлетворяет соотношениям fk(xk) = 1 и fk(x) = 0 при 
х ф хк. Индукцией по п покажем, что 

п 1 
4,*0о,. • •, хп) = П . 

f -n Ж* - Х{ 
»=0 
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При п = О по определению имеем d0j0(x0) = 1; это согласуется с пред­
ставлением YI —ẑ p (такую величину естественно считать равной 1). 

Пусть п > 0. Если к = 0, то 

dn}o(x0,..., хп) = Д„(/0 ; &о, • . . , хп) 

- ~^п-1 ,о (Зо , - -» , ж п-1) _ ТТ 1 

жп - х0 f=\ х0 - х(' 

Далее, при 0 < к < п имеем 

dn-l ,Jb-l(Zb • • • > хп) - С?п-1,*(Я(Ъ • • • J xn-l) 
rfn,*(^o,. • . ,3 'n) = 

r f l - 1 rrn —i П —1— n 1 
_ ±U=l,i£k xk-xj iU=0,i^k xk-Xj _ TT ±_ 

t=0,»5cib 

Наконец, если А: = n, то 

, / ч dn_1)k.1(xu...,xn) -A- 1 
dn.jbteo,..., xn) = ! = I I 

•^n %0 - _ 0 ^ n *̂ « 

В силу линейности величины Ап по / получаем 

Ап(/; ж0 , . . , , жп) = Дп(/(жо)/о(-) + • • • + /Оп)/п(0; жо, • • •, жп) 
n n / n 1 \ 

Утверждение 2 доказано. 

Утверждение 3. Величина Д п ( / ; ж0,.. .,жп) симметрична по 

Справедливость этого утверждения следует из утверждения 2. 

Утверждение 4. Яри /(ж) = жп справедливо разложение 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При /: = 0 по определению имеем 

До(/;*о) = *[?= £ 4°. 
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Пусть требуемое соотношение доказано для к — 1. Тогда для к получаем 

л /г. Ak-1(fixu...,xk)-Ak-.1(f]x0,...,xk-i) 
j ^ ( b • • 

i 

• > • * - * ; -

E *'1 • 
«i,...,*fc^0 

i + " - + i i b = n - f c + l 

E 
i , . . . ,« f c _i^0 
••+* f c_i=n~fc + l 

E 
+tfc-l= 

Ж* 

^jb 

• Ж * - 1 V 

Я * " 

»o 
to+- — 

- ж0 

' 1 * • ' 

- Ж0 

- XQ 

E 
, . . . ,•1,-1^0 
•M f c - i=n-* , + l 

• Ж * - 1 (X ib ~ 

^Jb Ж 0 "г ^Jb X0 

«0 

4) 

+ ••• 

*fc-i 

' "г xkX0 

E *&••• 

-1) 

Утверждение 4 доказано. 

Следствие. Пусть f(x) — многочлен степени п со старшим коэф­
фициентом а. Тогда 

Г О при к > п, 
Д*( / ;ж 0 , . . . , я* )=Ч , 

^ а яря А; — п. 
Утверждение 5. Пусть А — связное подмножество R, функция f : 

А -± R имеет п — 1 производную, причем \/(п~1>}(х) — /^""^(у)! ^ с\х — у\. 
Тогда при xQ < xi < ••• < xn, Xi e A, i = 1,2,...,ra, справедливо 
неравенство \ An(f] ж 0 , . . . , жп)| ^ c/n!. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим многочлен р(х) степени в, совпа­
дающий с f(x) в точках ж0,.. .,жп. Пусть старший коэффициент этого 
многочлена равен а. Обозначим /i(ar) = /(ж)—р(ж), тогда/ь(ж0) = /&(аа) — 
• • • = Л(жп) = 0. Следовательно, A n ( / ) = An(h) + An(p) = An(p) = а. 

dn~lp(x) 
Заметим также, что — - — ^ = an\x + 6, где о — константа. 

dxn~l 

Функция h имеет п — 1 производную и п +1 нуль. Поэтому h^ имеет 
п нулей, h№ имеет п - 1 нуль, . . . , hi""1) имеет два нуля. 

Пусть этими нулями являются уг и у2 (т. е. /^""^(yi) = Ь,(п~~г\у2) = 
0). Так как h = / - р, то /С»-1^) = р ^ ^ Ы и / ( - ^ Ы = р ^ ' Ы . 
Поэтому 

1/(п-1}Ы - /"^Ы! = Ь(п-1}Ы - Р ^ Ы ! -
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По условию левая часть не превосходит c\yi — y2|> а, правая равна 
|а|7г!|у! — у2|- Поэтому \a\n\ ^ с, т. е. \а\ ^ с/п!. Следовательно, 
|A n ( / ) | ^ с/п!. Утверждение 5 доказано. 

Рассмотрим теперь величину 

<pn(x0j...,xn) = sup Дп(Л;ж0,...,Жп), 
Л:|ЛК1/2 

где супремум берется по всем функциям Л, принимающим значения из 
отрезка [—1/2,1/2]. Согласно утверждению 2 супремум достигается для 
функции h такой, что 

к(х{) = -sign Yl (xi-xj); 

в частности, при х0 > хг > • • • > хп имеем к{х{) — ( —1)*/2. 
Согласно утверждению 2 функция <рп(х0,..., хп) представима в виде 

Кроме того, непосредственно из рекурсивного определения конечных раз­
ностей следует, что если ж0 > #i > • • • > хп , то 

^о(^о) = 1/2; 
/ ч <Pn-l(z0,...,Xn-1) + <pn-1(xu...,Xn) 

<Рп(Х0, . . . , Хп) = . 
•«'О ~~ хп 

Для (рп справедлива также следующая несложная верхняя оценка. 
Утверждение 6. При любых х0 > хг > • • • > хп выполнено нера­

венство 
1 

<рп(х0,...,хп) ^ 
(х0 - xi)(xx - x2)...{xn^l - xn) 

Утверждение 7. При любых ж0 , . . . ,жп € [а,Ь] справедливо нера­
венство 

ЛП-1 4>n{xth...,xn)>An-1l(l>-a)n, 
причем равенство достигается только в случае, когда х0,..., хп € [а, 6] 
точки альтернанса многочлена Чебышева 

cos 
/ / 2 ж - а - 6 \ \ 
^ a r c c o s ^ _ _ _ _ J j . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без ограничения общности (в силу утвержде­
ния 3) рассмотрим только случай, когда х0 > хг > • • • > хп. В этом 
случае имеем 

(pn(x0j..., xn) = A n ( / ; xQj..., жп), 

file:///a/n/
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где / — любая функция такая, что /(ж,-) = (—1)'/2. В частности, в ка­
честве / можно взять интерполяционный многочлен Лагранжа 

9(*)=\£ЫУ ft S - (D 
*=о j=o,j& J 

Поскольку степень этого многочлена равна п, то 
1 dng(x) <рп(х0,..., хп) = Д п (# ; ж 0 , . . . , жп) n! cfan 

Покажем, что min^ ||<^п)(ж)||с[а,ь] (минимум берется по всем много­
членам вида (1)) достигается только на многочлене Чебышева 

1 / (2х-а-Ъ\\ 
М ж ) - - cos I n arccos ( — — — - I 1 . 

Предположим, что экстремален какой-либо другой многочлен д\(х), 
принимающий знакочередующиеся значения ±1/2 в точках ж0 , . . . ,жп , 
где Ь ^ ж0 > х1 > • • • > хп ^ а. Обозначим через £ ь . . . ,£п нули много­
члена ^i(x) (ж,_! > t,- > ж»), а через щ,..., nn_i — нули его производной 
[t{ > щ > ti+i). Пусть также u0 = Ь, un = а. Тогда 

b = щ > tx > щ > t2 > u2 > • • • > un_i > tn > un — a. 

Возможны два случая: 
а) |^!(n t)| = 1/2 при всех г, 0 ^ г ^ щ 
б) при некотором г справедливо неравенство |</i(t^)| > 1/2. 
В первом случае дх = ±д0, ибо только для многочлена Чебышева на 

отрезке имеется п + 1 локальных экстремумов, одинаковых по абсолют­
ной величине. Во втором случае рассмотрим многочлены да(х) вида 

#а(ж) = gi(x) + a(x ~u0)(x - ^ ) . . . ( x - щ_х)(х - ui+1)...(x- un). 

Так как |^1(/^t)| > 1/2, то при любых достаточно малых а на отрезке 
[а, Ь] имеется п + 1 точек $0, ̂ ъ . . . , $n, s0 > «х > * * * > sn, в которых #а 

поочередно принимает значения ±1/2, но ||з4п)||с[а,ь] ^ il5in)||c[a,4-
Итак, 

тту> п (ж 0 , . . . ,ж п ) = |Дп(#;ж0 , . . . ,жп) | = — |^п )(ж)| = An-l/{b-a)n. 
п\ 

Утверждение 7 доказано. 
Утверждение 8. Пусть А — ограниченное подмножество действи­

тельной оси, п — целое неотрицательное число, функция f определена на 
А и для любых различных точек ж 0 , . . . , жп Е А выполнено неравенство 

I А п ( / ; ж 0 , . . . , жп)| <С С! + с2¥>„(ж0 , . . . , жп), 
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где Ci и с2 — положительные константы. Тогда f можно приблизить 
на А многочленом степени п - 1 с погрешностью, не превосходящей ве­
личины 

2 + 4" ' 
где | А| = sup A - inf A. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала докажем утверждение в случае конеч­
ного множества А. Если А содержит менее п + 1 точек, то утвержде­
ние очевидно. В противном случае существует единственный многочлен 
р(х) наилучшего равномерного приближения. Пусть погрешность этого 
приближения есть h. Если h ^ с2/2, то утверждение 8 доказано. В про­
тивном случае найдутся точки х0 > хг > • • • > жп, ж,- 6 А, чебышевского 
альтернанса, в которых разность f(x) —p(x) поочередно принимает зна­
чения ±h. Следовательно, 

! Ап(/ ~ Р\ хо, • • •, хп)\ = 2hypn(x0,..., хп). 
Поскольку многочлен р имеет степень п — 1, то Ап(р) = 0 и Д п ( / ) = 
А п ( / — р). Следовательно, 

2h<pn(x0,..., хп) ^ С! + с2<р„(жо,..., жп). 
Значит, h <$ с2/2 + сг/(2(рп(х0,..., жп)). 

Согласно утверждению 7 имеем <рп(хо, • • • > жп) ^ 4П~1 /ЩГ \ где |А| = 
sup А — inf А. Поэтому Д ^ с2/2 + 2ci|A|n/4n . Тем самым для конечных 
множеств А утверждение 8 доказано. 

Теперь рассмотрим случай счетных ограниченных множеств А. 
Пусть А = { a i , a 2 , o 3 , . . . } , А* = { а ь а 2 , . . . ,ад.}. Тогда для каждого 
Ак можно подобрать многочлен рк степени п — 1, приближающий / на 
Ак с погрешностью, не превосходящей величины 

с2/2 + 2C l |A, |n /4n ^ с2/2 + 2С1 |АГ/4П. 
(Из последовательности этих многочленов можно выбрать равномерно 
сходящуюся на А подпоследовательность. Ее предел также будет мно­
гочленом степени п — 1. Очевидно, что погрешность приближения этим 
многочленом не превосходит с2/2 + 2ci|A|n/4n . 

Наконец, для произвольного ограниченного множества А поступим 
следующим образом. Выберем в А всюду плотное счетное подмножество 
А' такое, чтобы при любом ж из Ж выполнялись равенства 

НпГ /(ж) = Пт /(ж), 
х—>х0,х£А х—>Хо,х£А' 

Ит f(x) - Urn f(x) 
х—+хо,хЕА Х—>ХО,Х£А' 

(пределы могут быть как конечными, так и бесконечными). Тогда мно­
гочлен, приближающий / на А', будет приближать / и на А с не худшей 
погрешностью, а \А\ = |А'|. 
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Утверждение 9. Пусть N £ N, сп(х) = cos(2irnx/N), sn(x) = 
s'm(27rnx/N). Тогда в пространстве функций f : IN -+ Ж со скалярным 
произведением 

(f,9)=lj2f(k)g(k) 
Jb = 0 

система 
{1, >/2ci,. . . , л/2слг/2-ь слг/2, V25i , . . . , y/2sN/2-i} 

является ортонормированным базисом в случае четного N, а система 

{1, л/2сь . . . , л/2с(лг_1)/2, \ / 2 5 Ь . . . , л/2з(лг-1)/2} 

является ортонормированным базисом в случае нечетного N. 
Это утверждение можно доказать, например, выразив sm и с т через 

комплекснозначные функции en(x) = exp(2irikx/N), которые, очевидно, 
сами образуют ортонормированную систему. 

Утверждение 10. Пусть N £ N, рп(я) = cos(narccos((2a? + l)/iV -
1)) и пусть на пространстве функций f : IN -^ Ж задано скалярное 
произведение 

1 " " ' 
( Л 5 ) = Т 7 ^ f(k)g(k)fik, 

N 
jfc=0 

где 
]fe + l / 2 

2cta 

J л/1 - (1 -t _ i / 2 V l - (1 - (2Ж + l)/iV)2 

Тогда величины gnm = (pn?Pm) удовлетворяют соотношениям \gnn — | | ^ 
2/^nlog TV/TV я |fifnm| ^ if (n+ra) log iV/7V (яря n ^ wij? где if — некоторая 
абсолютная константа и n, га £ N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 
N-1/2 

pn(x)pm(x)dx У = 1 [ М : 
v / l - ( l - ( 2 x + l ) / i V ) 2 

— 1/2 

(мы рассматриваем только случай п,га ^ 1). Величину #nm можно за­
писать в виде 

ЛГ-1/2 
2 / pn((z))pm((x))dz 

/ N У2 > / 1 - ( 1 - ( 2 х + 1 ) / Л Г ) 2 ' 

где (х) — ближайшее целое (из IN) к ж. 
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Найдем 7nm- Положив х = (iVy + N — 1)/2, получаем 
1 

/
cos(n arccos у) cosfra arccos у) , - — т Н -*• 

- 1 
Далее, положив у = cost, где 0 ^ t ^ 7г, имеем 

7nm = / cos nt cos mtdt = - / cos nt cos mtdt = < Л ' ' 
J 2 J \ 7г/2, если п = т. 
О - 7 Г 

Из определения следует, что величина дпт является интегральной сум­
мой для 7nm- Оценим разность этих величин. Имеем 

ЛГ-1/2 

ITnm 9n 
2 [ \рп(х)р, 

,КЛГ J - J\ 
\РП(Х)Рт(х) ~ pn((x))pm((x))\dx 

v/1 - (1 - (2а: + 1)/JV)» 
-1/2 

£ 

N - l / 2 
Ь п ( ж ) | ' \Рт(х) - р т ( ( ж ) ) | ^ Ж 

_i/2 y/l-(l-(2x+l)/Ny 

+ 2 / Ы<*»1 • \Рп(х) - Pn((x))\dx 

N J 
- i / 
v-i 

J N J2 y/\ - (1 - (2x + \)/Nf 

£ 

JV-l/2 
2 / Ь т ( ж ) -pm((x))\dx I я J V1 - (i - (2* + i)/^)2 

N-l/2 

I 2 / |j*,(s)-Pb«s))|ds _ r , r 
T , r / / - — — ^-гчо — ' m i 'n-) Л J л/1 - (1 - (2a + 1)/ЛГ)2 

где 

Далее 

N-l/2 

J 2 / |р,-(»-р.-((ж))|Жг 

# _У2 V1 - (i - (2* + !)АЮ2 

I P . - W - P . - ( W ) U | / P ! ( ^ 

В свою очередь, 
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Поэтому 

\Pi(x) -JH{(X))\ * | / 1 rff 

Положив j / = (2i + l)/iV — 1, получаем 
(2{*) + 1) /ЛГ-1 

| p 1 ( x ) - p ! - ( ( a ; ) ) | ^ | / ( f / ^ * 
(2а?+1)/ЛГ-1 

'2(ж> + 1 Л /2х + 1 . = гlarccos | — 1 — arccos —— 1 
JV N 

Поэтому 
N-1/2 

2г [ 

- 1 / 2 

larccos (2 l$ t ! _ ^ _ a r c c o s (2s±i _ г) dx 

2г лг-i " 

v ' = ° - l / 2 

y/l-(l-(2x+l)/Ny 

(21-Ш±1 _ l ) _ arccos (2ttl _ i) arccos (ix 

+ 

y/l-(l-(2x+l)/NY 

Ar-i 42|arccos (2Ш - 1) - arccos (^±£>±i _ i ) 

J=° n 

dx 

>/l - (1 - (2a; + 1)//Y)2 

Так как две стоящие здесь суммы равны (замена х -* — х и j -
iV — 1 — j переводит одну сумму в другую), то 

• " - 1 ^ arccos (2^ i - 1) dx 4t ^ f arccos (*£ffi±l - i) dx 4 t y > /• arccos ( ^ - 1) dx 4 г ' ^ у arccos (^}^ - 1) 

)2 

В свою очередь 

'2i arccos 
1/2 

t±i-iW- dx 
^/l-(l-(2(x + j)+l)/NY 

l-(2j + l)/N 

= arccos (*£4 / (7У/2)Л/ 

1-(2> + 2)/ЛГ 

f arccos (2i±l - 1) (arccos (l - Щ1) - arccos (l - 2 Ш ) ) 
= f arccos (2i±i - 1) (arccos (Щ1 - l) - arccos ( ^ - l)) 
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' ' ' „ coos (2<£±р±1 - l ) dx I Jl-(l-2-^j 
/ arccosyf dy N f 

- / —/1 _ s ~ T / (~ arccos y)d(arccost/) 

2fci-l 2 ^ 

ЛГ/ 2 / 2 j + l Л 2 / 2 j + 2 \ \ 
= —- arccos —— 1 ) — arccos —— 1 . 

4 V V N J \ N J J 
Поэтому 

N-l 

i;$*]£ ( arccos (J-^—-l\ 
j=o ^ ^ ' 

arccos —— 1 
TV ) ) ; 

• N-l , . • , 1 \ 2 

= - > 1 arccos — — arccos 
i = -Af 

JV N 

N-l , 

= iJ2 (arccos-^ i + i 
arccos 

TV TV 

Поскольку из соотношения | arccos7 x\ = l / \ / l — x2 ^ l / ( \ /2 \ / l — x) сле­
дует, что 

то 

3 J + 1 arccos arccos 
TV TV 

Л Г - 1 

^ \ / 2 
TV 

1-4-Jl J + 1 
TV 

. лг-i 
r,- ^ 2* J ] (y/T=W- v/i - (i +1)/^) ^ Е И - ^ Й ) 

2г 
. ЛГ-I i=o 

E 1 
£ 

2t 
Л Г - 1 Л Г - 1 

, v-v 1 \ 2г / 5 1 V-C 1 

N-l 

£ 
2г 5 1 f dx\ 2* / 5 1, , , т 1Л 

Следовательно, можно найти такую константу к > О, что при всех TV ^ 2 
выполнено неравенство г,- ^ kilogN/N. Поэтому \дпт — jnm\ ^ к(п + 
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га) log iV/JV. С учетом (1) из этого неравенства следует справедливость 
утверждения 10. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ APPROX. На множестве функций / , опре­
деленных на /дг, введем норму || • || , где 1 ^ р < оо, задав ее соотноше­
нием 

/ лг-1 \ V* 

№=^^|/(ж)Г] ; 

множитель 1/N добавлен для того, чтобы функция / = 1 имела единич­
ную норму. Ясно, что «предельная» норма 

Н/Н» = Um « /у, 
р—юо 

совпадает с равномерной | | / | | = шах|/(ж)|. Если х{; ̂  0 и 1 ^ р ^ q < оо, 
то в силу известного неравенства 

*? + ••• + * 5 Л 1 / р / ~ « • ••• • - « ч 1 / ' 
N £ 

/х\ + -.- + х%У 

можно утверждать, что для любой функции / имеет место соотношение 
ll/lli ^ 11/11р ^ 11/11? ^ II/IL; Дд я / = c o n s t э т и неравенства обращаются 
в равенства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество дискретных функций А называется 
1-приближающим для класса К в метрике || • ||р, если для каждой функ­
ции / G К в А имеется такая функция д, что | | / — д\\р ^ 1. 

Минимальную мощность 1-приближающего в метрике || • ||р множе­
ства для класса К обозначим через Арргох (К) (ниже обычно исполь­
зуется двоичный логарифм этой величины). Связь между нормами для 
разных р при 1 ^ р ^ q ^ оо приводит к неравенству 

Approx^tf) ^ Арргохр(#) ^ АрргохДЛГ) ^ Арргох00(/Г). 

§2. Дискретный аналог аналитических функций 

В работах [9, 10] рассматривались классы функций f(x) с конеч­
ной гладкостью, т. е. функции, удовлетворяющие ограничению вида 
\f(n\x) - f(n\y)\ ^ и(\х - у\) (или его частным случаям: ^ с |ж-?/ | а , 
^ с\х — у|, ^ с). Были построены и исследованы дискретные аналоги 
этих классов, которые определялись с помощью некоторых ограничений 
для (п + 1)-й разности. 

Естественно рассмотреть и функции бесконечной гладкости, среди 
которых в первую очередь выделяется класс аналитических функций. 
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Известно, что аналитические функции можно определять двумя 
эквивалентными способами: как функции, имеющие комплексную про­
изводную, и как функции, разлагающиеся в ряд по степеням (х — х0) 
в любой внутренней точке х0 области определения. 

Пусть А — положительный параметр. Через 12(Л) обозначим А-ок-
0 

рестность отрезка [0, 1], а через 17(A) — полосу \Imz\ < A. 
Введем следующие классы аналитических функций: 
АЛ,с — класс бесконечно дифференцируемых функций / : [0,1) —> 

[0,1) таких, что 
\fn\x)\ 4 cA-nn!; 

Ал.с — класс бесконечно дифференцируемых функций / : Ж —• [0,1), 
периодических с периодом 1 и при всех п 6 N удовлетворяющих условию 

\f-n\x)\ < cA-"n!; 

A'xiC — класс аналитических на 17(A) функций / , ограниченных на 
17(A) константой с, и таких, что f(x) € Ж при всех х 6 Ж и f(x) E [0,1) 
при х е [О,1); 

0 о 
А'Хс — класс аналитических на 12(A) функций / , имеющих период 1, 

о 

ограниченных на П(А) константой с, и таких, что /(ж) £ Ж при всех 
х € Ж и f(x) € [0,1) при х G [0,1). 

Ясно, что функции из классов Ал>с и АЛ)С аналитически продолжа-
о 

ются соответственно на области 11(A) и fi(A) (их ряды Тейлора имеют 
радиус сходимости А). Полагая функции из этих классов определенными 

о 

при произвольном комплексном z 6 П(А) (или 17(A)), можно говорить 
о «близости» классов Ал>с и А'х^с (АЛ)С и А'х ) . Точнее, справедливо не­
сложное 

Утверждение 11. ПустьО < А' < А_, с' = с/(1 —А'/А). Тогда, имеют 
место вложения A'Ac С АХ)С С А'А/С/ и А'Хс С AXlC С ^ v , c " 

Теперь перейдем к определению дискретных классов аналитических 
функций. Обозначим через К один из классов АЛ>С? ^A)C? А'л с, А'х с. Пусть 
функцию / из класса К надо реализовать (вычислить) с помощью не 
которого дискретного вычислительного устройства У, на вход которого 
могут подаваться, а на выходе появляться элементы некоторого мно­
жества М мощности N. Для того чтобы в этих терминах можно было 
максимально точно описывать непрерывные функции, естественно пред­
полагать, что на множестве М величина 

sup min \x — у\ 
хе[о,1)У£м 
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принимает минимально возможное значение. 
Очевидно, что наилучшим выбором для М является множество 

N " \2N'2N'2N'"' 2N J 

При этом любое значение х из [0,1) можно приблизить величиной из IN 
с точностью не хуже 1/27V; в частности, в качестве такого приближения 
можно взять величину 1/{2N)+ [Nx\/N. 

Итак, устройство У реализует функцию вида / : IN —> IN. По­
требуем, чтобы она приближала исходную функцию / : [0,1) —• [0,1) 
наилучшим образом в смысле минимизации величины 

m a x | / ( z ) - / ( x ) | ; 

одной из таких функций является функция / = 1/(2ЛГ)+ \_Nf(z)\/N (для 
х е IN)-

ЗАМЕЧАНИЕ. Наш подход несколько отличается, например, от пред­
лагаемого в [11]. Следуя последнему, за меру качества приближения не­
прерывной функции / : [0,1) —> [0,1) дискретной функцией / : IN —> IN 

берется величина sup \f(x) — /(ж)|, где х = х{х) — ближайшая к х 
ee[o,i) 

точка из множества IN. Этот подход обладает тем преимуществом, что 
непрерывная функция / с заданной точностью приближается к дискрет­
ной на всей области определения [0,1) (в качестве приближения можно 
взять f(x(x))). Особенностью же является то, что для достижения хоро­
шего (с погрешностью не более е) приближения функций, когда величина 
/W-/(y) может быть достаточно большой, область определения прихо­

дится разбивать на отрезки, длины которых существенно меньше е. 
Применяемый в настоящей работе подход при определенных усло­

виях позволяет получать приближение непрерывной функции на всей 
области определения; если для функции / выполнено, например, условие 
равномерной непрерывности производной, то для получения приближен­
ных значений / в точках из [0,1) \ IN МОЖНО пользоваться, например, 
линейной интерполяцией; при этом погрешность приближения не пре­
восходит 1/(27V) + o(l/N). 

Для удобства от множества IN перейдем к множеству IN = { 0 , 1 , . . . , 
N — 1}; при этом вместо функции / используется целочисленная дис­
кретная функция /', связанная с / соотношением 

/ (*) = N'lj + lN (2) 
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Множество функций / вида (2) назовем внешним дискретным ана­
логом класса К и обозначим через К. Утверждение «д € А'» является 
лишь другой записью для 

( 3 / G К)(Чх е IN)g(x) = N ' ^ + ^N 

Уже отсюда видно, что проверка условия «д £ А'» является нетривиаль­
ной: для этого, в сущности, надо перебрать все функции / из К (а таких 
функций бесконечно много). 

Предлагается следующий выход из этой ситуации. Вначале надо ис­
следовать класс К для выявления легко проверяемых свойств функций 
из этого класса. Затем рассматривается новый класс, состоящий из всех 
тех дискретных функций, для которых выполнены эти свойства. При 
этом возможно некоторое расширение рассматриваемого класса функ­
ций, однако при удачном выборе упомянутых свойств это расширение 
оказывается несущественным. 

Для К = AAjC, АЛ)С, А'л , Ад введем дискретные классы 

iN = {f:IN^IN (Зд е k)(4x e IN)f(x) ^ I ] V + 2N)\J 
По утверждению 5 имеем следующие оценки (здесь п £ N, х{ — различ­
ные числа). 

Если / £ А^с и х{ £ /yv, то 

| А п ( / ; ж0, • • •, хп)\ ^ c\-nNx-n + <рп(х0,. • •, а?„); 

если / £ AA с и Х{ £ Z, то 

| Д п ( / ; хо,..., хп)\ <: c\-nNl~n + 4>п(х0,. •., хп), 

где f(x) = f(N{xi/N}) есть периодическое (с периодом N) продолжение 
/ на все множество Ъ. 

Пользуясь этими свойствами, введем дискретные классы 

^ л = if-IN -^ IN I (Vn £ N)(Va?0,.. . , s n € INjx{ ф xj) 
|A n ( / ; x0,. ..,xn)\ ^ cX^N1-" + <pn(x0j. . . , x n ) } ; 

Кь = {/ : ^ - IN I (Vn £ N)(Vs0, ...,хп£Ъ,х{ф Xj) 
\An(f(N{./N}); z 0 , . . . , xn)\ < cX^N1'" + </>n(*o, . . . , * n ) } , 

элементы которых, как и элементы классов A^c, АЛ с, А'Лс , А'л с, будем 
называть дискретными аналитическими функциями. 
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Эти определения формально не являются эффективными, так как 
содержат кванторы по бесконечным множествам. Покажем, что без из­
менения классов можно перейти к конечным кванторам. Прежде всего, 
в силу симметричности конечных разностей достаточно ограничиться 
случаем х0 > Xi > • • • > хп. Затем в определениях высказывание «для 
любого п £ N» можно заменить на «для любого п = 1 ,2 ,3 , . . . , iV — 1», по­
скольку при п ^ N в множестве IN нельзя выбрать различные элементы 
х0,...,хп. Теперь избавимся от «для любых ж0 , . . . ,жп G Z» в опре­
делении класса А%с. В силу периодичности (если все Х{ одновременно 
увеличить или уменьшить на iV, ничего не изменится) можно считать, 
что х0 е IN- Пусть хг = х0 - au х2 = хг - а2, . . . , хп = хп„г - ап, где 
аг 6 N. Для любой / : IN —• IN по утверждению 6 имеем 

|Дп(/;яо,. . . ,Яп)| 
= | Д»( / - N/2) + An(N/2)\ <: N<pn(X(h ...9zn)^ N 

ax...an 

Поэтому если среди а,- есть число, большее |An7Vn, то условие 
| А п ( / ; ж 0 , . . . , хп)\ ^ cX^N1-71 + у>я(ж0, • • • ,*п) 

будет выполнено. Следовательно, высказывание «для любых х 0 , . . . , хп 6 
Z, ж,- ^ £/» можно заменить на «для любых х0 Е //v> ж ь • • • ->хп, таких, 
что х,-- Ж.-+1 6 {l ,2, . . . , [An iVn /cJ}». 

Перейдем к установлению верхних и нижних оценок для log Арргох 
в случае введенных классов дискретных аналитических функций. Сна­
чала установим верхние оценки. 

Теорема 1 • Справедливы неравенства 

logApprox(A£e)< \ 2 2 

1 4л1оё ^ при \>2. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество J/v, на котором определены функ­

ции / , разобьем на га отрезков не более чем по \N/m] точек в каждом 
и на каждом отрезке функцию / наилучшим образом приблизим мно­
гочленом степени п — 1. Поскольку длина каждого отрезка не больше 
TV/га, из утверждения 8 следует, что погрешность такого приближения 
не превосходит 

2cN 1 cN /N\n 2 _ 1 
2 + XnNn \m) 4n " 2 + 2 AnNn \mj 4n 2 (4Ara)n 

Пусть на каждом отрезке множества / ^ целочисленная функция д(х) 
принимает значение, ближайшее к соответствующему многочлену наи­
лучшего приближения. Тогда имеем 

2cN 
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т. е. при 2cNI(4Ага)п < 1 функция д является 1-приближением для / . 
Будем считать, что 4Am > 1, и выберем 

п = [log(2ciV)/log(4Am)J + 1 ~ (log N)/(log4Am). 
Оценим сверху число указанных 1-приближающих функций. Для 

многочлена степени п — 1 наилучшего приближения найдутся п + 1 то­
чек чебышевского альтернанса. Так как эти точки берутся из INxIN, то 
число возможных многочленов не превосходит N2(n+1\ Поскольку функ­
ция / приближается отдельно на каждом из m отрезков, число прибли­
жающих функций д не превосходит 7V2m(fl+1). Поэтому log Арргох А%с ^ 
2m(n + 1) log iV при любом m > 1/(4А) и п = 1 + [log(c7V)/log(4Am)J. 
Следовательно, при любом m > 1/(4А) имеем 

log Арргох(А^с) <: 2m(2 + log(2c7V)/log(4Am))log7V. 
Полагая т = [1/(2А)] < 1 + 1/(2А), получаем 

log Арргох А£е < (2+ l/A)(2 + log(2c7V))logiV - (2 + 1/A) log2 N. 
Следовательно, log Approx(A^c) < flog2 N при любом А ̂  2. 

Если же А > 2, то условие m > 1/(4А) сводится к тривиальному 
m ^ 1. Полагая т = 1, имеем 

п = 1 + [bg(2ciV)/log(4A)J - (log JV)/log(4A), 
т. е. 

log Арргох AN
Kc < (2 log2 N/ log(4A) ^ ^ log2 N. 

Заметим, что в силу вложения А С А эта же оценка справедлива 
и для периодических классов. Однако при больших значениях параме­
тра А специфика периодических классов позволяет получить лучшую 
верхнюю оценку, которая содержится в теореме 2. 

Предварительно докажем следующее 
Утверждение 12. Пусть значения многочлена р(х) степени 2п — 1 

в точках # 1 , . . . , хп, ж_1 , . . . , х_п известны с погрешностью не более е, где 
х{ = a + (2г - 1)6, х_{ — a - (2г - 1)6, 6 > 0, 1 ^ г ^ п. Тогда при любом 
х, ж_! ^ х <^ xi, интерполяционный многочлен Лагранжа р(х), постро­
енный по этим неточным значениям, приближает р(х) с погрешностью, 
не превосходящей £ In гг. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть заданы величины р(жг) = p(xi) + h(xi), 
где |/i(#t)| ^ е. Интерполяционный многочлен имеет вид 

«=i i = i ; j=hj& J 

+ £ я * - > П ^ П 
•=1 i= l * ' j=lj& 
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Поскольку ржр — многочлены степени 2п— 1, справедливо неравенство 

\p\x)-p(x)\ ^ Е * М П ^ П ^ : 
+ £/>(*-,-) П П X — X. 

*t/ j 7 — t — i 

г д е £ = £ , П = П > П = П • Положим у{ = 2г - 1, y_t = -y t = 

— (2г — 1). Тогда ж,- = a + bj/j. Пусть также ж = a + by, где - 1 = y_i ^ 
у < yi ^ 1. Тогда 

\p(x)-p(x)\ < » + »• E^nfzHI y - » i 
у. + Уухх № -%• 

У + 2/i 

^ £ 

+5>(*-<)nJLJ4l' 
gt + У TT' Pi ~ У Е П ^ П Vj -Утт' Vi+У 
Vj + У . 1 1 |%- -У*I 
ft + УТТ' У? - У2 

+ Е П ^ П 
- Е ^ П 

%• + У . 1 1 1% - у . - | 

У1~Утт'Щ-У1 
2у< 1 х |у,? - у,2| + Е ^ П 
ЕП' У/ ~ У 

2у« 1 А |у,? - 2/,?| 
/ If 7 

* £ ЕПцт^] 
ЕП 

|у,? - У.?1 

1(2.7 - I)2 - (2t - 1)2| ^ 1 1 4|i - «К* + j - 1) 
( 2 J - 1 ) 2 ^ т т ' (2j - l ) 2 

= «E (2n)! 
п!2п(2г ) 1 

E (2n)! 1 
li-*l(* + i - i ) 

1 (г - 1)!(2г- 1)% 

2 " n ! ( 2 t - l ) / 4"-1 (t - l)!(n - t)! (n + t - 1)! 

= 4 l - 2 n . In 2n n + i y > / п + г / 2n \ \ 4i-2n / ^'M Y^ " i-» 
^ V2* - 1 \ n + */ / "̂  V » / ^ 2t - 1 

4e v ^ п + г 
< — > ——- < e In n. 

7гп ^ 2г - 1 
Утверждение 12 доказано. 

Теорема 2. При любом А > О справедливо неравенство 

logApprox(l£c)<(12/A)log2iV. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При А ^ 2 искомое неравенство следует из тео­
ремы 1, так как А^с С А^с. При Л > 2 поступим следующим образом. 
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Пусть / £ А%с. По лемме 8 погрешность приближения / многочле­
ном степени 2п - 1 на множестве J = {О,1 , . . . , &TV}, где к = [2AJ, не 
превосходит 

Положим п = flog TV]. Пусть р(х) — соответствующий многочлен наи­
лучшего приближения. Тогда погрешность приближения не превосхо­
дит 1/2 + 2CN/N2 ^ 1. На отрезке [0, AriV] выберем систему точек 
{О, £, 2£, . . . , &TV}, где t = TV/r, r £ N. Заметим, что £ может быть неце­
лым. Пусть <fi = \mp(ti)\/m, т. е. <р{ приближает p(ti) с погрешностью, 
не превышающей 1/га. Так как f(x) = /(ж + TV), то \р(х) —p(x+jN)\ ^ 2 
при х Е / и ж + j'TV £ J . 

Распространим теперь оценку такого вида на произвольные (не обя­
зательно целые) значения х такие, что х £ [TV, (& — l)iV] и ж + jiV 6 
[TV, (к - 1)TV]. Пусть х{ = |_zj + (2г - 1) и ж_,- = [ж] - (2г - 1), г = 1 , . . . , п. 
При п = o(N) точки Х{ и ж_,- лежат в {0 ,1 ,2 , . . . , kN}. Так как мо­
дуль значений многочлена q(x) = р(х) — р(х + j'TV) степени 2п — 1 в точ­
ках Х{ и x_i не превосходит 2, то, положив е — 2, по утверждению 12 
имеем \q(x)\ ^ 16п2, т. е. для значений ж, удовлетворяющих усло­
виям х £ [TV, (А; — 1)TV] и х + jN £ [TV, (A: — 1)TV], справедливо нера­
венство \р(х) — р(х + j'TV)| ^ 16п2. Пусть г G N и ш G N — пара­
метры, значения которых будут выбраны позднее. Обозначим (pi = 
[mp(N + Ni/r)\/m, где i £ {0 ,1 ,2 , . . . ,r(fc — 2)}. Величины ср( при­
ближают значения p(N + Ni/r) с погрешностью, не превышающей 1/т. 
Снова пользуясь утверждением 12 при е = 1/т, заключаем, что при 
TV + 2nN/r ^ х ^ (к — 1)TV — 2nN/r значения р(х) можно восстановить по 
(fi с погрешностью, не превосходящей 8п2/т. Поскольку р{х) прибли­
жает /(ж) с погрешностью, не превосходящей 1, при т > 16п2 указанная 
интерполяция позволяет приблизить / с погрешностью строго меньше 
3/2. Наконец, переходя к ближайшим целым значениям, приблизим / 
с погрешностью меньше 2, т. е. не больше 1 (ибо и исходная функция, 
и приближающая — целочисленные). 

Для того чтобы проведенное рассуждение стало вполне корректным, 
потребуем, чтобы указанную интерполяцию можно было провести на це­
лом периоде функции / . Для этого достаточно иметь ((k — l)N — 2nN/r) — 
(TV + 2nTV/r) ^ TV, т. е. г ^ An/(к - 3). 

Оценим число наборов {</?о,.. .,<рг(*-2)}- В силу того, что р при­
ближает / на J с погрешностью не больше 1, можно утверждать, что 
—TV $: р ^ 2TV при любом х £ [0,/zTV]. Далее, значения <pi кратны 1/т 
и принадлежат [—TV, 2TV], т. е. каждое у>,- может принимать не более чем 
3mTV + 1 значений. Кроме того, из неравенства \р(х) —р(х + jN)\ ^ 16тг2 
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следует \<Pi — <Pi+r\ ^ 16п2 + 1. Поэтому число наборов {</?0,¥>ь • • ->¥>г(*-2)} 
не превосходит (3m7V + l) r((16n2 + 1)га + 1)г(*-3)+1. Логарифм этой ве­
личины является верхней оценкой для log Арргох А^с, т. е. 

logApproxA^ ^ rlog(3miV + 1) + (г(к - 3) + l)log((16n2 + l ) m + 1). 
Поскольку п = [log N] ж к = |_2AJ, то, взяв га = 17п2 и г = [4n/(fc - 3)], 
при А > 2 имеем 

"4(logJVT 
logApproxA£ c< 

[2AJ - 3 6 ~ [2AJ - З А в 

Теорема 2 доказана. 
Перейдем к получению нижних оценок. Сначала рассмотрим пери­

одический случай. 
Теорема 3. 

l o g A p p r o x ! ^ ^ 1 log2 TV. 
87rAloge 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть e,q,s — положительные вещественные 
параметры, п < N/2. Обозначим через А(п,£,д, s) семейство функций 
/(ж) вида 

п 

f(x) = q -f Y^ a* cos 2тгкх, 
Jb = l 

где коэффициенты а* кратны £ и принадлежат [—5,5]. Условия 
1) 0 ^ /(ж) < 1 при х £ Ж, 
2) 1/(ж)1 ^ с П Р И | 1 т ж | ^ А 

являются достаточными для включения 
А ( п , е , ? , 5 ) с А'А>С. (3) 

Положим q = с* = min(c/2,1/3). Тогда условия 1 и 2 следуют из условия 

3) 53 о>к со$2-ккх 
J b = l 

^ с7 при 11тж| ^ А. 

Если х = a + гЬ, где а, Ь Е Ж, |Ь| ^ А, то 

y j ak cos27rkx 
к = 1 

^ 5 5Z I cos2тгА;х| = s 2_\ I cos(27rfca + 2жкгЬу\ 
к=\ к=х 

— 5 V^ I cos 2-кка ch 2жкЬ — г sin 27rfca sh 2жкЬ\ 
]Ь = 1 

— s 2_^ V cos2 2жка ch2 27г/гЬ + sin2 2ттка sh2 27rfcb 
jk=i 

n n n 

^ 5 >T ch 2тг*Ь <$ 6 ] T ch 2тг fcA - | ]T(e27rfcA + e"27rfcA) ^ sne 
Jb = l * = i 

2 7 г п Л 

Jb = l 
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Поэтому q = с' — min(c/2,1/3) < s — с1 /(пе27ГпЛ) — достаточное условие 
для (3). 

Обозначим через A{n,e,q,s) множество функций / : Ъ —» Т/v, пред-
ставимых в виде f(x) = [TV (7(2;/TV )J, где # £ A{n,e,q,s). 

Убедимся в справедливости вложения А С л!\ с. Оно не очевидно, 
поскольку наш «стандартный» подход требует переходить к дискрет­
ным функциям по формуле [Ng(x/N + 1/(2N))\. Однако сначала можно 
сдвинуть семейство A(n,e,q,s) на l/(2N) no x (заменив д(-) на д(- — 
l/(2iV))); новое семейство функций также будет лежать в классе Адс , 
поскольку этот класс инвариантен относительно сдвигов. Затем можно 
стандартным способом переходить к дискретному классу функций, кото­
рый совпадет с А. Подберем теперь параметры такими, чтобы в метрике 
|| • || i расстояние между любыми двумя элементами множества А было 
больше 2. 

Пусть / и / — различные элементы множества А, т. е. среди соот­
ветствующих коэффициентов в разложении 

/ (* ) * 5 > » c o e ( 2 x * ( £ ) ) 
* = 1 

есть такие, что \ак — ак\ ^ е. Оценим снизу | | / - /\\г. 

Пусть | | / — / | | = а. Разложим функцию / — / по базису 

{1, у/2си . . . , \/2слг/2-1, сдг/2, V2su . . . , V2sN/2-i} при четных N, 
у/2си . . . , \/2cN_1/2, \/2su..., Л/2^ЛГ-1/2} при нечетных N, 

где сп(х) — cos(27rnx/N), sn = sm(27rnx/N) (см. утверждение 9). В этом 
случае коэффициент /3 при у/2ск равен ( / — / , у^с*), т. е. 

>Н id," 

^ = ^у;(/(х)-/(х))с4(Я!). ЛГ ^ 
я = 0 

Так как |с*(#)| ^ 1 и / - / | |х = а, то \/3\ ^ л/2». С другой стороны, 

и/(а:) Поэтому ^ X) 2T Ocm(s) 
m=l J 

0<x<N-l m = l m = l 
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В свою очередь, 
п Л Г - 1 

л/2 ^ ( a m - am) ^2 cm(x)ck(x) 
га=1 я = 0 

= V2iV ] T ( a m - am)(cm,C|b) = V2N(am - am)(ck,ck) = -y=(«m - Sm), 

т. е. абсолютная величина этого выражения не меньше Ne/y/2. Далее, 
поскольку |сд.(ж)| ^ 1 и \{х} — {у}\ < 1, то вторая сумма по абсолютной 
величине меньше л/2. Поэтому \/3\ ̂  Ne/V2 — у/2. Отсюда и из неравен­
ства \(3\ ^ у/2а следует, что а ^ Ne/2 — l. Поэтому, выбрав е > 6/7V, для 

любых различных функций / и / из А получаем неравенство ||/—/||i > 2. 
Положим е — 7/N и оценим \А\. Функции из А определяются п 

параметрами, значения которых по абсолютной величине не превосходят 
min(c/2,l/3)/(ne2™A) и кратны 7/N. Поэтому 

? / j 2 JVmin(c /2 , l /3 ) | \ n 

| А | - \ 1 + [ 7 п е ^ л \) * 

Так как 1 + 2[xj ^ х, то при п —• оо и N —> оо имеем 

. . - . . / iVmin(c/2,l /3)> 

l o g H | ^ n l o g ^ ^Jjx 

= п log N - (27rAloge)n2 + 0(nlog n). 

Выбрав п = Llog7V/(47rAloge)J, получаем 

log2iV 

Тем самым теорема 3 доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. В силу утверждения 11 эта же оценка справедлива 

и для других введенных нами классов дискретных аналитических функ­
ций с теми же параметрами Л и N. 

Наконец, получим нижнюю оценку в непериодическом случае. 

Теорема 4. 

.о8АррГОх1лЫ^1°8Т ^»<Л< 2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ограничимся рассмотрением случая А ̂  2, так 
как при А < 2 можно воспользоваться оценкой для периодического слу­
чая. 
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Обозначим через A(n,e,q,s) семейство функций /(ж), представимых 
в виде 

/(ж) = q + У^ cos(fc arccos(2x — 1)), 
Jb = l 

где коэффициенты ак кратны £ и по абсолютной величине не превосхо­
дят 5. Легко видеть, что условия 

1) 0 $ f(x) < 1 при х е [0,1), 
2) |/(ж)| ^ с при ж е П(А) 

являются достаточными для включения 

A(n,e,q,s)c A'x (4) 

Фактически вместо условия 2 мы будем пользоваться более сильным 
условием 

2') | / (х ) | ^ с при х G fi'(A), где $7' — эллипс с фокусами в точках 0 
и 1 и большой полуосью длины 1/2 + А; при этом Л' Dfi. 

Положим q — cJ — min(c/2,1/3). При этом условия 1 и 2' следуют из 
условия 

з) ^ с' при х £ ^ ' . ]Г) ак cos(fcarccos(2a: — 1)) 

Для оценки сверху указанной суммы воспользуемся конформным 
отображением х -+ 2х — 1 + 2у/х2 — ж, которое отображает П'/[0,1] на 
кольцо 1 < \х\ < 1+2A+2VA2 + А и переводит функции cos к arccos(2z — 1) 

п 
в (1/2)(х* + х~к). Следовательно, функция ^ ак cos(fc arccos(2z — 1)) пе-

п 
рейдет в X) ак X +Х 

к = 1 

Максимальное значение суммы ]Г) ак cos(k arccos(2# — 1)) 
fc = l 

достига­

ется на границе области П' и равно максимуму величины £**-±21 

к=1 
при \х\ — 1 + 2А + 2\/А2 + А. Эта величина, в свою очередь, не превосхо­
дит 

max 
И=5А к-\ 

Хк + Х~к 

поскольку при А ^ 2 справедливо неравенство 1 + 2А + 2у/Х2 + А ^ 5А. 
В свою очередь, 

max 
|г|=5А 

п 

k=i 

Хк + X к 

к = -п 
* \ Е (5Л)* < |ТЗХ < *(5А)». 
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Поэтому искомое достаточное условие для включения (4) можно запи­
сать в виде 

q = cf = min(c/2,1/3), s = c'/(5A)n. 

Обозначим через A(n,£,g,,s) множество функций f : IN -^ INj предста-
вимых в виде 

/ ( * ) Ng \N + 2N 

~.N 
где g б A(/i,£,g,s). По построению А С А'Хс. Подберем параметры 
п и е такими, чтобы в метрике || • ||i расстояние между любыми двумя 
элементами из множества А было больше 2. 

Пусть / и / — различные элементы множества А, т. е. среди соот­
ветствующих коэффициентов в разложении 

№ N^2,ak cos(karccos((2z + l)/iV - 1) 
* = i 

n 

Jb = l 

N2^akPk{x) 

есть такие, что \ak — ak\ ^ e. 

Оценим снизу | | / — f\\x. Пусть ||jf —/||i = a. Рассмотрим (однознач­
ное) разложение функции / — / по базису 

Б = {pi(x), . . . ,pn(x),gn + i(x), . . . ,gA r(a;)}, 

где Pj(x) = cos(jarccos((2x + l)/N — 1)), a Qj — многочлены, ортогональ­
ные друг другу и многочленам р,- относительного скалярного произведе­
ния 

N-1 

(/>*) = ^Ё/(*М*)м*, 
k=0 

где 

Ик 

fc + 1/2 

• / 
к-1/2 

2dx 
х/1 - (1 - (2х - l)/NY 

(точнее, потребуем выполнения соотношений (p»,<fr) = 0, (<&-,<&•) = 7г/2, 
(ft?9j) — 0 (при i ф j)). Найдем верхнюю и нижнюю оценки для 
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коэффициента /3 при рк в этом разложении. Пусть 

Uj = < 

(Phf - f) при 1 ^ г ^ тг, 

{ ( ? • , / - / ) при тг + 1 ^ г ^ N; 
[ (Pi,Pj) при 1 <С t , j < гг, 

(Рп ?;) при 1 ^ г <£ тг, гг + 1 ^ j ^ N, 
(qi,Pj) при тг + 1 ^ г ^ N, 1 ^ j ^ тг, 

I (ft,?;) при п + 1 <£ z,j ^ JV. 

Матрицу Т = (t t ;) запишем в виде 

где Е — единичная матрица. Из построения и утверждения 10 следует, 
что матрица Я = (/itJ) является такой, что \к^\ ^ 2kn\ogN/N при 
1 ^ h 3 ^ п-> а в с е остальные элементы в М равны 0. 

Пусть функция / — / разложена по базису Б в виде 

/ - / = Ьгрг + • • • + bnpn + bn+1qn+1 + • • • + Ьлгдлг-

Следовательно, rt- = ^ fy^j, т. е. f = Г6. Поэтому b — T~lf. Поскольку 

Г = (тг/2)£+ Я , имеем 
- 1 

r - i 

тг 
£ + §*)' 

Е--Н + 
7Г 

я 2 - я3 + - ( £ + * ) • 

Оценим элементы матрицы X = {xij}- Очевидно, что элементы 
могут быть отличными от нуля лишь при г, j ^ тг. В матрице Я ка­
ждый элемент не превосходит 2kn\ogN/N, в Я 2 не превосходит п3(2к 
log N/N)2 и т. д. Поэтому каждый элемент в X не превосходит 

S(§)'№)'*-'-ig(^)'-
Если 4kn2logN/(irN) < 1, то ряд сходится и имеет сумму 

(- • - к п 2 ^ - ) / [ 1 - - J b ' 2 ^ f - ] = S. 
\П 7Г 

:Ь,^/H'"l!T) = 
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При п = 0(log2iV) имеем 8 = 0(1/п) . Поэтому величина /3 = ak имеет 
вид 

f K + E'i ' ib 
i = i 

где |0;-| ^ <5. Следовательно, 

2 2 
|/?| = —(1 -f п8) max |г,| = —(1 + п8) max 

7Г l^J^w 7Г l^J^n ^ £( / (*) - 7(*))Pi(*)M* 
Jb=0 

jb=0 

2(1 + n « ) / l K l 7 m « f Л 2(1 + n«) 
^ I - 2^ \f\4 ~ f\4\ max/Xfc = amax/x*. 7Г \ iV 

ib=0 

Из определения коэффициентов fik следует, что максимальны среди 
них fi0 и //лг-ъ равные 

2cta 

J л /Wi 
2<fy' 

1/2 

У2 у/1 - (1 - (2а: + 1)/ЛГ)2 У V 1 - (! - 2 2 / W 

/7 
cfy 

д/y/JV - у ' / # ! V i - i / W -'— ' I W d b ^ 
Следовательно, \/3\ ^ 6y/N(l+n6)a/ir ^ 8ay/W/ж (поскольку <5 = о(1/га)). 

С другой стороны, 

/ ( * ) = ^]Гатрт(ж) 
т = 1 

И / ( * ) i V ^ a m p m ( z ) 
т = 1 

поэтому |/?| = - max |r f-|]. Следовательно, 

Aay/W ^ |гд.| — n<$ max \rA. 
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Оценим выражения, стоящие в правой части неравенства: 

г* 
N-1 

N 

N 

£(/Ш - 7 ( J ) M J > 
j=0 

> 
N-l n 

J2 S ^ m ~ ^rn)PmU)Pk(j)^j 
j=0 m=0 

£ Pk(j)l*j \\NJ2 ""Ml) I - l N J2 ^Pm(j) > j 
n N-l I 1 

= N Y^(^m-am)(pm,pk) 
m = 0 

N-l/2 

- 1 / 2 

7V-1 

2dx 

yJl-{l-{2x + l)/Nf) 

^ TVIa* - a*| - 2Kn\ogNs - тг >̂ -iVe - 2Kn\ogNs - тг. 

Далее имеем 
N-l 

M = ^£( / (0 - / (0 ) f t (0* 
i=0 

<N 

irN 

£ ( a m - a m ) ( p m , P j ) 
m = 0 

1 
+ N 

N-l 

£/** 
«=o 

< - r r l s i ~ S,| + ] T 2#nlog7V|am - am | + тг 
m = 0 

^ ( ^ + 2#n2 logiV j S + ТГ. 

Поэтому 4 а л / ^ ^ (n/2)Ne-2KnslogN-w-n6((7rN/2+2Kn2logN)S+TT), 
а условие a > 2 будет выполнено при 

е ^ — - F = + — (2КnslogN + тг + п6 (тг + ( ^— + 2Кп2log JV 

В предположении п = o(log2 N) последнее неравенство следует из 
) - ) ) 

16 Ю log3 Л" тг (Tr + 5Tr)log5iV 
£>WW+«lS-N-+N+ N ) • 

поскольку £ = 0( г г 1^Л Г) . При 5 = 0(1) главным слагаемым в правой 
части этого неравенства будет первое слагаемое, т. е. достаточно поло­
жить, например, е ^ W/y/N. 
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Наконец, выберем значения всех параметров. Положим 

п — 
\ogN 

: logtf/logA;s 3 log Л J 3 ь ' ь ' (5А)»' 

C'/</N <: s <с 5\c'/</N; e = \10/VW]. 

При этом все используемые в ходе рассуждений предположения бу­
дут выполнены. Оценим мощность полученного множества A(n,£,g,s) 
(и A(n,e,q,s)). 

Функция из такого множества задается набором п коэффициентов, 
которые кратны е и принимают значения из [—5,5]. Поэтому 

|А(п,е,?,а)| - \A(n,e,q,s)\ = (1 + 2[s/e\)n. 

Отсюда с учетом выбранных значений параметров п, £, s получаем 

log27V 
log|A(n,e,g,s) | = log |A(n,£,g,$)| = nlog(l + 2[s/e\) 

18 log A' 

-TV 
Функции из A(ra,£,g, з) принадлежат классу А'Хс и в метрике || • ||i 

расстояния между любыми двумя такими функциями больше 2. Поэтому 
множество таких функций образует 2-различимое множество, число эле­
ментов которого является нижней оценкой для logApprox. Теорема 4 
доказана. 

Из теорем 1-4 следует, что для всех метрик || • ||р, 1 ^ р ^ оо, и для 
всех рассмотренных дискретных аналогов классов аналитических функ-
ций (А% = А^с, А'Лс , А%с в непериодическом и А% = {А^с, А'Лс, АА|С} 
в периодическом случаях) справедливы соотношения 

„ Г ^ при 0 < А < 2, 
l o g A p p r o x p ^ x n n w х . 9 

I т £ г при А ^ 2 

д ^ _ log2 JNT log Арргох Ах х — - — при 0 < А < оо. 

Заметим также, что полученные оценки для непериодического слу­
чая как при А —> 0, так и при А —> оо в некотором смысле согласу­
ются (при е — 1/N) с г-энтропией, асимптотически равной (log2 ^) / log^, 
и для множества функций, аналитических в эллипсе с фокусами в ±1 
и суммой полуосей v (см. [3]). Оценка для периодического случая также 
согласуется с соответствующей ^-энтропией для аналитических функ­
ций, периодических и ограниченных в полосе |Imz| < const [3, с. 51]. 
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§ 3. «Промежуточные» классы 
дискретных функций 

В работах [9, 10] рассматривались дискретные аналоги классов 
функций конечной гладкости; в § 2 были исследованы дискретные ана­
логи классов аналитических функций. 

В этом параграфе рассматриваются некоторые классы, занимающие 
промежуточное положение между этими двумя семействами классов. 

Для определения таких «промежуточных» классов естественно ис­
пользовать известную связь между гладкостью функций и скоростью 
стремления к нулю их коэффициентов Фурье: условия на коэффициенты 
вида \ап\ — 0{п~с) характеризуют функции конечной гладкости, а усло­
вия вида \ап\ = 0(ехр(—сп)) — аналитические функции. Понятно, что 
промежуточные порядки убывания коэффициентов будут соответство­
вать некоторым промежуточным классам, состоящим из бесконечно диф­
ференцируемых, но не обязательно аналитических функций. Примером 
такой функции является 

/ е - 1 / - 2 , если ^ 0 , 
[ 0, если х = 0. 

Пусть А = {Ль А2 , . . .} — последовательность положительных чисел 
оо 

таких, что ]Г А» < 1/2. Обозначим через РЛ класс таких функций / : 

Ж -> [0,1), что 
1 °° 

f(x) ~ 9 + X} ttjk cos(27rfcx + 0*)> 
Jb = l 

где 0k — произвольные действительные числа, \ak\ ^ А*. Очевидно, что 
такие функции являются периодическими с периодом 1. 

Пусть dn = sup sup |/(n)(x)|, где п ^ 1. Легко видеть, что dn = 
oo 

Y, Afc(27rA;)n (величина dn может быть равна +оо). Рассмотрим класс 
k=i 

n = {f- [0,1) - [0,1) I (Vn € N)(Vx e [0, l ) ) | / ( n ) (z ) | ^ dn}. 

Очевидно, что Рх С Р(, если функции из Рл принимают значения из 
[0,1). 

Наконец, определим соответствующие классы дискретных функций. 
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Положим 

РА" = {/ : IN -> IN | (3g € FA)(VX € /*)/(*) = 

P~'1 = {f •• IN ^ IN \ {3g G /D(V* G /„ ) / (* ) = 

^(^ + ̂ )j) ; 

.^(^ + ̂ )J}; 

f f = {/ : IN -* /лг 1 (Vn G {1,2 JV - 1}) 
(Va;0,...,a;n G IN,x{ ф Xj) 

Nd 
4- co_ (Xn э*\ > _ 

По построению имеем Рд С Р ' л С Рд . 
Величину log Арргохх Р ^ оценим снизу, а величину log Approx Pj? — 

сверху. 
Теорема 5. Справедливо неравенство 

l ogAppro X l Pf^ Y, 1 о §(^ А */ 7 ) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся рассуждениями из доказатель 
ства теоремы 3. Рассмотрим семейство функций /(ж) из Р(е) вида 

1 °° f(x) - ~ + Ylа* cos 2 ? r f c x > 
где коэффициенты ak кратны е и |а*| ^ Afc. По построению Р(£) С РА-

Через PN(e) обозначим множество функций g(x) = [7V/(a;/iV)J, опре­
деленных на /дг, где / £ Р(^). Поскольку класс Рл инвариантен относи­
тельно сдвигов, то FN(e) С Pj^. 

Те же рассуждения, что и в случае аналитических функций, пока­
зывают, что если / и / — различные функции из PN(e), т. е. среди 
соответствующих коэффициентов а,- и а,- имеются коэффициенты, отли­
чающиеся не менее чем на £, то 

117-/11^^/2-1. 
Поэтому, взяв е > 6/7V, получаем | | / - / | | i > 2. 

Пусть е =. 7/iV. Тогда в метрике || • \\х все функции из PN(е) нахо­
дятся на расстоянии более 2 друг от друга и выполняется неравенство 
log Арргох! РЛ

ДГ > log \PN(e)\. 
В свою очередь, коэффициент ak кратен 7/N и \ak\ ^ Хк. Поэтому 

ак может принимать не более 1 + 2[N\k/7\ значений. Следовательно, 
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\PN(e)\= n ( l + 2L^Afc/7j)^ П N\k/7,*\P?\2 П N\k/7. 
Теорема 5 доказана. 

Теорема 6. Справедливо неравенство 

log Арргох Р? <£ inf (An + e ^/2Ndn) log N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в случае аналитических функций, мно­
жество IN разобьем на га отрезков, содержащих не более чем по \N/rri\ 
точек. На каждом отрезке функцию / £ Р^ приблизим наилучшим обра­
зом многочленом степени п — 1. По утверждению 8 погрешность такого 
приближения не превосходит 

+ 
N<L 2Ndn N\n _2__ 1 
n\Nn \m) An ~ 2 n!(4ra)n ' 

Пусть g(x) — округление значений этих многочленов до ближайших 
целых чисел. Тогда 

\f(X)-g(x)\^l + 
2Ndn 

n!(4ra)n ' 

При JJl^n < 1 функция g 1-приближает функцию / . Взяв га = 
\—^\/2ЖЗ^\ и воспользовавшись неравенством п\ > (п/е)п , убеждаемся 
в том, что неравенство nf/^n < 1 выполняется. 

Оценим сверху число функций д. Так как многочлен степени п — 1 
наилучшего приближения однозначно задается своими п + 1 точками 
чебышевского альтернанса, то число таких многочленов не превосхо­
дит N2(n+1\ Поскольку функция / приближается по отдельности на 
га отрезках, число приближающих функций д не превосходит 7V2(n+1)m. 
Следовательно, 

log Арргох P f <С 2(n + l)mlogN = 2(n + 1) — y/2Ndn\ log TV 
I A n I 

^ log Арргох P f <: inf 2(n+ 1) — y/2Ndn log TV пен I An I 

< inf An e 
An 

y/2Ndn] log TV ^ inf (AnlogN + e^2NdnlogN) . 

Теорема 6 доказана. 
Теперь воспользуемся теоремами 5 и 6 для исследования одного се­

мейства «промежуточных» классов. 
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Теорема 7. Пусть 0 < а ^ 1 , 1 ^ р < о о , Ад.= сехр(—ka/a), где 

c = l I (з£ехр(-*в/«)). 
Тогда 

Cl(logN)1+1'a < logApproxp(PA") 

^ log Approxp(P\ ) ^ log ApproXpCPf) < c2(logiV)1+1/«, 

где Ci и c2 — положительные константы, зависящие только от а. 
Параметр с выбран таким, чтобы выполнялось условие ^ ak < 1/2. 

Очевидно, что случай a = 1 соответствует аналитическим функциям 
(так что, пользуясь теоремой 7, можно найти порядок величины 
logApprox для периодических функций, но без явного указания муль­
типликативных констант), а при 0 < a < 1 мы получаем более широкие 
классы функций. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме 5 имеем 

logApprox, РА" > ] Г log(JVAfc/7), 
fc€H,ATAfc^7 

а по определению 

log(NXk/7) = logN - fee/(oln2) + log(c/7); 
n 

Tlog(N\k/7) > n\ogN + nlog(c/7) - - f ^ » e . f—̂  am 2 
k — l 

Выбрав n — c'QogTV)1^, где с1 — (a ln2/7) 1 / a , и воспользовавшись нера­
венством NXk/7 ^ 1, получаем 

к = 1 
тем самым нижняя оценка установлена. 

Теперь получим верхнюю оценку. Сначала оценим сверху величины 
dn. Из их определения следует, что 

оо оо оо 

dn = J ] А*(2тгА;)п - ^с(27гА;)пе-^ / а = с(2тг)п]Г Р е ~ * а / с \ 
Jfe = l Jb = l Jb = l 

Поскольку при х > О функция хпе~х°Ча сначала возрастает, затем убы­
вает и принимает максимальное значение (п/е)п^а при х — п 1 ^ , то 

dn ^ с(2тг)п [ f xne~xQ/adx + (n/e)n/a J . 
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Положив у = ха/а, получаем 

dn = с(2тгГ ( J(ay)n'ae-y^^dy+ (n/e)n'" 

.^г(.*-г(ф-1) + (=Г), 
где Г — гамма-функция. Согласно формуле Стирлинга Т(х + 1) < 
л/2тгх(х/е)х. Поэтому 

*-*^((=r*i«.*^(^)(=±i)-(.^.))) 

-^((=r+ifM(^)*<i+H 
" + 1 • 1 

ал/а \ е J 
где с" — некоторая константа. Следовательно, 

V X = y/cc"/(ay/a) • 2тг((п + 1 ) / е ) ^ + * 

= $Jcc"l(ayfit) • 2тг((гг + 1)/е)±((п + 1 ) / е ) - + ̂  - 2тт ( - ) " . 

Поэтому согласно теореме 6 имеем 

log Арргох P f $ inf ((log N) Un + e y/2Nd,\) 

<inf ((logiV) Un + 2veV2N(n/e)1/A) . 

Поскольку a < 1, первое слагаемое меньше второго, следовательно, 

logApproxPf < (log7V)47reinf (^2N(n/e)1/(X^ . 

Выражение \Z2N(n/eY^a^ как функция от п, минимально при п — 
aln(27V). Положим п = |_aln(27V)J. Тогда имеем л/ЙУ = е

п1п(2ЛГ) - еа 

и log Арргох Р^ •< (logiV)a« . Теорема 7 доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Используя аналогичные и даже несколько более про­

стые рассуждения, можно убедиться в справедливости «непрерывного» 
аналога теоремы 7, т. е. показать, что соотношение 

Л*(Р) х Же(Р') х log1 + 1 / a(l /£) 

справедливо для классов Р и Р' в любой метрике Ьр , 1 ^ р ^ +оо. 
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§ 4. О сложности вычисления 
«дискретных аналитических» функций 

К сожалению, получить асимптотику или даже порядок сложно­
сти реализации аналитических функций схемами не удается. С по­
мощью мощностных соображений можно установить нижнюю оценку 
сложности порядка n 2 / logn (для схем, вычисляющих аналитические 
функции с точностью до п знаков). Тривиальная верхняя оценка слож­
ности получается при вычислении аналитической функции через раз­
ложение в ряд Тейлора и организации счета по схеме Горнера: если 
f(x) = a0 + axx + a2x2 + . . . , то для достижения точности 2~п достаточно 
взять га = О(п) членов ряда. Частичную сумму с нужной точностью 
можно найти по формуле 

а0 + х(ах + х(а2 + • • • + ж(ат_! + х • а т ) . . . ) ) , 

причем промежуточные вычисления достаточно проводить с 0(п) зна­
чащими цифрами. Это вычисление включает О(п) арифметических опе­
раций, и если для умножения чисел использовать алгоритм Шёнхаге — 
Штрассена сложности М(п) — О(п log n log log n), то общая сложность 
вычисления не превзойдет 

0(пМ(п)) — O(n2lognloglogn) 

(см. [6, 12]). 
Если же не пытаться вычислить функцию на всем отрезке по еди­

ной формуле, а воспользоваться известной идеей о разбиении области 
определения на несколько отрезков и вычислении функции в зависимо­
сти от того отрезка, в который попадет значение аргумента, то можно 
понизить эту оценку приблизительно в log log n раз. 

Пусть f(x) = a0+aix+a2x2 + ... надо вычислять на [0,1], причем для 
простоты рассуждений | / ^ (ж) | ^ г! при любом х £ [0,1]. Отрезок [0,1] 
разобьем на N отрезков длины 1/N. Пусть на отрезке [k/N,(k + 1) /^] 
функция / разлагается в ряд 

f(k/N + z) = a0(fe) + ai(fc) • x + a2(fc) • x2 + . . . 

Поскольку |a.(fc)| ^ 1, точность 2~n достигается, если взять 0(n/logN) 
членов ряда; сложность вычисления этих членов (при известных a,(fc)) 
не превышает 

Опишем предлагаемую процедуру вычисления, одновременно указы­
вая схемную сложность ее шагов. 



38 Г. Г. Амаяжаев 

1. По заданному х находятся значения к = [^^J и ^ = х ~ \_Nx\jN. 
Сложность реализации соответствующего булева оператора есть 
0{n\ogN), 

2. Каждый коэффициент а{(к) вычисляется булевым оператором 
log N + const входами и 0(п) выходами (при этом можно достичь требу­
емой точности); сложность реализации такого оператора не превосходит 
0(nN/logN). Поэтому общая сложность вычисления всех коэффициен­
тов а{ есть 0(n2N/log2 TV). 

3. Находится значение f(x) с использованием разложения в ряд 
в окрестности точки k/N. Сложность этого шага, как указывалось 
выше, не превышает 0 ( n 2 ! o g n l o g l o g n / l o g 7 V ) . 

Таким образом, общая сложность вычисления f(x) равна 

^ / п2 log n log log п л жт n2N 
0 л лт + nlogN + logN ° log2 TV 

Наименьшее значение этого выражения достигается при N — O( logn) 
и равно 0[n2\ogn). 
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