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Показано,что минимально-возможная глубина схемы из функцио­
нальных элементов в базисе {&, V,"""}, реализующей отображение мно­
жества всех (0,1)-векторов длины п на себя, может отличаться от 
минимально-возможной глубины схемы, реализующей обратное ото­
бражение (в том же базисе), не менее чем на 21og2 n — 3, а для «почти 
всех» отображений эта величина не больше 4. 

1. Постановка задачи 
Пусть Т — { 0 , 1 , . . . ,2П — 1}, где п — любое натуральное число, 

а Ф(гг) — отображение множества Т на себя. Таким образом, Ф(п) — 
числовая функция, имеющая обратную, и можно говорить о сравнении 
«сложностей» прямой (Ф(п)) и обратной (#_ 1(n)) функций. Задачи та­
кого рода возникают, например, в криптографии [1, 2], когда требуется 
найти такую «простую» функцию, обратная к которой была бы «слож­
ной». Под сложностью функции в этом случае обычно понимают слож­
ность алгоритма, вычисляющего эту функцию. В [3] изучается задача, 
близкая к рассматриваемой здесь, но под сложностью функции понима­
ется число элементов в схеме, реализующей эту функцию. 

В настоящей работе под сложностью функции мы будем понимать 
глубину схемы из функциональных элементов в базисе {&, V, "*"}, реали­
зующей эту функцию. Глубина схемы, или длина максимальной цепи 
в ней, выбрана в качестве меры сложности по той причине, что с по­
мощью этого параметра можно характеризовать быстродействие схемы. 
Это следует из результатов В. М. Храпченко [4, 5], где показано, что 
глубина формулы (значит, и глубина функции) совпадает с задержкой 
(временем срабатывания схемы), хотя существуют минимальные (по чи­
слу элементов) схемы, в которых эти величины — глубина и быстродей­
ствие — сильно разнятся. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Такие понятия, как базис, схема, глубина схемы, глу­
бина формулы, которыми мы пользуемся, но не определяем, широко из­
вестны; их можно найти, например, в [6-9]. 
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Уточним теперь постановку задачи. 
Пусть А(п) есть (ОД)-матрица с п столбцами и 2П попарно различ 

ными строками, а Ф(тг) — отображение множества строк из А(п) на себя. 
Результат такого отображения есть матрица А'(п) с количеством строк 
и столбцов, как у матрицы А(п). 

Припишем булевы переменные ж19ж2,.... ,жп столбцам матрицы 
Л(п), а булевы переменные t /x ,^ , . . . ,y„ столбцам матрицы А'(п). По­
скольку в матрицах А(п) и А\п) нет одинаковых строк, можно говорить, 
что любой столбец у,- матрицы А'(п) есть булева функция /,• от перемен­
ных Ж1,ж2,... ,жп, и наоборот, каждый столбец ж,- матрицы А(п) есть 
булева функция д{ от переменных уг, з/2? • - • > Уп (* = 1,2,... , га). 

Итак, имеется две системы булевых функций, определяемые отобра­
жением Ф(га): 

F = {/iO*i,s2 , . . . ,жп),/2(ж1,ж2 , . . . , s n ) , . . . , /п(ж1,ж2 , . . . ,жп)}, 
^ _ 1 = {#1(>ьУ2,... ,Уп),л(»ьУ2,-.- ,Уп),..- ^п(Уь»2,.-- ,»п)}. 
Пусть 5(F) — схема из функциональных элементов в базисе 

{&,V,~}, реализующая систему функций F , a D(S) — глубина этой 
схемы. Рассмотрим величину D(F) — min.D(S'), где минимум берется 
по всем схемам, реализующим систему F над базисом {&, V, -"}. Анало­
гичным образом определяется величина D{F~l) для системы F~l. Вве­
дем величины с?(Ф) = \D(F) — D(F~X)\ и d(n) = тахй(Ф), где максимум 
берется по всем рассматриваемым отображениям. 

Задача, исследуемая в данной статье, состоит в оценке величины 
d(n). В разд. 2 описывается поведение d^) в «типичном» случае, 
в разд. 3 приводится пример отображения с «ощутимым» различием 
глубины, а в разд. 4 — класс таких отображений {Ф}, что й(Ф) = 0. 

2. «Типичный» случай 
Пусть Р4 есть класс таких отображений Ф(га), что для любого ото­

бражения Ф из Р4 верно неравенство й(Ф) ^ 4. 
Теорема 1. При га —» оо 

|Р4 |/2П! - 1. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ установления справедливости теоремы нам 

потребуются следующие известные факты. 
Утверждение 1 [8]. Если имеется схема глубины D в базисе 

{&, V,~~}, реализующая булеву функцию / , то имеется и формула глу­
бины D в этом же базисе, реализующая функцию f . 

Утверждение 2 [9]. Если число вхождений переменных в формуле, 
реализующей булеву функцию в базисе {&, V,~~}, не меньше к, то глу­
бина этой формулы не меньше log2 к . 
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Утверждение 3 [6]. Число булевых функций, которые зависят не 
более чем от п переменных и которые могут быть реализованы форму­
лами в базисе {&, V,~~}, содержащими не более к вхождений переменных, 
не превосходит (сп)к, где с — некоторая константа. 

Утверждение 4 [9]. В базисе {&, V,""} любая булева функция от 
п переменных может быть реализована схемой глубины не более чем 
n — log2log2 n + 3. 

Число всех отображений, равное 2П!, может быть подсчитано следу­
ющим способом. Матрица Л', задаваемая отображением Ф, получается 
из матрицы А перестановкой ее строк. Поэтому в любом столбце из А' 
число нулей равно числу единиц, любая пара столбцов есть матрица, 
в которой число строк типа (г, j) равно числу строк типа (&,/) для лю­
бых г, j , А;, I из {0,1}, и т. д. Поэтому верно следующее равенство: 

^=(2Г-,)(ГТ(Р4-2"' (1) 
Обозначив произведение всех сомножителей, кроме первого, в правой 

части равенства (1) через Мп, получаем следующее равенство: 

"=*.(£,)• (2) 

Теперь рассмотрим такие отображения, в которых любая функция 
из системы F может быть реализована формулой, содержащей не бо­
лее 2n~1/log2n вхождений переменных Xi,x2,-.',xn. Из утверждения 3 
следует, что число таких функций не превосходит величины 

/ 4 o n - i - i o g 2 i o g 2 n def 

(спу = гап. 
Число отображений таких, что система функций F для каждого 

из них состоит лишь из функций, допускающих реализацию формулами 
сложности не выше 2n~1/k>g27i, может быть оценено сверху с помощью 
(2). Так как первый столбец матрицы А' может быть лишь такой функ­
цией, которая допускает реализацию формулой сложности не более 
2n~1 / log2n, то он может быть выбран не более чем гап способами. Те­
перь, заменяя в правой части равенства (2) второй сомножитель на mn , 
получаем верхнюю оценку для числа искомых отображений, которая 
равна mnMn. С учетом (2) и неравенства (2JLi) > 22П~П убеждаемся 
в том, что при п —» оо 

^ - 0. (3) 
2П! 

Соотношение (3) показывает, что доля тех отображений, которые 
не могут быть реализованы формулами, содержащими менее 2n_1/log2 n 
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вхождений переменных, стремится к 1 при п —» оо. Иными словами, 
«почти все» прямые отображения не могут быть реализованы форму­
лами, содержащими менее 2n_1/log2 тг вхождений переменных. Исполь­
зуя утверждения 1 и 2, мы можем заключить, что глубина схем, реали­
зующих такие отображения, не меньше п — log2log2 n — 1. 

Множество этих отображений обозначим через Р0. Каждому ото­
бражению Ф из множества Р0 соответствуют матрицы А(п) и А'(п). 

Выше, зафиксировав матрицу А(п), мы отобрали подходящее мно­
жество матриц {А'(гс)}. Теперь же, упорядочив в естественном порядке 
строки каждой матрицы из {А'{п)} для всех отображений из множества 
Р0, мы получим множество матриц {А(п)}. Проведя аналогичные рассу­
ждения относительно множества (А(п)}, приходим к заключению, что 
«почти все» отображения из множества Р0 таковы, что глубина схем, ре­
ализующих как прямое, так и обратное отображение, для них не меньше 
величины п — log2 log2 n — 1. 

Полученное множество отображений, которое мы обозначим через 
Р'А, таково, что любые прямое и обратное отображения не могут быть 
реализованы схемой глубины менее чем п — log2log2n — 1. Поскольку 
любую булеву функцию от п переменных можно реализовать схемой, 
глубина которой не превосходит п — log2log2 n + 3 (утверждение 4), то 
«почти все» отображения таковы, что глубины любого как прямого, так 
и обратного отображения различаются не более чем на 4. Итак, мно­
жество Р'А обладает требуемыми свойствами. Множество Р4, указанное 
в формулировке теоремы 1, содержит множество P'AJ поэтому теорема 1 
доказана. 

Оценку (1(Ф) ^ 4 можно несколько усилить, если утверждение 4 за­
менить более точным, содержащимся в работе С. А. Ложкина [10], что, 
впрочем, не меняет качественной картины в «типичном» случае, 

3. Нижняя оценка для d{ri) 

Пусть, как и прежде, А(п) есть (0,Г)-матрица с 2П строками и n 
столбцами, a #i, ж2 , . . . > хп — булевы переменные, приписанные ее столб 
цам. Рассмотрим следующие п булевых функций: 

У1 = хг, у2 = хг © а?2,... , уп = хх ф х2 © . . . 0 хп (4) 

(символ ф обозначает операцию сложения по mod 2). Равенства (4) 
задают отображение множества строк матрицы А(п) на себя, которое 
мы обозначим через Ф0. 

Обратимость Ф0 устанавливается следующим образом. Рассматри­
вая равенства (4) как систему уравнений, разрешим ее относительно 
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переменных хх,х2, .--,хп- Легко видеть, что решения этой системы та­
ковы: 

Х\ = У\, х2 = У\® 2/2, х3 = у2 0 уз,..., хп = t/n_! 0 уп. (5) 

Разрешимость системы (4) показывает обратимость Ф0, а равен­
ства (5) задают систему функций, порождающих обратное отображение 
Ф^1. Система (4) состоит из линейных функций. Сложность реализа­
ции линейной функции в базисе {&,V,~~} хорошо изучена. В частно­
сти, В. М. Храпченко [4] показал, что линейная булева функция, суще­
ственно зависящая от п переменных, не может быть реализована форму­
лой, содержащей менее п2 вхождений переменных. Поэтому, используя 
утверждения 1 и 2 предыдущего раздела, мы можем заключить, что глу­
бина схемы, реализующей эту функцию, не может быть меньше 21og2 n . 
Функция уп из (4) является линейной функцией, существенно зависящей 
от п переменных. Поэтому минимально-возможная глубина схемы, реа­
лизующей систему функций (4), равна 2 log2 n. Но система (5) состоит из 
линейных функций, зависящих не более чем от двух переменных, и, как 
легко увидеть, существует схема глубины 3, реализующая эту систему. 
Поэтому для отображения Ф0, задаваемого системой функций F0 , спра­
ведливо соотношение й(Фо) = 21og2 n — 3, иначе говоря, справедлива 

Теорема 2. При любом п ^ 1 

d(n) ^ 21og2 п — 3. 

4. «Правильные» отображения 

В разд. 1 мы отмечали, что каждому отображению можно поставить 
в соответствие систему функций 

F = { / iOi ,z 2 , - - . ,жп),/2(ж1,ж2 , . . . , х п ) , . . . , / п ( х ь а ; 2 , . . . ,жп)}, (6) 

а обратному отображению — систему функций 

F"1 = {л(УьУ2,. . . ,Уп),52(2/1,2/2,... ,Уп),... ,SfnOi,2/2,... ,Уп)}. (7) 

Теперь укажем класс отображений, для которых множества F H F ' 1 

совпадают. Такие отображения назовем «правильными». 
Пусть Ф — некоторое отображение, а Л и А ' , как и прежде, матрицы, 

связанные с этим отображением. Если строки этих матриц считать 
двоичными записями чисел из множества {0,1, . . .2П - 1}, то Ф можно 
рассматривать как перестановку этого множества. 

Рассмотрим перестановки, состоящие лишь из циклов длины 2. 
Пусть Ф — такая перестановка. Рассмотрим любой ее цикл. Пусть 
число а переходит в число /3, а /3 переходит в число а. Тогда строке 
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матрицы А, являющейся двоичной записью числа а, отображение Ф ста­
вит в соответствие строку матрицы А'у являющуюся двоичной записью 
числа /?, и наоборот, строке матрицы А, являющейся двоичной запи­
сью числа /3, отображение Ф ставит в соответствие строку матрицы А', 
являющуюся двоичной записью числа а. Нетрудно видеть, что такое же 
соответствие устанавливает и обратное отображение Ф"1. А это озна­
чает, что на одинаковых наборах значений переменных значения систем 
функций (6) и (7) совпадают. 

Число рассматриваемых перестановок равно числу различных раз­
биений множества { 0 , 1 , . . . , 2П — 1} на пары. Нетрудно видеть, что это 
число равно 2П!/2П_1!22П = 2n2* (1_0(1)). Это и есть нижняя оценка для 
числа правильных отображений. 

Характерная особенность правильных отображений состоит в том, 
что шифровка сообщения, или построение системы F , и дешифровка, 
т. е. построение системы F - 1 , производятся одной и той же схемой, ко­
торая может быть построена методом О. Б. Лупанова [11]. Число элемен­
тов такой схемы есть величина порядка 2п /п, глубина схемы не больше 
п, и в то же время «несанкционированная» дешифровка приводит к не­
обходимости перебора 2п2П~ (1~°(1)) вариантов. 
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