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С. С. Марченков 

Для группы G подстановок на множестве Ек G-замыкание опреде­
ляется как замыкание относительно операций суперпозиции и взятия 
двойственных функций относительно подстановок из G. Устанавли­
вается, что при довольно слабых ограничениях на степень транзитив­
ности группы G и для любого &, к У> 5, в Рк имеется ровно два G-
предполных класса: класс Слупецкого и класс идемпотентных функ­
ций. Показывается, что в Рк имеется четыре G-предполиых класса, 
когда G есть знакопеременная или полная симметрическая группа под­
становок, и дается их описание. 

Проблема полноты является одной из центральных проблем в тео­
рии функциональных систем. Если имеется некоторый класс функций Р 
с заданным на нем множеством операций О, то проблема полноты в Р 
относительно О состоит в определении условий (как правило, необхо­
димых и достаточных), которым должна удовлетворять произвольная 
система Q функций из Р , чтобы из функций системы Q с помощью опе­
раций из О можно было получить все функции класса Р. 

Класс Рк функций &-значной логики обычно рассматривают как 
функциональную систему с операцией суперпозиции [1, 2]. Принципи­
альное решение проблемы полноты в Рк в этом случае следует из тео­
ремы А. В. Кузнецова [1], которая формулируется в терминах предпол­
ных классов. Все предполные в Р2 классы найдены Э. Постом [3, 4], 
в Р 3 — С. В. Яблонским [5, 1]. В [1] получено также описание несколь­
ких серий предполных классов в случае к ^ 4. Этот список расширялся 
рядом авторов, и в [6, 7] определение всех предполных в Рк классов было 
завершено. Как установлено в [8], количество предполных в Рк классов 
с ростом к растет сверхэкспоненциально и пользоваться критерием пол­
ноты, основанном на предполных классах, практически невозможно уже 
при к — 5 (эта граница может быть, разумеется, несколько отодвинута 
с применением ЭВМ). 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 95-01-01625). 
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На практике приходится исследовать на полноту не произвольные 
системы функций. К тому же часто имеется возможность помимо опе­
рации суперпозиции использовать некоторые другие операции. Это при­
водит к иным постановкам проблемы полноты в Рк. В качестве примера 
укажем на проблему полноты для систем, содержащих все одноместные 
функции [9], все подстановки [10] или все полиномы над кольцом вычетов 
по составному модулю к [11]. Проблема полноты для множеств опера­
ций, содержащих операцию суперпозиции в качестве одного из элементов 
либо в качестве производной операции, исследовалась в [12-22]. 

В частности, в работах [19-24] для группы подстановок G предлага­
ется рассматривать операцию суперпозиции вместе с операциями взятия 
двойственных (сопряженных) функций относительно подстановок из G. 
Этот набор операций приводит к понятиям G-полноты, G-замкнутого 
и G-предполного классов. Особый интерес к исследованию проблемы G-
полноты связан с следующими обстоятельствами. Во-первых, операция 
взятия двойственной функции является одной из самых распространен­
ных операций в алгебре и многозначной логике. Она отражает часто 
встречающуюся на практике возможность замены одних значений дру­
гими с сохранением исходного отображения. Далее, за счет варьирова­
ния группы G можно охватить весьма широкий спектр проблем полноты 
в Рк, которые с сужением группы G приближаются к проблеме полноты 
в Рк относительно операции суперпозиции. 

При решении проблемы G-полноты алгебро-логический характер 
операции взятия двойственной функции позволяет использовать теорию 
Галуа для алгебр Поста [25]. Наконец, одним из самых существенных 
аргументов в пользу изучения проблемы G-полноты в Рк является то, 
что согласно результатам из [19-24] для достаточно «большой» группы 
G множество всех G-замкнутых классов в Рк оказывается конечным, 
а каждый из G-замкнутых классов имеет эффективное описание. В этих 
случаях решение проблемы G-полноты представляет собой необходимый 
этап в построении эффективной G-классификации множества Рк. 

Отправным моментом наших исследований может служить резуль­
тат, сформулированный в [22]. Согласно этому результату для любого 
к, к ^ 5, и любой m-транзитивной группы G подстановок на множе­
стве { 0 , 1 , . . . ,& — 1}, где т ^ [к/2\ + 1, в Рк существует только два 
G-предполных класса: класс SLk Слупецкого и класс 1к идемпотентных 
функций. При к — 4 к этим двум классам добавляются класс L4 квазили­
нейных функций и класс К4 функций, самодвойственных относительно 
подстановок из четверной группы Клейна VA. 

Ниже мы определяем понятие слабой m-транзитивности группы, ко­
торое существенно слабее понятия m-транзитивности. Мы усиливаем 
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результат из [22], показывая, что ту же совокупность G-предполных 
классов можно получить, если m-транзитивность (га ^ [fc/2j + 1) группы 
G при k ^ 5 заменить слабой [к/2\ -транзитивностью вместе с 3- либо 
4-транзитивностью группы G в зависимости от вида к. При к = 4 усло­
вия из [22] однозначно приводят к полной симметрической группе 54 
подстановок на Е4. Мы доказываем, что можно рассматривать также 
знакопеременную группу А4. Кроме того, имея в виду построение А4-
классификации множества Р4, выясняем, что единственными G-предпол-
ными классами в К4 являются классы К4 П 1 4 и К4 П /4 . В отличие от 
работ [19, 20] все доказательства проводятся чисто логическими сред­
ствами с использованием теории Галуа для алгебр Поста. 

Напомним некоторые понятия. Пусть к ^ 4, Ек = { 0 , 1 , . . . , к — 1}, 
Рк — множество всех функций / : Ек —> Ек (п = 1,2,...). Предпола­
гается, что на множестве Рк задана операция суперпозиции [1, 2]. Если 
Q Я Рк, то через [Q] обозначается замыкание множества Q относительно 
операции суперпозиции. Множества [Q] называются замкнутыми клас­
сами. Понятия полноты и предполноты вводятся обычным образом [1,2]. 

Если / ( # ! , . . . ,xn) £ Рк и ж - подстановка на Ек, то через f* обо­
значается функция 7r-1(/(7r(a;i),... , 7г(жп))), которая называется двой­
ственной к / относительно подстановки ж. Если /* = / , то говорят, 
что функция / самодвойственна относительно подстановки ж. 

Для любых п и г, п ^ 1, 1 ^ г ^ гг, функции е"(жх,... , хг-,... , хп) — 
Xi называются селекторными функциями. Селекторные функции само­
двойственны относительно любых подстановок. 

Пусть G — произвольная группа подстановок на Ек. Если Q С Р ь т о 
через [Q]G обозначаем замыкание множества Q относительно операции 
суперпозиции и операций взятия двойственных функций относительно 
подстановок из G. Множество [Q]G называем G-замыканием Q. Поня­
тия G-полноты и G-предполноты вполне аналогичны соответствующим 
понятиям для операции суперпозиции. 

Наряду с функциями на Ек рассматриваем также отношения на Ек. 
Отношение д(х1,... ,ж т ) на Ек отождествляем с множеством всех тех 
наборов из 22™, на которых это отношение истинно. В связи с этим бу­
дем употреблять выражения: набор ( a i , . . . ,am) принадлежит отноше­
нию £>, отношение g полно (тождественно истинно), отношение g пусто 
(тождественно ложно), отношение g содержится в отношении а или от­
ношение а есть расширение отношения д. Множество всех отношений 
на Ек обозначим через Щ. 

На множестве П* определим несколько операций (см. также [25]). 
Если отношения Q(XI,... ,ЖШ) И G{XI,... ,Ж„) принадлежат множеству 
Щ, то конъюнкцией отношений д^о будем называть (т + ?г)-местное 
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отношение 
£>(#!,... , . т т )&а(х т + 1 , . . . , #m+n)-

Проекцией отношения £ ( х ь . . . , яш) по переменной ж,- (1 ^ г ^ га) назы­
вается (га — 1)-местное отношение 

где областью действия квантора Зх{ является множество Ек. Операции 
перестановки и отождествления переменных для отношений предпола­
гаем известными. Если R С Щ, то через [R] обозначаем замыкание 
множества R относительно операций конъюнкции, проектирования, пе­
рестановки и отождествления переменных. Множества [R] будем назы­
вать замкнутыми множествами отношений. 

Пусть Е — отношение эквивалентности на множестве {1 ,2 , . . . , га}. 
Диагональю, соответствующей отношению £, называется такое отноше­
ние д{хи... ,ж т ) , что 

( а ь . . . , а т ) е д = ((ij)e e =* (а,- = а,)). 

Пустое отношение удобно считать диагональю. 
Если £(#1 , . . . ,£m ) Е Щ и тг — подстановка на 2?*, то отношение 

£ * ( S l , . . . , Ж т ) = д(1с(хг),... , 7 г ( ж т ) ) 

называется двойственнъш к £ относительно подстановки 7Г. Нетрудно 
видеть, что для любой диагонали 6 и любой подстановки 7г отношение 
6* совпадает с 6. 

По аналогии с G-замыканием множества функций вводим понятие G-
з^мыкания множества отношений; G-замыкание множества отношений 
R обозначаем через [R]G-

Пусть f(xu... ухп) € Рк, е ( ж ь . . . ,xm ) G Щ. Говорят, что функция 
/ сохраняет отношение д, если для любых п наборов 

( a n , . . . , am l) . , . . . , ( a l n , . . . , am n) , 

принадлежащих отношению £, набор 

( / ( a l b . . . , a l n ) , . . . , f ( a m U . . . ,am n)) 

также принадлежит отношению £. Множество всех функций из Рк, со­
храняющих отношение £, обозначим через Ро1#, а множество всех от­
ношений из l b , которые сохраняет функция / , - через Inv/. Нетрудно 
видеть, что для любых функции / и отношения g множество Ро1# явля­
ется замкнутым классом функций, содержащим все селекторные функ­
ции, а множество Inv/ — замкнутым классом отношений, содержащим 
все диагонали. 
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Отображения Pol и Inv распространим на все подмножества из Щ 
и Рк: если R С Щ и Q С Рк, то 

РоШ = Р | Polg, InvQ = р | Inv/. 

Отображения Pol и Inv определяют соответствия Галуа [26, 27] ме­
жду частично упорядоченными по включению множествами всех под­
множеств из Рк и всех подмножеств из \\к. При этом Галуа-замкнутыми 
множествами являются замкнутые классы функций из Рк, содержащие 
все селекторные функции, и замкнутые классы отношений из Щ, содер­
жащие все диагонали [25]. Отображение Pol (или Inv) задает антиизо­
морфизм между частично упорядоченными по включению множествами 
Галуа-замкнутых классов функций и Галуа-замкнутых классов отноше­
ний. В дальнейшем ради краткости будем говорить о соответствии Га­
луа, имея в виду соответствия Pol и Inv, рассматриваемые лишь для 
Галуа-замкнутых классов функций и отношений. 

Если / 6 Pol^ и я — подстановка, то /* Е Pol^*. Отсюда сле­
дует, что для любой группы G функтор Pol отображает G-замкнутые 
классы отношений в G-замкнутые классы функций, а функтор Inv — 
G-замкнутые классы функций в G-замкнутые классы отношений. 

Пусть G — группа подстановок на Ек и 1 ^ т ^ к. Группа G назы­
вается т-транзитивной, если для любых двух упорядоченных наборов 
( а ь . . . , а т ) , (&ь . . . , 6 т ) , каждый из которых состоит из попарно различ­
ных элементов, в группе G найдется такая подстановка 7г, что 7r(ai) = 
Ь 1 ? . . . , 7r(am) = Ьт. Группу G будем называть слабо т-транзитивной, 
если для любого /, 1 ^ / ^ ?п, и для любых двух /-элементных под­
множеств E,F из Ек в группе G найдется такая подстановка 7г, что 
тг(Е) = F. Очевидно, что из т-транзитивности группы G вытекает ее 
слабая m-транзитивность. Обратное, вообще говоря, неверно: при к ^ 4 
знакопеременная группа подстановок на Ек является слабо (к — ^-тран­
зитивной, но не (к — 1)-транзитивной. 

Отметим следующий факт, которым мы будем пользоваться в даль­
нейшем: если группа подстановок на Ек слабо [&/2_|-транзитивна, т о о н а 

слабо /с-транзитивна. В самом деле, если подстановка 7Г переводит т-
элементное множество Е в m-элементное множество F , то 7г переводит 
(к — га)-элементное множество Ек \ Е в (к — т)-элементное множество 
Ек \ F. Остается заметить, что к - [к/2\ = \к/2\ и ffe/2] - [к/2\ ^ 1. 

Если 7г — подстановка, то отношение я̂ Жх) — х2 называется графи­
ком подстановки ж. 

Согласно результатам из [6, 7] любой предполный в Рк класс опре­
деляется (в смысле функтора Pol) отношением одного из множеств Р , 
О, L, Е, С, В. 
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Множество Р состоит из графиков всех подстановок на Ек, которые 
разлагаются в циклы одинаковой длины р, где р — простое число. 

Множество О состоит из всех двуместных отношений, которые опре­
деляют на Ек частичный порядок с наименьшим и наибольшим элемен­
тами. 

Множество L непусто только в том случае, когда к = рт, где р — 
простое число, т ^ 1. Пусть в этом случае на множестве Ек опреде­
лена структура абелевой р-группы периода р [28] и «+» есть операция 
сложения в этой группе. Тогда при р — 2 в классе L содержится четы­
рехместное отношение 

Хл + Х2 = Х3 + Х4, (1) 

а при р ^ 3 — трехместное отношение 

хг + х2 = х3 + х3. (2) 

Множество Е состоит из нетривиальных (неединичных и неполных) 
отношений эквивалентности на Ек. 

Для любого п, п ^ 2, положим 

тп{хи... ,хп) = У (аг,- = ж -̂). 

Отношение £>(xi,... ,жп) называется вполне рефлексивным, если оно со­
держит отношение тп, и вполне симметричным, если оно не меняется 
при любой перестановке переменных. Одноместное отношение по опреде­
лению считаем вполне рефлексивным. Неполное отношение д{хх,... , хп) 
называется центральным, если оно вполне рефлексивно, вполне симме­
трично и существует такое непустое подмножество С в Ек (центр отно­
шения д), что отношению д принадлежит любой набор (а\,... ,ап) такой, 
что {аг,... ,ап} Г) С ^ 0. 

Множество С состоит из всех центральных отношений на Ек. 
Определение множества В в полном объеме нам не потребуется. От­

метим лишь, что множество В содержит отношение тк, а любое отноше­
ние из В вполне рефлексивно, вполне симметрично и зависит не менее 
чем от трех переменных. 

Для любого к, к ^ 4, через SLk обозначим предполный в Рк класс, 
который определяется отношением тк (класс Слупецкого): SLk = Polr*. 
Так как для произвольной подстановки ж на множестве Ек выполняется 
равенство г£ — тк, то для любой группы G подстановок на Ек класс SLk 
является G-замкнутым. 

Для любого к, к ^ 4, через 1к обозначим множество всех идемпотент-
ных функций из Рк, т. е. таких функций /(хг,... , хп), что f(x,... , х) = 
х. Легко видеть, что класс 1к является пересечением предполных в Рк 
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классов, определяемых одноместными отношениями ж = 0 , . . . , # = & — 1. 
Иными словами, Ik — Ро1{ж = 0 , . . . , х — к — 1}. Так как любая под­
становка на Ек лишь переставляет отношения в последовательности 
ж = 0, . . . , £ = & — 1, то для любой группы G подстановок на Ек класс 1к 
является G-замкнутым. 

Через \Е\ обозначается число элементов множества Е. 

Теорема 1. Пусть к ^ 5 и G — слабо [к/2\-транзитивная группа 
подстановок на Ек, которая является А-транзитивной при четном к и при 
к = рт, где р — простое число, га ^ 1, и 3-транзитивной при остальных 
значениях к. Тогда множество G-предполных в Рк классов состоит из 
классов SLk и Ik. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно видеть, что классы SLk,Ik не содер­
жатся друг в друге. Покажем, что всякий G-замкнутый класс отноше­
ний на Ек, содержащий недиагональное отношение, содержит хотя бы 
одно из отношений тк или х = 0. Так как для транзитивной группы 
G множество [{х — 0}]G содержит все отношения ж = 0, . . . , ж = & — 1, 
то в силу соответствия Галуа следует, что любой G-замкнутый класс 
функций, отличный от Pfc, содержится в одном из классов SLk или 1к. 
Это означает, что SLk,Ik — единственные G-предполные классы в Рк. 

Итак, пусть П — G-замкнутый класс отношений на Ек, содержа­
щий недиагональное отношение. Пользуясь замкнутостью класса П, со­
ответствием Галуа и основным результатом работы [7], заключаем, что 
в класс П входит отношение д, содержащееся в одном из множеств Р , О, 
L, Е, С, В. 

Сначала предположим, что g — одноместное отношение из С. Если 
отношению g принадлежит только один элемент, то, разумеется, (х = 
0) £ П. Пусть отношению g принадлежит m элементов, 2 ^ га < к, 
a,b,c — элементы из Ек такие, что а ф 6, а, 6 принадлежат, а с — не 
принадлежит отношению д. Пользуясь 3-транзитивностью группы G, 
выберем в G такую подстановку 7г, что 7г(а) = а и 7г(6) = с. Тогда 
отношению д* из класса П принадлежит элемент а и не принадлежит 
элемент Ь. Следовательно, непустому отношению g(x)$zg*(x) из класса 
П принадлежит менее га элементов. В случае необходимости повторяя 
этот процесс, получаем отношение вида х — а. 

Пусть д — двуместное отношение из Р . Покажем, что в класс П 
входит отношение х — 0. Согласно определению множества Р отноше­
ние g(xi,x2) является графиком подстановки 7г на Ек, разлагающейся 
в циклы одинаковой длины р, где р — простое число. Пусть р = 2. Без 
ограничения общности можно считать, что разложение подстановки ж 
на циклы имеет вид (01)(23)(45)... (напомним, что к ^ 5). Так как 
в рассматриваемом случае к четно, то группа G 4-транзитивна и в ней 
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имеется такая подстановка </?, что </?(г) = г при 0 ^ г ^ 2 и у>(3) = 4. От­
ношение £^ представляет собой график подстановки (р~г7Г(р, сопряженной 
с 7г посредством (р. Из определения <р следует, что подстановка <р~1п<р 
переводит 0 в 1 , 1 в 0 и 2 в элемент, не входящий в Е4. Следовательно, 
подстановка 7Г(р~1тг(р оставляет неподвижными элементы 0,1 и отлична 
от тождественной подстановки. Тогда отношению 

Qi(xux2) = (3y)(gip(xuy)kg(y, ж2)), (3) 

которое является графиком подстановки т ^ - 1 ^ ^ , принадлежат наборы 
(0,0), (1,1), но не принадлежит, например, набор (2,2). Таким образом, 
в класс П входит одноместное отношение Qi(x,x). 

Предположим, что р ^ 3. Без ограничения общности считаем, что 
разложение подстановки 7г на циклы имеет вид ( 0 1 . . .р — 1)(р...)... 
Пользуясь 3-транзитивностью группы G, выберем в G такую подста­
новку <р, что (р(0) — р — 1, ср(р — 1) = 0, <р(1) — 2 при р ^ 5 и у>(1) = 3 
при р — 3. Легко видеть, что подстановка 7г<̂ -17г<£ переводит 0 в 0 и 1 
в элемент, отличный от 1. Таким образом, если определить отношение 
Qi(x1^x2) по формуле (3), то Qi(xi,x2) окажется одноместным отноше­
нием из П, которому принадлежит 0 и не принадлежит 1. 

Покажем, что во всех оставшихся случаях множество П содержит от­
ношение тк. Сначала рассмотрим случай, когда отношение д(хг,... , хп) 
вполне рефлексивно, вполне симметрично и п ^ З (этот случай целиком 
охватывает отношения из множества В, а также отношения из множе­
ства С, зависящие не менее чем от трех переменных). Ясно, что для 
любой подстановки 7Г отношение д* вполне рефлексивно. Так как отно­
шение д неполно и вполне рефлексивно, то ему не принадлежит некото­
рый набор (Ь ь . . . ,ЬП) с попарно различными компонентами. Пользуясь 
слабой /^-транзитивностью группы G, для любого набора ( а ь . . . ,ап) 
с попарно различными компонентами, принадлежащего отношению £, 
в G можно найти подстановку 7Г, переводящую множество { а ь . . . ,ап} 
в множество {Ь1 ? . . . Лп}. В силу полной симметричности отношения д 
набор ( а ь . . . , ап) не принадлежит отношению д*. Поэтому если 7Гх,... , 
7г5 — все подстановки из G, то 

д^(хи... ,хп)к...кд'К'{хи... ,жп) = тп(хи... ,ж„). 

В случае п — к требуемое отношение тк получено. Пусть п < к. При 
п = 3 получаем отношение г4: 

т4(хих2,х3,х4) = {Зу)(т3(хих2,у)кт3(х3,х4,у)). (4) 

Если же п ^ 4, то справедлива эквивалентность 

r n + 1 ( s b . . . ,£п + 1) = (Зух).. .(3ym)( & тп(х\,... ,х%
п^,у{)к 

l<i<m 



G-Предполные классы многозначной логики 55 

& тп (»,-,, Уь, Vi3 ,xjt,..., xjn)), (5) 
1<»1 < * 2 < » 3 < m 

i< i 4 <- - -< in<n+i 

где m = ("V) и {ЖЬ • • • ->xi-i}i • • • > {^Г? • • • ̂ JT-i) — совокупность всех 
подмножеств мощности п — 1 из множества {жь . . . , xn+i}-

Чтобы убедиться в справедливости (5), предположим, что набор 
( а ь . . . ,ап + 1 ) содержит не более п различных значений из Ек. Тогда 
в калестве значений переменных у ь . . . , ут в (5) можно выбрать не более 
двух различных значений из множества {а ь . . . , a n + i } , одно из которых 
встречается в наборе (а 1 ? . . . , an+i) с кратностью не менее двух. Пусть 
все элементы набора ( a b . . . , a n + i ) различны, но правая часть из (5) 
в этом наборе истинна. Тогда из истинности r n ( a i , . . . ,an-b2/i) выте­
кает, что ух £ {яъ • • • , a n _ i } . Можно считать, что у\ — а^. Из ис­
тинности r n ( a 2 , . . . ,an ,y2) следует, что у2 € {«2, • • • ?«п}- Пусть, на­
пример, у 2 = а2. Из истинности гп (а 3 , . . . ,ап+ъ2/з) следует, что у3 G 
{а 3 , . . . , а п + 1 } . Предположив, что у3 = а3, видим, что г п (# ь у2, у3, а 4 , . . . , 
ап) не может быть истинным. Противоречие завершает доказательство 
(5). Таким образом, при n < k формулы (4), (5) позволяют получить 
отношение тк из отношения тп. 

Аналогичная схема рассуждения используется, когда к — 2 т и g — 
отношение (1) из L. В этом случае отношение g можно задать в виде 

g(xux2, х3, х4) = (хх + х2 + х3 + х4 = 0), (6) 

где 0 является нулем соответствующей абелевой 2-группы. Так как по­
рядки всех ненулевых элементов абелевой 2-группы равны двум, то из 
представления (6) следует, что отношение g вполне симметрично, содер­
жит отношение 

(a?i = х2)к(х3 ~ х4) V (a?i = х3)к(х2 - х4) V (хг = х4)к(х2 = я3), (7) 

а также некоторые наборы, состоящие из попарно различных элементов. 
Ясно, что для любой подстановки ж отношение £*, как и отношение д, 
является расширением отношения (7). Пользуясь теперь полной симме 
тричностью отношения £, слабой /^-транзитивностью группы G и всеми 
подстановками 7г19... , ж8 группы (7, убеждаемся, что отношение 

^ 4 ^ 1 > ж2, х3, х4)к . . .kg*' (xux2> x3, x4) 

совпадает с отношением (7). Проектируя отношение (7) по переменной 
x4l получаем отношение T3{XI,X2,X3). 

Пусть д 6 Е. Сначала предположим, что д имеет только один неод­
ноэлементный класс эквивалентности 2?, т. е. 

д(хих2) .= (я?1 = х2) V (я?1 G £ ) & 0 2 G £ ) , 
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и пусть в Е входит менее к — \ элементов. Для определенности будем счи­
тать, что Е = 2?t, где 2 ^ £ ̂  к — 2. Пользуясь слабой /^-транзитивностью 
группы G, выберем в G такую подстановку 7Г, что 7г(^_х U {/}) = JE7̂ . 
Тогда д* является отношением эквивалентности на Ек, причем 

дК(хих2) = (а?! = х2) V (хх G £ t_i U {<})&(ж2 € £ t_i U {<}). 

Положим 
ei(«i,«2) = (Зу)(д(хиУ)Ьдж(х2,у)). 

Нетрудно убедиться в том, что отношение дг получается из отношения 
эквивалентности 

(xi = х2) V (жх G £t+i)&(x2 € £*+i) 
удалением набора (£,£ — 1). Значит, 

(3y)(0i(ai,y)&0i(y,32) = (a?i = ж2) V (ж! G J51+i)&(«2 G #t+i). 

Проведенные рассуждения показывают, как по отношению эквивалент­
ности 

(я?! = х2) V (a?i G Я*)&(ж2 € Et), 
где 2 ^ £ ̂  к — 2, можно получить отношение эквивалентности 

(хг = ж2) V (я?! G £fc-i)&(x2 G £*-i) . 

Далее, пользуясь транзитивностью группы G, путем взятия двойствен­
ного отношения из последного отношения получаем все отношения экви­
валентности вида 

(а?! = ж2) V («I G F)&(x2 G F) , (8) 

где |F | = А; — 1. Вместе с тем изложенный выше прием построения 
отношения Qi для произвольных неравных элементов а, Ь позволяет из 
отношений (8) строить отношения вида 

Qab(xux2) = (хг ф аУ х2 ф 6), 

которые отличаются от полного отношения только одним набором (а, Ь). 
Таким образом, отношение 

д2(хи... ,хк) ЕЕ (3y)(Qoi(xuy)bQ12(x2,y)k .. Мдк-1,о(хк,у)) 

принадлежит множеству П. Из определения отношений даЬ следует, что 
набор ( 0 , 1 , . . . ,fc — 1) не принадлежит отношению д2. Кроме того, отно­
шение д2 вполне рефлексивно. В самом деле, пусть в наборе ( а ь . . . , ак) 
содержится не более к — 1 различных значений. Тогда он отличается 
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от набора ( 0 , 1 , . . . , к — 1) хотя бы в одной позиции. Пусть для опре­
деленности аг ф 0. Значит, отношение дъ\{а\,у) полное, а каждому из 
остальных к — 1 отношений д12(а2,у),... , £jb-i,o(a*> у) принадлежит не 
менее к — 1 значений. Поэтому отношение £12(̂ 2? 2/)& •• •&£*-1,о(0*> у) 
непусто и необходимое для определения отношения д2 значение перемен­
ной у существует. 

Остается сделать последний шаг, чтобы из отношения д2 получить 
отношение тк: 

тк(хи... ,хк) = &ff2(^(i) , . . . ,£„(*)), 

где конъюнкция берется по всем подстановкам (р на множестве 
{ 1 , 2 , . . . , * } . 

Допустим, что отношение д из множества Е имеет не менее двух 
неодноэлементных классов эквивалентности. Покажем, как из д можно 
получить отношение с одним неодноэлементным классом эквивалент­
ности. Обозначим через Е класс с максимальным числом элементов. 
Пусть \Е\ ^ 3, а,Ь,с — различные элементы из Е и d fi E. Пользуясь 
3-транзитивностью группы G, выберем в G такую подстановку 7г, что 
7г({а, 6}) = {а, Ь} и 7г(с) = d. Тогда 

д{хих2)кд'К(хъх2) (9) 

называется отношением эквивалентности на Ек — пересечением от­
ношений эквивалентности д и д*. При этом, как вытекает из определе­
ния подстановки 7Г, класс Е разбивается по крайней мере на два класса 
эквивалентности, один из которых нетривиален и содержит элементы 
а, Ь. Поэтому предположим, что \Е\ = 2, Е = {а, 6} и {c,d} — класс 
эквивалентности отношения д, отличный от Е. Рассмотрим сначала 
случай, когда отношение д имеет одноэлементный класс эквивалентно­
сти. Обозначим его через {е}. Пользуясь 3-транзитивностью группы G, 
выберем в G такую подстановку 7Г, что 7г({а,6}) = {а, Ь} и ж (с) = е. То­
гда (9) окажется таким отношением эквивалентности на Ек, в котором 
элементы а, 6 эквивалентны, а элементы c,rf — неэквивалентны. Если 
у отношения д отсутствуют одноэлементные классы эквивалентности, 
то к четно. Оббзначим через е элемент, отличный от а, 6, с, б?. Исполь­
зуя 4-транзитивность группы G, выберем в G подстановку 7г такую, что 
7г({а, 6}) — {а, 6} и 7г({с,с?}) = {с,е}. Как и выше, у отношения экви­
валентности (9) элементы а, 6 будут эквивалентны, а элементы с, d — 
неэквивалентны. 

Завершим рассмотрение центральных отношений. Пусть д — дву­
местное отношение из С и, например, 0 входит в центр отношения д, 
а набор (а, Ь) не принадлежит отношению д. Если отношению д принад­
лежит такой набор (с, d), что с ф d и 0 £ {с, с/}, то пусть 7г ь . . . , 7Г5 — 
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все подстановки группы G, которые переводят 0 в 0, а наборы (с, d) ука­
занного вида — в набор (а, Ь). Тогда 

д0{хих2) = QKl{xux2)k .. Мд1Г'(хих2) 

является центральным отношением с центром 0, которому не принадле­
жит ни один набор (с, d), где с / й и О ^ {с,с(}. Если в группе G выбрать 
подстановку 7г такую, что 7г(0) = 1, 7г(1) = 0, то д% будет центральным 
отношением с центром 1. Поэтому £о(яъ£2)&£о(хъж2) есть нетриви­
альное отношение эквивалентности с единственным неодноэлементным 
классом эквивалентности {0,1}. 

Пусть к = р т , где р — простое число, р ^ 3, и д(х1,х2,х3) — от­
ношение (2) из L. Заметим, что отношение д симметрично по пере­
менным Ж1,ж2 и ему принадлежат наборы с тремя либо одинаковыми, 
либо попарно различными компонентами, причем для любых жх, х2 суще­
ствует единственное х3 такое, что #(xi, ж2, х3) истинно. Пусть элементы 
а! , . . . ,а5 попарно различны, наборы (ai,a2,a3) и (а2,а3уаА) принадле-
}кат, а набор (а2,а3,аъ) — не принадлежит отношению д. Пользуясь 
4-транзитивностью группы G, выберем в G подстановку 7г такую, что 
7r(ai) = а ь тг(а2) = a2, тг(а3) = а3 и 7г(а4) = а5. Тогда отношение 

Qi(xux2,x3) = ^(ж1,ж2,Жз)&^7Г(ж1,ж2,Жз) 

симметрично по переменным Жх,ж2, ему принадлежит набор (ai ,a2 ,a3) 
и не принадлежит набор (a2 ,a3 ,a4) . Полагая 

£2(zi,x2) = (Зу)дг(хих2,у), 

видим, что д2 — рефлексивное и симметричное отношение, которому 
принадлежит набор (ai,a2), но не принадлежит набор (а2,а3). Если 
л - ! , . . . , ^ — все подстановки группы G, сохраняющие множество 
{a,i,a2}, то, используя 3-транзитивность группы G, убеждаемся в том, 
что отношение 

д3(хих2) = £24zi ,z2)&.. .&£2 ' (>i ,a;2) 

рефлексивно, симметрично, £3(ai,a2) истинно и д3(а2,с) ложно для лю­
бого с, с £ {а>1,а2}. Аналогично определяем рефлексивное и симметрич­
ное отношение £4(^1? ж2)? которому принадлежит набор (ai, a2) и не при­
надлежит ни один набор вида (аг,с), где с ^ {ai ,a2}. Положим 

д5(хих2) = ^ 3 (х ь ж2)&е4(ж1, ж2). 

Отношение £5 рефлексивно, симметрично, £5(^1,а2) истинно, а £5(яъс) 
и £5(^2, с) ложны для любого с, с £ {a,i,a2}. Определяя последовательно 
отношения 

д6(хих2) = (Зу)(дъ(хиу)кдъ(х2уу)), 
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g7(xux2) = (3»)(еб(ж1,у)&еб(ж2,у)),... , 
не более чем через к — 2 шага придем к транзитивному замыканию отно­
шения 05 — нетривиальному отношению эквивалентности на Ек, в ко­
тором {0,1,0,2} будет являться классом эквивалентности. 

Завершим доказательство теоремы рассмотрением отношения 
Q(XI,X2) ИЗ О. Предположим, что 0 — наименьший элемент частич­
ного порядка g и £>(0,а) истинно для любого элемента а из Ек. Так 
как группа G 3-транзитивна, то для любых двух неравных и отличных 
от 0 элементов a1,a2 таких, что #(ai,a2) истинно, в группе G найдется 
подстановка 7г, удовлетворяющая условиям: 7г(0) = 0 и p(7r(ai),7r(a2)) 
ложно. Если 7г19... ,7г5 — все подстановки из G, которые в указанном 
смысле отвечают всем перечисленным парам элементов (ai,a2)y то от­
ношение 

g1(xux2) = Q*1(x\,x2)k .. .кд*ш{хих2) 
задает частичный порядок на Ек с наименьшим элементом 0 и попарно 
не сравнимыми элементами 1 , . . . , к — 1. Полагая 

Q2{xux2) = (3y)(g1(xuy)kg1(x2,y)), 
замечаем, что отношению д2 принадлежат все наборы вида (0, a), (a, 0), 
(а, а) и не принадлежат наборы вида (а, 6), где а ф Ь и 0 ^ {а, 6}. Значит; 
д2 — нейтральное отношение с центром 0. Теорема доказана. 

Известно (см., например, [2]), что всякую функцию из Р4 можно 
единственным образом представить в виде полинома над полем Галуа 
G\F(4), сложение и умножение в котором задаются следующими табли­
цами: 

+ 
0 
1 
2 
3 

0 1 2 3 
0 1 2 3 
1 0 3 2 
2 3 0 1 | 
3 2 1 0 

X 

0 
1 
2 
3 

0 1 2 3 
0 0 0 0 
0 1 2 3 
0 2 3 1 
0 3 1 2 

Обозначим через F множество всех функций из Р4, представимых 
полиномами вида 

aiXi + • • • + anxn + a n + b (10) 
где аг,... ,an G Е2, an+1 G Е4. Из определения легко следует, что F — 
замкнутый класс в Р4, содержащий все селекторные функции. 

Пусть £1,£2?£з — такие отношения эквивалентности на Е4, что 
ег(хих2) = (хих2 G {0,1}) V (xux2 G {2,3}), 
e2(xi,x2) = (xux2 G {0,2}) V (xux2 G {1,3}), 
e3(xux2) = (xux2 G {0,3}) V (xux2 G {1,2}). 
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Лемма . Ро1{£!,£2>£з} = F. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Непосредственно проверяется, что отношения 

£ь£2>£з сохраняют функцию Х\ + х2 и все константы. Так как си­
стема {1,2,3^ + х2} полна (относительно суперпозиции) в F , то F С 
Ро1{£ь£2,£3}. 

Предположим, что классу Ро1{£!,£2,£3} принадлежит функция вида 
(10), где хотя бы один из коэффициентов a i , . . . , a n не входит в Е2. 
Пусть, например, ax E {2,3}. Так как F С Pol{£i,£2,£3} и класс 
Ро1{£!,£2,£3} замкнут относительно суперпозиции, то в этом случае 
классу Pol{£i,£2,£3} будет принадлежать функция 

(aiXi + a2 • 0 + • • • + ап • 0 + a n + i ) + an + i = aixx. 

Однако функции 2ж!,3х1 не сохраняют отношения £х. 
Предположим, что в класс Ро1{£х,£2,£3} входит нелинейная (в смы­

сле представления полиномом над полем GF(4)) функция / ( х х , . . . , хп), 
зависящая более чем от одной переменной. Для полинома, представля­
ющего функцию / , имеются две возможности. 

Полином для функции / содержит квадрат или куб некоторой пере­
менной. Пусть это будет Xi. Тогда / представима в виде 

/(ж 1 , . . . , хп) — ж1^1(ж2,... , жп) + х1д2{Х2->... ,жп) 
+ Xi9s{x2i • • • , хп) + дА(х2,... , жп), 

где хотя бы одна из функций д\,д2 не равна тождественно нулю. Если 
такой функцией является #1? то выбираем такие константы 6 2 , . . . ,ЬП, 
что <?i(62,... , Ьп) ф 0, и получаем функцию / ( # i , b 2 , . . . ,6n) от одной 
переменной, нелинейную в классе Ро1{£!,£2,£3}. Если дг тождественно 
равна нулю, то поступаем аналогичным образом, используя функцию д2. 

Пусть полином для функции / содержит каждую переменную в пер­
вой степени. Ввиду нелинейности полинома хотя бы в одно его слагаемое 
входят две переменные. Пусть это переменные #i ,£2 . Тогда / предста­
вима в виде 

/ ( # 1 , . . . , хп) — XiX2hi(x3j... , хп) + Xih2(x3,... , хп) 
+ x2h3(x3,... , хп) + h4(x3,... , жп), 

где функция hi не равна тождественно нулю. Отождествляя переменные 
а?1,ж2, приходим к предыдущему случаю. 

Итак, нам остается рассмотреть случай, когда в класс Ро1{£!,£2,£3} 
входит одноместная нелинейная функция f(x). Ясно, что все подста­
новки на Е4 имеют вид ах + b или ах2 + Ь, где а ф 0. Поэтому если / — 
подстановка, то f(x) = ах2 + Ъ. Так как функция х + b принадлежит 
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классу Ро1{£1,£2>£з}> т о можно считать, что 6 = 0. Ясно, что функции 
ж2,2ж2,3х2 не сохраняют соответственно отношений £2,£2,£г-

Предположим, что функция f(x) не является подстановкой, и пусть 
/(Ьх) = /(Ь2) = с ь f(b3) = с2, где 6i ф Ь2 и ci 7̂  с2. Если пара (Ь ь 63) при­
надлежит отношению £,-, то из предположения / £ Ро1{£ь£2,£з} следует, 
что пара (сх^с^) также должна принадлежать отношению £,. Но тогда 
функция / не может сохранять отношение £,, которому принадлежит 
пара (b2,b3). Противоречие завершает доказательство леммы. 

Обозначим через 54 , А*,У4 соответственно полную симметрическую 
группу подстановок на f?4, знакопеременную группу и четверную группу 
Клейна. Группа У4 кроме тождественной подстановки содержит еще 
три подстановки с цикловыми разложениями (01)(23), (02)(13), (03)(12). 
Пусть К4 есть множество всех функций из Р4, самодвойственных отно­
сительно всех подстановок из V4. Так как группа V4 нормальна в 54 , то 
для любой группы G , G C 54 , класс КА является G-замкнутым. Отме­
тим, что класс К4 может быть определен как класс всех функций из Р4, 
сохраняющих графики подстановок из группы V4. 

При к — 4 множество L состоит из единственного отношения (1), 
которое можно представить в виде [8] 

(«1 = х2)к(х3 = хА) V (xi = х3)к(х2 = х4) V (жх = ж4)&(ж2 - х3) 
V & (Ъфх;). (11) 

Множество всех функций из Р4, сохраняющих отношение (11), обо­
значим через Ь4. Ясно, что отношение (11) совпадает с любым своим 
двойственным отношением. Поэтому класс L4 является G-замкнутым 
для любой группы G,G С 5'4. 

Теорема 2. Предположим, что G € {А4 ,£4}. J. огда классы о />4, i4, 
А4, L4 и только они являются G-предполными в Р4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала установим, что классы 5'L4,/4,A4, LA 
попарно не содержатся друг в друге. Поскольку классы SLA, L4 пред-
полны в Р4 [7], то они не содержатся друг в друге и в классах / 4 ,А 4 . 
Поскольку каждый класс / 4 ,А 4 содержит множество всех однородных 
функций [29, 30], то /4,А'4 не могут содержаться в SL4 и L4. Функция 
тт(жх,ж2) из класса /4 не принадлежит классу / i 4 , а нетождественные 
подстановки из группы У4, входящие в класс А'4, — классу /4. 

Оставшаяся часть доказательства в значительной степени повторяет 
доказательство теоремы 1. Поэтому остановимся лишь на отличитель­
ных моментах. Сначала заметим, что группа G 2-транзитивна и, сле­
довательно, слабо 4-транзитивна. В связи с этим мы опускаем случаи 
одноместного отношения и вполне рефлексивного, вполне симметричного 
отношения от трех или четырех переменных. 
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Пусть д(х1,х2) (= Р- Тогда отношение д является графиком подста­
новки 7г, разлагающейся в два цикла длины 2. Предположим, например, 
что 7г — (01)(23). Так как А4 С С, то группе G принадлежит четная 
подстановка ср — (012)(3). Имеем тг(р~17пр = (03)(12). Таким образом, 
множество [{^}]G содержит графики всех подстановок из группы V4. 

Случай д £ L не требует дополнительных рассмотрений. 
Если д £ Е и д имеет только один неодноэлементный класс эквива­

лентности, то проходят рассуждения из доказательства теоремы 1 (на­
помним, что группа G слабо 4-транзитивна). Поэтому предположим, 
что отношение д имеет два двухэлементных класса эквивалентности, 
например {0,1} и {2,3}. Тогда g{xi,x2) = £i(x\,x2). Два других от­
ношения эквивалентности е2*е3 получаем из отношения £1? используя 2-
транзитивность группы G. Согласно доказанной лемме и соответствию 
Галуа имеем Pol[{^}]G С F. Так как функции из F очевидно сохра­
няют отношение (1), то F С Ро1{^х + х2 — х3 + х4}. Из включения 
Pol[{^}]G С Ро1{хх + х2 — х3 + х4} в силу соответствия Галуа следует, 
что отношение (1) принадлежит множеству [{^}]G-

Двуместные центральные отношения рассматриваются так же, как 
в теореме 1. Следует лишь учесть, что если набор (с, d) принадлежит, 
а набор (а, Ь) не принадлежит отношению д и с ф d, а ф 6, 0 ^ {а, 6, с, с?}, 
то |{а,6} П {с,с?}| — 1. Поэтому в группе А4 существует такая подста­
новка 7г, что 7г(0) = 0 и 7г{с,с?} = {а, 6}. Например, в случае а — с — 1, 
6 — 2, d — 3 такой подстановкой 7г является (0)(123). 

Пусть g{xi,x2) G О и 0 — наименьший элемент частичного поряд­
ка д. Тогда имеется только два неизоморфных частичных порядка д 
на Е4. Нетрудно убедиться в том, что если а ф 6, 0 ^ {а,&} и д(а,Ь) 
истинно, то в группе А4 существует такая подстановка 7Г, что 7г(0) = 0 
и £(7г(а),7г(Ь)) ложно. 

Изучим отношения класса InvA'4. Поскольку группа V4 состоит из 
подстановок, задаваемых функциями х^х + 1,ж + 2, ж + 3, где сложение 
рассматривается в поле GF(4), то класс К4 можно определить как класс 
всех функций из Р4, сохраняющих множество отношений 

хл = х2, Xi + 1 = х2, хг + 2 = х2, Xi + 3 = х2. (12) 

Так как группа V4 нормальна в 54 , то для любой группы G , G C 5 4 , при 
определении G-замыкания множества отношений (12) операцию взятия 
двойственного отношения можно опустить. Таким образом, класс Inv iif4 
совпадает с замыканием множества (12) относительно операций конъ­
юнкции, проектирования, перестановки и отождествления переменных. 
Нетрудно видеть, что из отношений (12) с помощью операций конъюнк­
ции и отождествления переменных можно получить любое отношение 
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вида 
а?! + ах = а?2 + а2 = • • • = х т + а т , (13) 

где a i , . . . , а т 6 Е4. Так как 

(Зу)( & (жа + a,-i = ••• = z im . + aimi = у + Ь{)) 

= & (хц + aa +b{ = • • • = ж.-т. + aim. + Ь,- = ж я + а я + 6; 

— " * * ~ %jmj "Т ttjmj "Г Oj J, 

то после дальнейшего применения операций конъюнкции, проектирова­
ния, перестановки и отождествления переменных к отношениям вида 
(13) получаются отношения, которые представимы в виде конъюнкции 
(не обязательно с попарно не пересекающимися множествами перемен­
ных) отношений (13) и отношений, которые получаются из отношений 
(13) отождествлением некоторых переменных. Это и есть общий вид 
отношений из класса InvftY Технически нам будет более удобно иметь 
дело с конъюнкцией отношений с попарно не пересекающимися множе­
ствами переменных. В этом случае отождествление переменных жьж2 
в отношении (13) приводит к пустому отношению при ах ф а2 и к от­
ношению х2 + а2 ~ • • • = хт + ат при аг — а2 и т ^ 3 (если т = 2, то 
получаем полное отношение х2 = х2). Кроме того, конъюнкцию отноше­
ний 

ЯЦ + an = • • • = xlmi + a lm i = у + au x2l + a21 

= * *' = X'2m2 + a2rn2 =y + a2 

с общей переменной у можно заменить одним отношением 

хц + «и + 0,1 = • • • = xlmi + a lrni + ах = .т21 + а21 + а2 

= * *' = x2n:2 + a2m2 + а2 = у. 

Таким образом, далее можно считать, что всякое непустое отношение 
из Inv/^4 представлено в виде конъюнкции с попарно не пересекающи­
мися множествами переменных из отношений типа (13) и одноместных 
полных отношений ж,- = х{. 

Будем говорить, что переменные Xi,Xj(i ф j) отношения g(# i , . . . , 
хп) из InvA^ зависимы, если в указанном выше представлении отноше­
ния Q переменные x{,Xj входят в (13). 

Пусть £ ( ж ь . . . , х п ) G InvA'4,n ^ 2. Обозначим через £о(ж2>-»-> 
жп), , дз(х2,... , хп) отношения, которые получаются из отноше­
ния Q подстановкой вместо переменной хх соответственно функций ж2, 
х2 + 1, х2 + 2, х2 + 3. Так как 

д{(х2,... , хп) = (Зж1)(р(жь ж2 , . . . , жп)&(.Ж1 = ж2 + г)). 
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то отношения Qo, Qi, Q2, 9з принадлежат классу InvAV Если переменные 
хх,х2

 в отношении д зависимы и, например, входят в конъюнктивный 
сомножитель хх +ах — х2 + а2 = • • •, то три из четырех отношений Qo — Qs 
будут пустыми и лишь одно, отвечающее функции х2 + &, для которой 
аг + 6 = а2, — непустым. Если же переменные ж ь х2 в отношении д неза­
висимы, то, как легко видеть, отношения £о>£ь£2>£з будут непустыми. 
Этим фактом мы будем пользоваться при доказательстве теоремы 3. 

Положим А4 /4 — К4 П /4 , K4L4 = К4 П L4. G-Замкнутость классов 
А'4/4, A'4Z4 вытекает из ^-замкнутости классов АГ

4,А,^4-

Теорема 3. Пусть G 6 {А4, S4}. Тогда, классы А'4/4, K4L4 и только 
они являются G-предполными в К4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в теореме 2, устанавливаем, что классы 
К4IA1 K4L4 не содержатся друг в друге: в класс K4I4 входят все однород­
ные функции из Р4 [29, 30], а в класс К4Ь4 — все подстановки группы 
V4. Далее покажем, что если g £ InvAV то классу [InvA"4 U {д}]в при­
надлежит хотя бы одно из отношений (1) или х = 0. Отсюда в силу 
соответствия Галуа будет вытекать справедливость теоремы. 

Итак, пусть отношение д(х1у... , хп) не входит в InvAV Если п = 1, 
то д 6 С и, как в теореме 1, из отношения д получаем отношение х = 
0. Далее считаем, что n ^ 2. Мы хотим понизить число переменных 
у отношения, не входящего в InvAV Поэтому будем предполагать, что 
отношения до,д1,д2,дз принадлежат классу InvAV 

Поскольку области значений вектор-функций 

(ж2,я2), (>2 + М г ) , (я2 + 2,х2), (х2 + 3,х2) 

не пересекаются и в целом покрывают все множество Е\, то отношение 
д можно представить в виде 

д(хи... ,хп) = У (хх = x2 + i)kgi(x2,... , ж п ) . (14) 

Из (14) следует, что среди отношений до,д\,д2,дз есть различные, по­
скольку в противном случае 

д(хи... ,ж п ) = (хг - хх)!кдо(х2,... , х п ) . 

Последнее противоречит соотношениям д £ InvAV g0 E InvAV 
Допустим, что среди отношений д0, £ь£2 ,£з имеются пустые. Если 

непусто только одно отношение giy то из (14) следует, что 

д(хъ . . . , хп) = (хг = х2 + i)kg{{x2,... , хп). 

Вновь приходим к противоречию с соотношениями д ^ InvAV Qi £ 
InvAV 
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Предположим, что из отношений Qo,Qi,Q2,Q3 непусты два или три. 
Строение отношений из класса Invii'4 показывает, что для непустых от­
ношений Qi{x2,... , хп) отношение (Эж3)... (Зжп)^,(ж2,... , хп) будет пол­
ным. Поэтому, проектируя отношение g по переменным х 3 , . . . , ж п 
и пользуясь (14), приходим к выводу, что отношение 

a(xu х2) = (Зж3) . . . (3xn)g(xux2, ж3 , . . . , хп) 

представимо в виде дизъюнкции двух или трех отношений (12). Если 
а есть дизъюнкция только двух отношений (12) и среди этих отноше­
ний имеется диагональ хл = ж2, то а совпадает с одним из отноше­
ний эквивалентности 6i,62,63. ^ в а ДРУГИХ отношения эквивалентности 
получаем, беря двойственные отношения для подходящих подстановок 
из А4. Как установлено в теореме 2, в этом случае отношение (1) вхо­
дит в множество [ {6I ,6 2 , 6 3 }]G-

Пусть в дизъюнкцию двух отношений (12), составляющих отноше­
ние а, не входит диагональ хх = ж2. Тогда нетрудно проверить, что 

(3y)(<r(xuy)bcr(y,x2)) 

есть одно из отношений £1,62,63. 
Предположим, что а является дизъюнкцией трех отношений (12). 

Если в а не входит отношение жх + i — ж2, то 

ст(х1,х2) = (хх+1ф х2). 

Из отношения <т получаем двойственное отношение вида Х\ + j ф ж2, где 
j ф г. Тогда 

(хг + 1ф x2)k{xx + j Ф х2) 
представляет собой дизъюнкцию двух отношений (12). 

Предположим теперь, что все отношения Qo> Qi, Q2> 9з непусты. Слу­
чай п — 2 невозможен, поскольку всякое непустое одноместное отноше­
ние из InvA'4 является полным и, следовательно, ввиду представления 
(14) полным будет отношение Q. Значит, п ^ 3. 

Если в одном из отношений £о?£ъ£2*£з никакие две переменные 
жг-, Xj (2 ^ г < j ^ п) не являются зависимыми, то в соответствии 
со структурой отношений из InvA'4 отношения Qo,Qi,Q2,Qs будут пол­
ными. Это вновь приводит к полному отношению д. Допустим, что 
хотя бы в одном из отношений £<ь£ъ£2?£з зависимыми являются, на­
пример, переменные х2,жп, а переменные х2,хп удовлетворяют ограни­
чениям x2 + a,i — хп (О ^ г ^ га — 1), где га — число отношений, в которых 
переменные ж2, хп зависимы. Если га ^ 2 и Ь ф а0, то для (п— 1)-местного 
отношения 

a(xu . . . , xn_i) = Q(XU . . . , .xn_i, x2 + b) 
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среди отношений <T0,<7I,(T2?^3 ПО крайней мере одно (отвечающее отно­
шению Qj, в котором переменные х2ухп не являются зависимыми) будет 
непустым. Пользуясь свойством отношений из InvA'4, приведенным пе­
ред теоремой 3, получаем, что а £ InvAV 

Предположим, что т ^ З и множество {а 0 , . . . , a m - i} содержит более 
одного, но менее т различных элементов. Пусть, например, элемент 
а0 встречается в последовательности (а 0 , . . . , a m - i ) более одного раза. 
Полагая 

а(хи... , z n - i ) = д(хи... ,хп_ъх2 + а0), 
видим, что среди отношений <70, а ь <72, 0*з по крайней мере два отношения 
являются непустыми и хотя бы одно (отвечающее тому из отношений 
Qo, Qi-> Q2, £з, в котором переменные ж2> хп связаны ограничением x2 + a,j = 
хп , где a,j ф а0) — пустым. Следовательно, <т ^ InvAV 

Аналогично рассматривается случай, когда т = 3 и все элементы 
a0,ai,a2 различны. Следует лишь отметить, что одно из непустых от­
ношений появляется за счет того, что переменные х2,хп в одном из от­
ношений QQIQI,Q2,Q3 независимы. 

Пусть т = 3 и а0 = аг = а2. При п = 3 полагаем 

а(хих2,х3) = £(ж1,а?2,Жз), 

а при п ^ 4 — 

а(хих2,хп) = (Зж3)...(3жп_1)^(ж1 ,ж2 , . . . ,жя). (15) 

Так же, как и для отношения £, переменные ж2,жп в трех из четырех 
отношений ^ , (71,^2^3 будут зависимы и удовлетворяют условию х2 + 
а0 = ж п , а в одном — независимы. Если переменные независимы в отно­
шении <7,-, то из (14) получаем, что 

а(хи x2j х3) = (хг + г = х2) V (х2 + а0 = хп). 

Если г ^ а<ь то отношение <7(#i,#2>si) представимо в виде дизъюнкции 
двух отношений (12). Этот случай рассмотрен выше. Если же г = а0, 
то 

(Зу)(а(хи х2, у)&(у = хп + 1)) = (хг + г = ж2) V (ж2 + г + 1 = жп), 

и мы возвращаемся к случаю i ф а0. 
Пусть m = 4 и а0 = ai = а2 = а3. Тогда 

£(жь ж 2 , . . . , жп) = gfai, з 2 , • • • , «п_1, ж2 + «о)&(^2 + а0 = жп) 

и, следовательно, классу Invijf4 не принадлежит (п — 1)-местное отноше­
ние д(хи... , z n _i ,x 2 + a0). 
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Остается исследовать случай, когда элементы а0, сц->а2, а3 различны. 
Пусть набор (а0, а1? а2, а3) совпадает с одним из наборов 

(0,1,2,3), (1,0,3,2), (2,3,0,1), (3,2,1,0). (16) 

Тогда для подходящего значения 6 имеем а, = i + Ь (0 ^ г ^ 3). Следова­
тельно, для слагаемого 

(хг = х2 + i)&£Qi(x2,... ,ж„) 

из (14) выполняются соотношения 

(х2 + а{ - хп) = (х2 + г + b = хп) 

= (х2 + хг + х2 + Ь = хп) = (х1 + Ь = ж„). 

Потому 

0 ( S i , . . . , Хп) = е («1 , • • • , ЖП_Ь Xi + Ь)&(Ж1 + Ь = Жп). 
Отсюда следует, что (п — 1)-местное отношение g(x l 7 . . . , #n_i,Xi + Ь) 
не входит в класс InvJ^4. 

Пусть набор (a 0 ,a i ,a 2 ,a 3 ) отличен от наборов из (16). Определяя 
отношение <т(х1^х2^хп) по формуле (15), получаем 

a(xux2,xn)= \/ (хг = x2 + i)k(x2 + a,i = xn). 

Если набор (a0,ai,a2., a3) отличен от наборов 

(0,2,3,1), (0,3,1,2), (1,2,0,3), (1,3,2,0), (2,0,1,3), (2,1,3,0), 
(3,0,2,1), (3,1,0,2), (17) 

то отношение 

(3x2)a(xux2,xn)= \J (хг + <ц + i = хп) 
о^* з̂ 

является объединением точно двух отношений из (12). Этот случай рас­
смотрен в доказательстве ранее. 

Пусть набор (a 0 ,a i ,a 2 ,a 3 ) совпадает с одним набором из (17). Все 
наборы из (17) исследуются одинаково. Поэтому рассмотрим случай, 
когда (a 0 ,a i ,a 2 ,a 3 ) = (0,2,3,1). В этом случае имеем 

а(хъх2,хп)= (хг = х2)к(х2 = хп) 
V (я?! = х2 + 1)&(ж2 + 2 = жп) V (я?! = х2.+ 2)Цх2 + 3 = хп) 

V (ж! = ж2 + 3)&(ж2 + 1 = хп). 
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Если считать хх единственным параметром отношения <т, то множе­
ство наборов, принадлежащих отношению а, можно представить в виде 
объединения четырех попарно не пересекающихся подмножеств, каждое 
из которых состоит из четырех наборов. Символически это множество 
запишем в виде 

(хихихг)У (zbZi + ljSi + SjV 0 i , Z i + 2,Xi + l)V (x1,x1 + 3Jx1 + 2). (18) 

Положим 

<р(х1,х2,х3) = (Зу1)(3у2)(3у3)(а(хъуиу2)ка(х2,уиу3) 
&<Т(Х3, 2/2, Уз)&^(»1, УЗ, 2/2)). 

Отношению <р принадлежит отношение х\ = х3. Чтобы в этом убе­
диться, для наборов (x\,xuxi), {xuX\ + l ,# i ) , (a?i,£i + 2,Жх), (xi,#i + 
3,'xi) достаточно выбрать наборы ( у ь у2,2/з), совпадающие соответствен­
но с (хихихг), (хг+2, a:i + l,a?i+3), ( s i+3 ,Zi+2, Xi + 1), (>i + l,Xi +3,Zi + 
2), и воспользоваться представлением (18) для отношения ст. Кроме того, 
отношению (р принадлежит отношение (хг = х2 + l)$z(x2 + 2 = х3): до­
статочно положить (у1,У2,Уз) — (xi + 3,a?i + 2,a?i). С использованием 
представления (18) нетрудно проверить, что отношению <£> не принадле­
жат никакие другие наборы, т. е. 

<р(хих2, хз) = (xi = х3) V (хх = х2 + l)k(x2 + 2 = ж3). 

Так как 
<y?i(z2, ж3) = (х2 + 1 = х3) V (ж2 + 2 = ж3), 

то приходим к рассмотренному ранее случаю. Теорема доказана. 
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