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СВЯЗНЫХ fc-ФАКТОРОВ 

Р. Ю. Симанчёв 

Любая система линейных уравнений и неравенств, описывающая 
выпуклую оболочку конечного множества точек, содержит неравен
ства, порождающие собственные грани максимальной размерности 
(фасеты). В данной статье рассматриваются неравенства с коэффи
циентами 0 и 1, порождающие грани выпуклой оболочки векторов ин-
циденций связных остовных однородных степени к подграфов полного 
графа. Получены достаточное условие и ряд необходимых условий, 
при которых неравенство порождает фасету указанного многогран
ника. На основании этих условий найдены три класса фасет — огра
ничения единичного куба, неравенства, порожденные кликами, и нера
венства, порожденные графами, введенными Эдмондсом при описании 
выпуклой оболочки 2-сочетаний. 

В в е д е н и е 

В статье рассматриваются обыкновенные графы. Остовный под
граф произвольного графа называется ^-фактором, если степень каждой 
вершины подграфа равна к. Мы изучаем выпуклую оболочку векто
ров инциденций связных ^-факторов. При к = 2 такой многогранник 
является многогранником симметричной задачи коммивояжера, для ко
торого в [1-3] приведены классы линейных неравенств, каждое из кото
рых порождает собственную грань максимальной размерности (фасету) 
и, следовательно, входит в любую описывающую данный многогранник 
линейную систему. 

Мы исследуем линейные неравенства, порождающие фасеты много
гранника связных ^-факторов полного графа при любом к таком, что 
кп четно. В § 2 описывается его аффинная оболочка. В § 3 доказы
ваются достаточное условие и ряд необходимых условий на подграфы, 
при которых индуцируемые ими неравенства порождают фасеты много
гранника связных /с-факторов. В § 4-6 на основе этих условий находятся 
следующие три класса неравенств, порождающих фасеты: ограничения 
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единичного куба; неравенства, индуцированные кликами; неравенства, 
которые индуцированы графами, использованными в [4] при описании 
выпуклой оболочки 2-сочетаний. 

§ 1. Основные понятия и факты 
Пусть Кп = (V,E) — полный неориентированный п-вершинный 

граф без петель и кратных ребер. Для любого графа G, отличного от 
Кп, через VG и EG будем соответственно обозначать множества его 
вершин и ребер. Граф G\ называется подграфом графа G2 (обозначение 
Gi С G2), если VGi С VG2 и EGi С AG2. Для ребра е € Е будем также 
использовать запись uv, где гг, г; — вершины из У, инцидентные ребру е. 
Каждое множество R С Е индуцирует некоторый подграф Т, в котором 
ЕТ = й и VT — совокупность вершин из У, инцидентных ребрам из R. 
Граф, индуцированный множеством ребер А, иногда будем обозначать 
через R. Для подграфов G, F из Кп положим GUA = (VGWA, AGllAA), 
G П А = AG П АА, и если F C G , T O G \ F - (VG, EG \ А А). Циклом 
(простым циклом) в А'п называется связный однородный степени 2 под
граф. Циклы будем задавать последовательным списком либо вершин, 
либо ребер. Цикл длины I будем называть I-циклом. 

Для G С Кп и W С У положим « с ( ^ ) = {ш; € EG | u G W, v $ 
W}. Степень вершины и £ V в графе G С Ап , т. е. количество ребер 
графа G, инцидентных вершине и, будем обозначать через dc(u). Если 
G = АГП, то в обозначениях SG(W) и dG(u) символ G будем опускать. 

Нам понадобится следующее свойство графа Кп, основанное на его 
полноте. 

Пусть V = {^i,... ,г^п}, &(Кп) — множество всех подграфов графа 
Кп и а = (сг(1),.. .<т(гг)) — перестановка на множестве { 1 , . . . , п}. Так 
как Кп — полный граф, то перестановка а индуцирует автоморфизм 
<ра графа А"п, который действует на У(Кп) так, что если G £ &(Кп)у то 
Gi = <pa(G) тогда и только тогда, когда VG\ — {иащ для всех щ € VG} 
и AGi = {^<r(i)̂ a(j) Для всех U{Uj €GE, г ф j}. Очевидно, что графы G 
и (fia(G) изоморфны. 

С графом Кп свяжем евклидово пространство RE размерности [п2 — 
п)/2, поставив в соответствие каждому ребру ось координат в RE. Это 
пространство может рассматриваться как множество вектор-столбцов 
ж, компоненты которых индексируются элементами из Е. Если х £ RE 

и А С А, то через ж(А) обозначим линейную форму ^ же. Вектором ин-

циденций произвольного подграфа G С А'п называется вектор xG £ Д^ 
с компонентами х^ — 1 при е £ AG, xf = 0 при е ^ AG. Послед
нее правило, очевидно, задает взаимно однозначное соответствие между 
множеством подграфов графа Кп и множеством вершин единичного куба 
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в пространстве RE. На основании этого соответствия там, где это не вы
зовет недоразумений, (0,1)-вектор х мы будем также называть подгра
фом графа Кп. 

Множество Р С RE называется многогранником, если Р является 
выпуклой оболочкой конечного числа точек. Под размерностью dimP 
многогранника Р будем понимать уменьшенную на 1 мощность макси
мального аффинно независимого семейства его точек. Линейное нера
венство аТх ^ а0 (а,х £ RE, а / 0, а0 G Л1) называется правильным 
относительно многогранника Р , если атх ^ а0 для любого х £ Р . Пра
вильное неравенство атх^а0 называется опорным к Р , если существуют 
такие ж', ж" £ Р , что атж' = а0 и атж" < а0. Всякое опорное к Р нера
венство порождает множество {х £ Р | атж = а 0}, которое называется 
гранью многогранника Р . Грани размерности 0 будем называть вер-
шинами, грани размерности dimP — 1 — фасетами многогранника Р . 
Опорное к Р неравенство называется фасетным, если оно порождает 
фасету многогранника Р . Множество всех вершин многогранника Р бу
дем обозначать через vertP. Наконец, опорные к Р неравенства аТх^а0 
и стх^с0 называются эквивалентными (относительно Р) , если они по
рождают одну и ту же грань. 

Фасетные неравенства играют особую роль для многогранника, так 
как каждое из них (с точностью до эквивалентности) присутствует в лю
бой системе линейных уравнений и неравенств, описывающей этот мно
гогранник. Помимо непосредственно вытекающих из определения крите
риев фасетности опорных неравенств мы будем опираться на следующий 
известный в выпуклом анализе факт. 

Теорема 1.1 [5]. Пусть Rd — d-мерное вещественное пространство, 
Р С Rd — многогранник, afFP = {х £ Rd \ Ах = а} — аффинная 
оболочка многогранника Р, причем А — матрица полного ранга. Тогда 
опорное к Р неравенство aTx ^ а0 является фасетным, если и только 
если для любого опорного к Р неравенства стх ^с0, удовлетворяющего 
условию 

{х £ Р | aTx = a0} С {х £ Р | стх = с0}, 
справедливо разложение с = /ш + АТХ, с0 = /ia0 + aT X, где /л — неотри
цательное число и А £ P d - d i m p. 

Обозначим через г^п множество всех связных fc-факторов в Кп. Мно
гогранником связных k-факторов является множество 

Р м = conv {хн £ RE | Н £ г* |П}. 

Так как rijfl = 0, rn_1>n = {Кп} и случаи n ^ 4 тривиальны с точки 
зрения построения линейного описания многогранника Р*)Г1, ниже мы 
будем всюду полагать, что 2 ^ ^ п - 2 и п ^ 5 . 
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§2. Аффинная оболочка 

Начнем с вспомогательной леммы. 

Лемма 2.1. Для любого 4-цикла {е1,е2,е3,е4} существует такой 
граф Я € г м , чтоеие3 € ЕЕ, е2,е4 £ £ Я и Я ' = # \{e i ,e 3 }U{e 2 , e 4 } € 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При к = 2 утверждение очевидно. Рассмотрим 
случай & ^ 3. 

Предположим, что |У| четно. Разобьем V на две равные части 
Vi = {^ ь . . . ,щ} и У2 = 0>1, • •• »^} , * = п/2. Так как 3 ^ к ^ п - 2, 
то & можно представить в виде А; = кг + к2, где 2 ^ &х < £, 1 ^ к2 < t 
и kit четно. Построим связные /^-однородные графы Н1 и Я2 такие, 
что VHi — Vi, i = 1,2. Пусть Tj, 1 ^ j ^ к2, — совершенное паросо-
четание на V, индуцированное множеством ребер {щу{+, | 1 ^ i ^ i], 
где vt+m = t7m при т > 0. Очевидно, что граф Я = Hi U Я2 U T\ U 
. . . U Гд;2 является связным fc-фактором в ЛГП. Рассмотрим 4-цикл С = 
{^1172,172^2,^2^+2,^+2^1}. Так как uxv2 € £ Т Ъ и2^*2+2 е £Т*2, то эти 
ребра принадлежат Я . Оставшиеся два ребра t72tt2 и t7fc2+2t/i не при
надлежат Я , ибо не принадлежат ни одному из Tj, I ^ j ^. к2. Ясно, 
что граф Ef = Е \ {uiV2,u2vk2+2} U {v2u2,vk2+2Ui} является связным к-
фактором в Кп (связность следует из связности графов Я1 и Я2) . 

Теперь легко построить автоморфизм графа Кп, переводящий цикл 
С (и граф Я) в любой заданный цикл {е ь е2, е3, е4}. Таким образом, при 
четном |У| лемма справедлива. 

Пусть |V| нечетно. Тогда отбросим из V одну вершину и на остав
шихся вершинах проделаем те же построения, что и выше. Пусть, как 
и прежде, Я = Ях U Я2 U 7\ U . . . U Тк2 — полученный граф, w — отбро
шенная вершина. Так как |V| нечетно, то к четно. Выбросив к/2 про
извольных ребер из графов Ях и Я2 и соединив «освободившиеся» при 
этом вершины с вершиной w, получим новый граф Я , который является 
связным fc-фактором в Кп. Так как ребра множества {uv \ u £ Vi, v £ V2} 
не отбрасывались, то граф Я ' = E\{uiV2, u2vk2+2}U{v2u2, vk2+2Ui} также 
является связным fc-фактором в Кп. Теперь из полноты Кп следует спра
ведливость леммы и при нечетном |У|. Лемма 2.1 доказана. 

Пусть А — реберно-вершинная матрица инциденций графа Кп (т. е. 
каждая строка матрицы А соответствует ребру, а каждый столбец — 
вершине графа Кп, при этом в клетке (е,и) находится 1, если и только 
если ежи инцидентны, в остальных клетках находится 0). 

Теорема 2.1. Аффинной оболочкой многогранника P&jfl является 
множество решений системы линейных уравнений Атх — к, где к — 
вектор-столбец с п одинаковыми компонентами, равными к. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что всякий fc-фактор х удовлетворяет 
системе Атх — к. Ранг этой системы равен п. Нужно показать, что 
любое линейное уравнение, задающее гиперплоскость, содержащую Р*>гп 
является линейной комбинацией уравнений системы Атх = к. 

Пусть Р*>п С {х £ RE | d?x = d0}, d ф 0. Уравнение d?x = d0 
является требуемой линейной комбинацией тогда и только тогда, когда 
совместна система 

АХ = d, A € Rn (2.1) 
и Ат& = d0, где А — решение системы (2.1). Каждое уравнение системы 
(2.1) соответствует некоторому ребру uv £ Е и имеет вид 

Аи + А„ = duv, uv e Е. 

Обозначим это уравнение через j(uv). 
На основании леммы 2.1 для произвольного цикла {t^, vu v2, u2} вы

берем такой граф Я Е г*>п, что UiV1,u2v2 G EH, UiU2,ViV2 £ EH 
и Н' = Я \ { n ^ i , ^ ^ } U {^1^2,^1^} G г м . Так как Я , Я ' G гд.|П, то 
dp xH — d?xH' = d0- Поэтому 

а Ж — а Ж = dUlVl -f" "и2«2 ~~ ^uiu 2 ~~ dVlV2 = и. 

Величины duv суть правые части уравнений системы (2.1). Легко за
метить, что аналогичная комбинация левых частей уравнений 7(^1^1)? 
7(^2^2)? 7(^1^2) и 7(^1^2) дает уравнение с нулевыми коэффициентами. 
Таким образом, для цикла {щ, vl9 v2,u2} справедливо равенство 

7(^1 tfi) + j(u2v2) - 7(^1^2) - 7(^1^2) = б, 

т. е. одно (любое) из этих уравнений является линейной комбинацией 
трех остальных и поэтом}' может быть отброшено из системы (2.1) без 
изменения ее совместности. 

Таким образом, если найти такое Е' С Е, что для любого е Е Е\Е' 
существует упорядоченная последовательность ребер е ь е 2 , . . .e t = е та
кая, что каждое е, является ребром некоторого 4-цикла, остальные три 
ребра которого принадлежат множеству Е' U {ei, е 2 , . . . e t_i}, то множе
ство решений системы (2.1) совпадает с множеством решений ее подси
стемы, состоящей из уравнений 7(е)> е £ Е'. 

Покажем, что таким Е' может являться множество, состоящее из ре
бер произвольной (п — 1)-звезды и ребра, соединяющего любые две кон
цевые вершины звезды. Действительно, пусть Е' = vxv2 U {uv{ \ % — 
1 , . . . , 7 i - 1}, где {tt,Vi,i;2, • • -vn-i} — У- Ясно, что ребро ^ , -+ i , 2 ^ 
г ^ п — 2, является ребром 4-цикла {и, ?;,•_!, viyVi+i}. Поэтому всякое 
ребро ViVjj \г — j \ ф 1, является ребром 4-цикла {u,Vi,Vj,Vj+i}, i,j £ 
{ l , 2 , . . . n - 1}, vn = vx. 
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Подсистема системы (2.1), соответствующая указанному множеству 
Е', является квадратной и невырожденной. Последнее легко проверить 
непосредственными вычислениями. Кроме того, в силу d ф О и произ
вольности (п — 1)-звезды, можно считать, что выбранная квадратная 
подсистема не является однородной. Следовательно, она (а вместе с ней 
и система (2.1)) имеет ненулевое решение. Пусть А Е Rn — ее решение. 
Тогда для любого связного fc-фактора х имеем d0 = cFaf = \т Атх = Хтк. 
Теорема 2.1 доказана. 

Следствие 2.1 • При любых пик таких, что 2^к^.п-2икп 
четно, справедливо равенство 

,. т. п2 — п 
dimPfc.n = — ~ п. 

§ 3. Ранговые неравенства. Условия фасетности 

Пусть G С Кп. Ранг rk(G) подграфа G относительно ткгП определим 
так: 

rk(G) — max{\EG П ЕН\ при условии, что Н Е гЛ|П}. 
Ранговым неравенством, индуцированным графом G, называется 

линейное неравенство вида 

x(EG) ^ rk(G). (3.1) 

Характерной особенностью ранговых неравенств является то, что 
в силу определения величины rk(G) они образуют класс всех опорных 
к Ркп неравенств с коэффициентами 0 и 1 в левой части. Кроме того, 
нормаль порождаемой неравенством (3.1) гиперплоскости в RE определя
ется подграфом G (является его вектором инциденций). Поэтому пред
ставляет интерес следующий вопрос: существуют ли среди ранговых не
равенств фасетные неравенства и если существуют, то какими графами 
они индуцируются? Для случая к = 2 в [2] установлено, что связный 
подграф без вершин степени п — 1, каждый блок которого является кли
кой, индуцирует фасетное ранговое неравенство для Pkin тогда и только 
тогда, когда этот подграф — простое дерево клик. (Мы не приводим 
здесь строгого определения простого дерева клик в силу его громозд
кости.) Таким образом, выделен широкий класс подграфов, в котором 
найдены все ранговые неравенства, порождающие фасеты многогран
ника симметричной задачи коммивояжера. 

В настоящем параграфе мы докажем ряд необходимых условий фа
сетности рангового неравенства относительно Рк}П при к ^ 2. 

Утверждение 3.1. Для любых ег,е2 G Е существует такой граф 
Н е г м , что ех е ЕН ие2£ ЕН. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ V = {щ,... , ип}. 
СЛУЧАЙ 1: ex и е2 смежны. Пусть Нг £ тк}П. Так как А; ^ п — 2, то 

каждая вершина графа # х инцидентна по крайней мере одному ребру, 
не принадлежащему EHi. Пусть иа £ VHX, uaup £ ЕНЪ uau~ iEHx 
Будем полагать, что ег = щи,, е2 = щи8. Пусть а — перестановка 
на V, удовлетворяющая условиям о{а) — г, а(/3) = j , (7(7) = s; <pa — 
индуцируемая ею перестановка на Е. Тогда граф Н = <pa(Hi) является 
связным fc-фактором, причем щщ — иа^иа^ £ ЕН и щи8 = иа^иа^ £ 
ЕН, т. е. утверждение справедливо. 

СЛУЧАЙ 2: ег и е2 не смежны. Как и в случае 1, в силу пол
ноты графа Кп достаточно показать, что для произвольного Н £ тк)П 
найдется пара несмежных ребер, из которых только одно ребро лежит 
в ЕН. Пусть Я £ 7).jn, ег £ ЕН. Покажем, что среди ребер графа 
Кп, не смежных с ег, найдется ребро, не принадлежащее ЕН. Дей
ствительно, предположим, что каждое ребро графа Кп, не смежное с е ь 
принадлежит ЕН. Поскольку в Кп имеется ровно (п — 2)(п — 3)/2 ре
бер, не смежных с е ь а по предположению они принадлежат ЕН, то 
кп/2 = \ЕН\ = ( n - 2 ) ( n - 3 ) / 2 + 2(fc-l) + l, т. е. к(п-4) = ( п - 4 ) ( п - 1 ) . 
Последнее равенство противоречит условиям к ^ п — 2 и n ^ 5. Таким 
образом, среди ребер, не смежных с е ь существует е2 ^ ЕН. Утвержде
ние 3.1 доказано. 

Первое из необходимых условий фасетности (теорема 3.1) имеет ме
сто не только для ранговых неравенств, но и для любого опорного к Ркп 
неравенства. 

Теорема 3.1 . Пусть неравенство атх ^ а0, а ф 0, опорно к Рк}П, 
{хг,...,хг} — множество вершин порождаемой им грани. Если 

П Ех{\ ^ 2 или 
ется фасетным. 

в\ (М ^ 2, то неравенство aTx ^ а0 не явля-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^ 2 и е ь е 2 £ П Ех\ 
:1 

Это зна-П Ех'\ 
1« = 1 I 

чит, что для всех х\ 1 ^ i ^ t (и для любой их выпуклой комбинации), 
выполняются равенства х\х = х\2 = 1. Пусть Fa — грань, порождаемая 
неравенством агх ^ а0, a Fj, j = 1,2, — грани, порождаемые неравен
ствами xej ^ 1. Очевидно, что Fa С Fx DF2. Заметим, что Fx ж F2 — две 
различные грани, ибо в противном случае каждый связный ^-фактор, 
содержащий ребро е ь должен содержать ребро е2, что противоречит 
утверждению 3.1. Значит, 

dim.Fa ^ dim(Fi П F2) < max{dimFi,dimF2} ^ d i m P ^ - 1. 

При Е\ ОН ^ 2 рассуждения совершенно аналогичны, если 
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взять б ь б 2 G E\l U Ех{ 1 и принять Fj, j = 1,2, за грани, порождаемые 

неравенствами xej ^ 0. Теорема 3.1 доказана. 

Теорема 3.2. Пусть G С Кп, F = {х G Р*|П | x(£G) = rfc(G)}, 

| # G | ^ 2, {х\х2,... ,ж*} = vertF я fl #*'' = {во} или Я \ Ш ЯаЧ = 
t = i \ t = i / 

{е0}. Есля существует граф х G г*|П такой, что е0 G Ex nx(EG) < rk{G) 
(или б0 ^ Ex nx(EG) < rk(G)), то F не является фасетой многогранника 
Pk,n-

Действительно, пусть Р0 = {х G Р^п | жео = 1} (или FQ = {ж G Р*,п I 
жео = 0}). Из условия теоремы следует, что F С F0. Так как F и F0 — 
грани многогранника, то dimF < dimP0 ^ dimPfcjn — 1. 

• Будем говорить, что граф G С Кп достраивается до связного 
к-фактора, если существует такой Н G rfcjn, что G С Н. 

Теорема 3.3. Если G С Кп достраивается до связного к-фактора 
и \EG\^2, то неравенство x(EG) ^ rk(G) не является фасетным к Р*>п. 

В самом деле, так как G достраивается до связного fc-фактора, то 
rk(G) = \EG\. Следовательно, EG является подмножеством ребер лю
бого fc-фактора, лежащего на грани, порождаемой неравенством x(EG) ^ 
rk(G). Теперь утверждение теоремы очевидно вытекает из теоремы 3.1. 

Для формулировки достаточных условий понадобятся следующие 
определения: 

• Простой четный цикл С = { е ь . . . , et} назовем чередующимся от
носительно G С Кп, если е2;_1 £ EG, e2» G EG, 1 ^ г ^ t/2. 
• Если цикл С чередуется относительно G, то для графа G1', получен
ного из G удалением ребер цикла С с четными номерами и добавле
нием ребер с нечетными номерами, справедливо равенство dG(u) = 
dGi(u) для всех и G VG. Эту процедуру перехода от G к G' назовем 
переключением по циклу С и обозначим через G' = GAC. 
• Пусть F С Кп. Простой четный цикл С называется kF-допусти
мым, если существует такой х G тк}П, что С чередуется относительно 
х, х = жЛС G г м и я ( Р Р ) = ж(£Р) = rfc(F). 
• Пусть R С Е. R-последовательностью назовем упорядоченную 
последовательность ребер е1,е2,... ,et такую, что что для любого 
г, 1 ^ г ^ t, ребро е{ является ребром некоторого цикла С С R U 
{б ь . . .6 t}. Если все эти циклы kF-допустимы, то R-последователь
ность называется к F-допустимой. При этом число t будем называть 
длиной, а ребро et — концом R-последовательности. 
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Наконец, для данного графа F С Кп и множества Е С Е обозна
чим через D(F, E) подматрицу матрицы (xF \ А) (матрицы, полученной 
из реберно-вершинной матрицы инциденций графа Кп присоединением 
слева столбца xF), образованную строками, которые соответствуют ре
брам множества Е. 

Теорема 3.4 (достаточные условия фасетности рангового неравен
ства). Пусть F С Кп и Е С Е таковы, что 

1)\Ё\^п+1; 
2) каждое ребро из Е\Е является концом некоторой kF-допустимой 

Е-последовательности^ 
3) матрица D{F,E) имеет полный ранг. 

Тогда неравенство x(EF) ^ rk(F) порождает фасету многогранника 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Неравенство x(EF) ^ rk(F) обозначим через 
aTx ^ а0. Пусть d?x ^ d0, d ф О, — опорное к Pkn неравенство, удовле
творяющее условию 

{х € Рк>п | атх = а0} С {х <Е Pk,n \ dTx = d0}. (3.2) 

Покажем, что тогда существуют /л ^ 0 и А 6 Rn такие , что d = jia + 
А\ = (а \ А)Х и d0 = /иа0 + &ТА, где А = (/i,AT)T e Дп + 1 , 
т. е. система линейных уравнений 

(а | А)Х = d (3.3) 

совместна, причем /г ^ 0 и d0 = /га0 + &ТА. 
Поскольку уравнения системы (3.3) взаимно однозначно соответ

ствуют ребрам е из множества Е, будем обозначать их через 7(е)? т- е-
для каждого е = uv Е Е уравнение j(e) имеет вид 

аец + К + \v = de. (3.4) 

Пусть С — { e b e 2 , . . . , е^} такой fcF-допустимый цикл, что е 1 ? . . . 
e t_! G Е. Тогда существует такой граф Н £ rfcjfl, что С является че
редующимся циклом относительно Н и атхн = атхн = а0, где Я ' = 
НАС G 7*)П. В силу (3.2) имеем й т ж я = cFa:7* = d0. Поэтому 

о=^г(хя-хя')=х;«(_1-о, 
•=i 

dei = dei+de3 + ... + det_1 - de2 - de4 - . . . - det_2. (3.5) 
Используя аналогичные рассуждения, убеждаемся в том, что 

aet = ав1 + аез + . . . + ав|_х - ае2 - ае4 - . . . - ае<_2. (3.6) 
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Пусть е{ = щщ+1, 1 ^ i ^ £ - 1, et - 1^1. Очевидно, что 
(AUl + AU2) + (AU3 + AUJ + . . . + (Аи1_х + AUt) — (AU2 + AU3) 

— (AM4 -f AU5) — . . . — (AUl_2 + AUt_j = (AUl + AUJ. (3.7) 
Из (3.5)-(3.7) следует, что уравнение j(et) является линейной ком

бинацией уравнений 7(^1), l ^ i ^ t — 1 , вида 
t/2 t/2-l 

7(е,) = £ 7(e»-i)- £ ^м)- (3'8) 
1 = 1 1 = 1 

Это означает, что уравнение 7( е 0 может быть отброшено из систе
мы (3.3) без изменения ее совместности. 

Теперь, используя индукцию, покажем, что отброшенным может 
быть каждое уравнение у(е) при е $ Е. Индукцию проведем по длине 
^-последовательности. _ 

База индукции установлена выше. Предположим, что если е £ Е 
является концом некоторой кF-допустимой ^-последовательности длины 
р, то 7(e) можно исключить из системы (3.3). Обозначим через Е' С Е\ 
Е множество таких ребер, которые являются концами кF-допустимых 
^-последовательностей длины не более р. Пусть ребро е Е Е \ (Е U Е') 
является концом ^-последовательности длины р + 1. Следовательно, 
существует такой fcF-допустимый цикл С — {е ь . . . , e t}, что е = et и е,- Е 
ЕиЕ', 1 ^ г ^ / — 1. Тогда для ребер этого цикла справедливо (3.8). Так 
как но индукционному предположению все уравнения 7(€0> 1 О < t — 1, 
являются линейными комбинациями уравнений множества {j(e') | е' Е 
£ } , то это же справедливо и для уравнения *f(et). 

Таким образом, множество решений системы (3.3) совпадает с мно
жеством решений ее подсистемы 

D(F,E)\ = d, (3.9) 

где d = (de,e Е Е). По условию теоремы rank£)(F, Е) = \Е\ ^ п + 1. По
этому ранг расширенной матрицы системы (3.9) равен рангу матрицы 
D(F/E). Значит, система (3.9) совместна, что влечет совместность ис
ходной системы (3.3) и равенство d0 = ца0 + ктА. 

Остается показать, что /л ^ 0. Пусть А = (//,АТ)Т — решение си
стемы (3.3). Тогда для любого связного ^-фактора Н имеем 

dTxH = fiaTxH + ХтАтхн = т
тха + Хтк. (3.10) 

Так как неравенство атх ^ а0 опорно к Р*)П, то существуют такие 
# , # ' Е тд.|П, что атхн = а0 и а т ж я < а0. Следовательно, в силу (3.2) 
имеем dTxH = d0 и й тж я ^ d0. Отсюда и из (3.10) получаем 

0 <С dTxH - dTxH' = д(а т ж я - а т ж я ' ) . 
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Так как атхн — атхн > О, то ji ^ 0. Теорема 3.4 доказана. 
Теоремы (3.1)-(3.4) используются в § 4-6 при получении следующих 

трех классов неравенств, определяющих фасеты многогранника связных 
fc-факторов: ограничения единичного куба; неравенства, индуцирован
ные полными подграфами графа Кп; неравенства, индуцированные под
графами вида F =- К U R, где К — полный подграф, a R — такое 
паросочетание в Кп, что \VK П {u, v}\ — 1 для всякого uv 6 ER. Для 
случая к = 2 аналогичные классы описаны в [1, 2, 4]. 

Напомним несколько известных понятий, которые нам понадобятся 
в дальнейшем (см., например, [6]). Последовательность d = (di,d2,... , 

я 
dq) целых неотрицательных чисел называется правильной, если ]Г dj 

i = i 
четно. Числа dj называются компонентами, а число q — длиной после
довательности d. Правильная последовательность d называется графи
ческой, если существует граф G, последовательность степеней которого 
совпадает с d. При этом граф G называется реализацией последователь
ности d. 

Простыми следствиями теорем Эрдеша — Галлаи и Уэнга (см. [6]) 
являются следующие утверждения. 

Л е м м а 3 .1 . 1) Правильная последовательность d с компонентами 
d1 = . . . = dp — s, dp+1 = ... = dq = s — I, 3 ^ s < q, допускает 
реализацию с числом реберной связности s — 1. 

2) Правильная последовательность d с компонентами di = . . . = dp = 
s, dp+i — ... = dg_x = s — 1, dq = s — 2, 3 ^ s < q, допускает связную 
реализацию. 

§4. Тривиальные фасеты 

Докажем фасетность неравенств хе ^ 1 и хе ^ 0 относительно Pjb,n-

Утверждение 4.1. Пусть F = ({ui,u2},UiU2) — однореберный 
граф. Всякий 4-цикл, не содержащий графа F, является kF-до-
пустимым. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V — {иг,... ,un}, С — {щ,и^,и$,щ} — 
4-цикл и UiU2 £ ЕС. Пользуясь леммой 2.1, возьмем х € TkjTi и 4-
цикл С = {ua, up, u*y,us} такие, что С чередуется относительно х и х — 
хАС G Тд.|П. В графе ~х выберем ребро upuq такое, что upuq имеет общую 
вершину с циклом С, если и только если щщ имеет общую вершину 
с циклом С. Очевидно, что upuq £ Ex. Рассмотрим перестановку а, 
удовлетворяющую следующим условиям: а(р) = 1, a(q) = 2, cr(a) = i, 
а(/3) = j , a(j) = s, a(8) — t. Пусть (pa — соответствующий автоморфизм 



О ранговых неравенствах 95 

графа Кп. Теперь получаем, что <ра{С) = С, (ра(^Рид) = щи2 и необхо
димым для kF-допустимости цикла С является граф <ра(х). Утвержде
ние 4.1 доказано. 

Теорема 4.1. Для всех к ^ п — 2 линейное неравенство хе ^ 1, 
е £ Е, порождает фасету многогранника Р*,п. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим граф F С Кпс множеством вершин 
V F = { ,̂ г;} и ребром EF = {е}, е = uv. Вершины множества V \ {u, v} 
обозначим через Wi,w2,... ,wn_2 я положим 

J5 = 6(wi) U {ш;, ги2ДОз}-

Покажем, что каждое ребро графа Кп является концом некоторой 
fcF-допустимой ^-последовательности. Действительно, для каждого г, 
4 ^ i ^ n — 2, цикл {w2Wi,w2w3, w3Wi,WiWi} fcF-допустим и, следова
тельно, ребра w2Wi являются концами ^-последовательностей длины 1. 
При г ф j и г, j ^ 4 ребра гу̂ -гуу входят в ifcF-допустимые циклы {wiWj, 
W{W2, w2Wi,WiWj}. Далее, ребро uw2 принадлежит циклу {uw2,uwi, 
WiW3,w3w2}', ребро uWi, г > 2, — циклам {uwi,uwu г^тг , w2w,}; ребро 
vw2 — циклу {vw2,vwi, WiWs^WsW^] ребро VW{, г > 2, — циклам {vwi, 
vwi, WiW2,w2Wi}. В силу утверждения 4.1 все эти циклы /^-допустимы. 

Для проверки третьего условия теоремы 3.4 вычислим определитель 
матрицы D(F/E). Раскрывая его по столбцам a?F,w4, w 5 , . . . ,wn_2, со
держащим только по одной единице, получим ненулевой определитель 
пятого порядка. Теорема 4.1 доказана. 

Прежде чем перейти к вопросу о фасетности неравенства хе ^ О, 
которое не является ранговым, сформулируем очевидное утверждение. 

Утверждение 4.2. Пусть u,v Е V, и ф v, иТ — граф, индуциро
ванный множеством ребер ё(и) \ {uv}. Тогда при k < n — 1 неравенства 
х(ЕТ) ^ к и xuv ^ 0 эквивалентны относительно Pkn. 

Заметим, что неравенство х(ЕТ) ^ к, фигурирующее в утвержде
нии 4.2, является ранговым. 

Утверждение 4.3. Пусть Т — граф из утверждения 4.2. Всякий 
4-цикл, не содержащий ребра uv, является кТ-допустимым. 

Доказательство аналогично доказательству утверждения 4.1. 

Теорема 4.2. Линейное неравенство хе ^ 0, е £ Е, порождает фа
сету многогранника Pkn тогда и только тогда, когда k < n — 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ к = п - 2, то для любого х е тп_2,п, удо
влетворяющего условию хе = О, справедливо равенство xj = 1, где / — 
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произвольное смежное с е ребро, причем обратная импликация не вы
полняется. Это значит, что грань {х € Рп-2,п | хе = 0} является соб
ственной гранью грани {х € Рп-2,п \ X/ = 1} и, следовательно, не может 
являться фасетой для многогранника Рп-2,п-

Пусть к < п — 2. Положим е = ш;, {г^, ги2, • • • , wn_2} = V \ {м, г;} 
и Г — граф, индуцированный множеством ребер 6 (u) \ {uv}. Пусть 
Е = S(wi) U {uv,w2W3}. Доказательство того, что ребра графа Кп явля
ются концами ^-последовательностей, проводится в том же порядке, что 
и в теореме 4.1. При этом используются kF-допустимые циклы, описан
ные в утверждении 4.1. Вычисление ранга матрицы D(T,E) также не 
представляет труда. Таким образом, неравенство х(ЕТ) ^ к является 
фасетным для многогранника Р*>п. Отсюда с использованием утвер
ждения 4.2 и теоремы 3.4 получаем фасетность неравенства хе ^ 0. 
Теорема 4.2 доказана. 

Фасеты, порождаемые неравенствами хе ^ 0 и хе ^ 1, е £ Е, по 
традиции будем называть тривиальными. 

§5. Кликовые неравенства 
Кликой в Кп называется любой подграф, все вершины которого по

парно смежны. 
Пусть К — клика в Кп, содержащая не менее трех вершин. Линей

ное неравенство 
х{ЕК) < rk{K) (5.1) 

называется кликовым. 
Л е м м а 5.1. Пусть КЛИКИ К И К в Кп удовлетворяют условию VK = 

V \ VK. Тогда неравенства х{ЕК) ^ rk(K) и х(ЕК) ^ rk(K) эквива
лентны относительно Ркп. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ ВСЯКОГО х Е тк}П и всякой клики К с Кп 
справедлива цепочка равенств 

k\VK\= Y, d*(u) = J2 (d*«x(u) + d*ns(VK)(u)) 
uEVK u£VK 

= 2\E(x D K)\ + \Ex П S(VK)\. (5.2) 
Пусть xl,x2 e тк}П. Покажем, что если \Е{х1 П К)\ < \Е(х2 П К)\, 

то \Е(х1 П К)\ < \Е(х2 П К)\. Действительно, в силу (5.2) и равенства 
S(VK) = 6(V~K) имеем 

2\Е(х2 Г)Ж)\ - 2\Е(хг Г)Ж)\ 
= k\VrK\ - \Ех2 П 6(уЩ - к\УЩ + \Ех1 П 6{VK)\ 

= 2\Е{х2 П К)\ - k\VK\ + k\VK\ - 2\Е{х1 Г) К)\ 
= 2\Е(х2 П К)\ - 2\Е(х1 П К)\ > 0. 
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Следовательно, при х £ rfcjfl равенства \Е(х П К)\ = г*(#) и \Е(х П 
jRQ| = rk(K) выполняются одновременно. Отсюда следует справедли
вость леммы 5.1. 

Л е м м а 5.2. Если кликовое неравенство х(ЕК) ^. rk(K) порождает 
фасету многогранника Pkjn, то k < \VK\ < n — к. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть по-прежнему К — клика на множестве 
вершин V \ VK. Предположим, что к ^ \VK\. Покажем, что в этом 
случае та из клик К и К, в которой число вершин не превосходит п/2, 
достраивается до связного fc-фактора. Тем самым в силу леммы 5.1 
и теоремы 3.3 будет получено противоречие с фасетностью неравенства 
х{ЕК) <; rk{K). _ 

Пусть р = \VK\ - 1, VK = {uu... , u p , u p + 1 } , VK = {vu... , v j , 
p + l + g = n, p+1 ^ q. Добавим к клике К следующие ребра: каждую вер
шину ut-, 1 ^ г ^ р -f 1, соединим ребрами с вершинами V(t-_i)(j._p)+i,... , 
Vi(k-p), полагая vmq+l = vj для m = 0 ,1 ,2 , . . . и / = 1,2,... , q. Это воз
можно, ибо к — р ^ q — 1, что легко доказать, опираясь на равенство 
р + 1 + q = п. Эти ребра вместе с кликой if дают некоторый граф Я , 
обладающий свойствами 

(1н(щ) = к, i = 1 , . . . , р + 1, 
d # K ) = *, г = 1 , . . . ,г, 
dtf(tfi) = * - 1, г = г + 1 , . . . ,g, 

где £ G { 1 , . . . , А;}, г £ {1 , . •. , q - 1} — подходящие числа. При этом 
справедливо равенство 

( p + l ) ( f c - p ) = ( t - l ) g + r , r<q. (5.3) 

Рассмотрим последовательность d = (dVl,... , с^д) с компонентами 

(к-t + l, если j = 1 , . . . ,q- r; 
av. = < J l f c - t , если j - q- r + 1 , . . . ,g. 

Очевидно, что если последовательность d является графической 
и G — ее реализация на множестве вершин VK, то граф Н U G бу
дет fc-фактором, содержащим клику К. При этом в случае, когда t > 1 
(см. (5.3)), мы можем не требовать связности реализации G, ибо при 
t > 1 каждая вершина из VK смежна с некоторой вершиной из VK по
средством ребер из ЕЕ\ЕК и, следовательно, граф HUG будет связен. 
Если же t = 1, то к — t ^ \VK\ — 1 > 1 и, значит, по лемме 3.1 после
довательность d может быть реализована связным графом G, что вновь 
дает связность графа Н U G. 
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В силу леммы 3.1 для доказательства графичности последователь
ности d достаточно установить ее правильность и доказать неравенство 

q > k-t + l. (5.4) 
Используя (5.3), получаем 

q-r 

= (я - r)(k -t + l) + r(k-t) = kq-(p + l)(k - р). 

Рассмотрев все возможные соотношения по модулю 2 чисел к и р 
я 

и учитывая, что кп четно по условию, видим, что число J2 dVj всегда 
i = i 

четно. Для доказательства неравенства (5.4) заметим, что в силу (5.3) 
t — 1 = {(р + 1)(к — р) — r}/q. Следовательно, 

q-k + (t-l) = q-k+ -{(р + 1)(к -р)-г} 
Я 

= ~W - Р2 - Ня -р) + к-р- г} 

= ~{(Я ~ Р){Я + p-k) + k-n + q+l-r} 

— ~{(я - Р)(п - I - к) - (п - 1 - к) + q - г} 

= ~{(Я -Р- 1)(п ~ 1 - *) + q - г} ^ -{q - г) > 0. 
Я Я 

Неравенство (5.4) доказано. Таким образом, последовательность d гра
фическая. Лемма 5.2 доказана. 

Теорема 5.1. Пусть К С Кп — клика и к < \VK\ < п — к. Тогда 

'k\VK\ 
тк{К) = - 1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно определению ранга подграфа мы дол
жны доказать опорность неравенства 

'k\VK\ 
х(ЕК) ^ - 1 

к многограннику Р*|П. При к = 2 требуемое доказано в [1]. Пусть к ^ 3. 
Выберем произвольно ж 6 тк>п. Тогда имеем 

2х(ЕК) = 2\Е(хП К)\ = Y^ d*"K{u). 
uevx 
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Так как х связен и УК С F , то в графе х П К существует вершина 
v e УК такая, что d^nK(v) < к. Поэтому 

] Г d^nK(u) = d^nK(v) + ^ d*nK(u) 
uevK uevKciv} 

<k + k\VK\{v}\ = k\VK\. 

Отсюда видим, что x(EK) < k\VK\/2. Тем самым правильность дока
зана. 

Теперь нужно показать, что существует граф х 6 тк}П такой, что 
х(ЕК) = \k\VK\/2 — 1]. Рассмотрим сначала случай, когда А:|УАГ| 
четно. Так как k < \VK\ и \V~K\ = n- \VK\ > п- (п- к) = к, то на УК 
и УК можно соответственно построить связные fc-однородные графы # г 
и Н2 (УHi = VK и VH2 = V-ЙГ). Пусть щуг Е EHi — некоторое ребро, 
удаление которого не нарушает связности графа Я ь u2v2 £ ЕН2 — ана
логичное ребро в графе Я2 . Очевидно, что х = (Нг U H2)A{ui, и2, v2, vt} 
есть требуемый связный fc-фактор в Кп. 

Пусть теперь А;|УАГ| нечетно. Тогда числа к и \VK\ нечетны. Так 
как к < |V\RT|, то по лемме 3.1 можно построить такой связный граф 
Hi с множеством вершин VK, что только одна его вершина, скажем Vi, 
будет иметь степень к — 1, а остальные — степень к. Далее, так как к 
нечетно, то п четно. Следовательно, \VK\ нечетно. Поскольку |VJRf | > &, 
на множестве вершин VK аналогичным образом можно построить граф 
Н2. Пусть v2 — вершина степени к — 1 в Н2. Ясно, что х = Hi U Н2 U 
{vxv2} — связный А;-фактор в Кп и 2\Е(х П К)\ = к - 1 + &(|V#| - 1) = 
k\VK\ - 1. Так как k\VK\ нечетно, то \Е(х П К)\ = \k\VK\/2 - 1]. 
Теорема 5.1 доказана. 

Ниже будет показано, что условие k < \VK\ < п — к из леммы 5.2 
является также и достаточным условием фасетности кликового неравен
ства. Для доказательства этого факта выделим семейство kF-допусти
мых циклов для заданной клики F. 

Утверждение 5.1. Пусть F С Кп — клика и k < \VK\ < п — к. 
ЦИКЛЫ С = {щ^щ^из^щ}, определяемые любым из следующих двух 
условий: 

а) uuu2,u3 e VF, щ е V \ VF; 
б) ui е VF, и2,щ,u4eV\ VF, 

являются кF-допустимыми. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно проверить, что графы, использован
ные при доказательстве теоремы 5.1, являются графами, необходимыми 
для kF-допустимости 4-циклов, указанных в утверждении. 
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Теорема 5.2 (кликовые фасеты). Пусть F С Кп — клика. Клико-
вое неравенство x(EF) ^ |"A;|VrF|/2 — 1] порождает фасету многогран
ника Pkn тогда и только тогда, когда k < \VF\ < п — к. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость следует из леммы 5.2. Докажем 
достаточность. 

Пусть VF = {ti i , t i2 , . . . ,Up}, V\VF = {vuv2,...,vq}, p + q = n 
ж к < p < n — к. Положим 

Ё = {щщ, i = 2 , 3 , . . . ,p; u2u3; УЛУ{, г = 2 , 3 , . . . , ? ; ^ з ; t ^ i } -

Покажем, что каждое ребро графа Кп является концом некоторой kF-
допустимой ^-последовательности, для построения которой будем ис
пользовать циклы вида а) и б) из утверждения 5.1. В самом деле, 
ребро ViU2 принадлежит циклу { ^ ^ ^ ^ ъ ^ ^ з ^ з ^ } ; далее выпишем 
таблицу, в левой колонке которой указано ребро, а в правой — kF-
допустимый цикл, которому ребро принадлежит (отметим, что в этой 
таблице важен порядок строк): 

VlU3 - { t ; i t t 3 ,Vi t t i , t t i t t2 , t t2 t t 3 }; 

Угщ, i > 3, - {viuiyviu2iu2uuUiUi}; 
щу2 - {u1v2,u1vuv1v3,v3v2}; 
u>iv3 - {u1v3,u1vuv1v2,v2v3}i 

uxVi, i > 3, - {u1Vi,u1v2,v2vuv1Vi}; 
u2v2 - {u2v2,v2ui,uiu3,u3u2}] 
u2v3 - {u2v3,u2vuvlv2,v2v3)\ 
u3v2 - {и3у2,и3и2,и2ииигу2}; 

u2Vi, i > 3, - {u2vi,u2v2,v2vuvlvi}] 
v2ui} i > 3, - {У2Щ, v2u2,u2uuu1ui}; 

u>iVh г ̂  3, j ^ 3, - {uiVj.UiV^v^uVxVj}. 

Наконец, остаются ребра клик на множествах вершин F ж V \ VF. 
При любых i и j ребро щщ принадлежит циклу {щщ^и^х^хи^щщ}^ 
а ребро V{Vj — циклу {viVj,ViUi,UiVi,ViVj}. 

Проверка третьего условия теоремы 3.4 заключается в вычислении 
определителя матрицы D(F1E). Раскрывая его по столбцам, соответ
ствующим вершинам и 4 , . . . , ир, v 4 , . . . , vg, получаем определитель седь
мого порядка, который, как легко проверить, не равен нулю. Теорема 5.2 
доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. При нечетных fc|VF| кликовое неравенство является 
фасетным и к многограннику /г-факторов (без условия связности); до
казательство этого факта совпадает с аналогичным доказательством 
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для Ркп. При четных fc|VF|, основываясь на теореме 3.1, можно по
казать, что это не так. 

§6. Неравенства Эдмондса 

Пусть К — клика ъ Кп ж R С 8(VK) — множество попарно не
смежных ребер, |Д| ^ 2. Граф F = К U R назовем графом Эдмондса. 
Соответствующее ему ранговое (относительно Рк,п) неравенство 
x(EF) ^ rk(F) называется неравенством Эдмондса. 

Лемма 6 .1 . Пусть F{ = K{ U Д,, г = 1,2, — графы Эдмондса такие, 
что VKX ~ V \ VK2 н Ri — R2. Тогда неравенства x(EFx) ^ rk(Fx) 
и x(EF2) ^ rk(F2) эквивалентны относительно Ркп. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что в условиях леммы для любых 
Я, Я ' G rfc>n неравенства \Е(Н' П Fx)\ < \Е{Н П * \ ) | и \Е(Н' П F2)\ < 
\Е(Н О F2)\ выполняются одновременно. Действительно, для любого 
Я G тклП и любого графа Эдмондса F = К U R имеем 

k\VK\= ] Г dH(u)= ] П dHnK(u)+ ])Г йяпя(^)+ ^ dHnR>(u), 
ueVK u£VK u£VK u£VK 

где Я' = £(VJRf) \ Д. Отсюда следует, что 

2\E(H П # ) | + \EH f)R\ + \EH n Я'| = Jfe|V#|. 

Используя последнее равенство, при VKi = V \ VK2, Rx ~ R2 — R 
и \Е(Н' П F{)\ < | £ ( Я П Fi)| получаем 

2 ( | £ ( Я П ^ 2 ) | - | £ ( Я # П ^ 2 ) | ) 
- 2 | £ ( Я Л # 2 ) | + 2 | £ Я П R\ - 2\Е{Н' П # 2 ) | - 2 | £ Я ' П Я| 

- &|У#2| + | £ Я П Я| - \ЕН П Д'| - k\VK2\ - \ЕН' П Л| + | £ Я ' П Я'| 
= 2 |£(ЯПА^)| + 2 | £ЯПД| -А: |УА 1 | - 2 |£(Я , ПА 1 ) | ~2 |£Я / ПД| + А;|УА1| 

- 2 ( | ^ ( Я П ^ ) | - | ^ ( Я , П ^ 1 ) | ) > 0 . 

Следовательно, \Е(НП Fi)\ = rj.(i<\) тогда и только тогда, когда | £ (ЯП 
^ ) | = rk(F2). Это означает эквивалентность рассматриваемых нера
венств. Лемма 6.1 доказана. 

Пусть F = KUR — граф Эдмондса. Ради удобства рёбра множества 
R будем обозначать через ^г?,-, 1 ^ г ^ р, полагая, что щ £ VK и г;,- £ 
УЯ. 

Л е м м а 6.2. Если неравенство x(EF) ^ rk(F), соответствующее 
графу Эдмондса F — К U R, порождает фасету многогранника Рк}П, 
то к < \VK\ <n- к. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т. е. \VK\ 0 , ж Е 
тк}П и x(EF) = rk(F). Покажем, что в этом случае R С Ex. Допустим, 
что е1 = UiVi & Ex. Тогда d^nF(ui) < к и, следовательно, в графе ~х су
ществует ребро игу, не принадлежащее EF. В то же время d^nr^i) — 0-
Поэтому вершина v\ инцидентна к ребрам графа х, каждое из которых 
не лежит в EF. Эти ребра обозначим через ViWi, ViW2,... ->ViWk. По
скольку вершина v в графе х смежна с к - 1 вершинами, отличными 
от щ, то среди вершин гс^х,... ,wk найдется по крайней мере одна, ска
жем Wi, не смежная с v. Рассмотрим 4-цикл С = {uuv,Wi,Vi}. Этот 
цикл чередуется относительно ж, а так как г;х — висячая вершина графа 
F , то viWi £ EF, uiv £ EF и uxvi £ EF. Пусть х1 = ~xAC. Очевидно, 
что 

\ExlC\EF\ > \ExC\EF\. (6.1) 

Если х1 связен, то из (6.1) следует, что x{EF) < rk(F). Поэтому лю
бой граф х G тк}П, обращающий неравенство Эдмондса x(EF) ^ rk(F) 
в равенство, содержит ребро uxvi и, следовательно, содержит все ребра 
множества R. Пользуясь этим фактом и теоремой 3.1, получаем, что 
неравенство x(EF) ^ rk(F) не является фасетным. Если же ж1 несвязен, 
то покажем, что с помощью переключения от х1 можно перейти к неко
торому связному fc-фактору, удовлетворяющему неравенству типа (6.1). 

Пусть граф х1 несвязен. Тогда в силу связности ~х граф х1 состоит 
из двух компонент х\ и х\. Без ограничения общности будем считать, 
что Ui,Vi £ Vx{, a v,Wx 6 Vx\. В этом случае w 2 ,w 3 , . . . -,^к € Vx\. 
Рассмотрим два 4-цикла: С = {vii/w2,w1,v} и С" = {г>1? w2, v, Wi}. Не
трудно убедиться, что в результате переключения графа х1 по крайней 
мере по одному из указанных циклов возникает связный /г-фактор, кото
рый обозначим через х2. Покажем, что 

\Ех2 П EF\ > \ExC\EF\. (6.2) 

Действительно, если vw\ £ EF, то после переключения по одному 
из циклов С , С" ребра ViW2 и vwi, не принадлежащие EF, заменяются 
на соответствующие два ребра. Ясно, что \Ех2 П EF\ ^ \Ехх П EF\, 
т. е. верно (6.2). Если же vwi £ EF, то из условия UiV,ViWi £ EF 
следует \Ех1 П EF\ = \ЕхП EF\ + 2, а из условия v1v,v1w1,v1w2 £ EF 
следует \Ех2 П EF\ ^ \Ехх П EF\ - 1. Из последних двух соотношений 
получаем (6.2). 

Итак, при \VK\ ^ к неравенство x(EF) ^ ^ ( F ) не является фа
сетным. Предположим, что \VK\ ^ n — к. Рассмотрим граф Эдмондса 
F = К U R, где К — клика на множестве вершин V \ УК. В силу 
леммы 6.1 неравенства x(EF) ^ rk(F) и x{EF) ^ rk(F) эквивалентны 
относительно Ркп, а для графа F справедливо неравенство \УК\ = 

file:///ExC/EF/
file:///ExC/EF/
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п — \VK\ ^ п — (п — к) = к. Повторяя приведенные выше рассуждения, 
убеждаемся в том, что и в этом случае неравенство x(EF) ^ rk(F) не 
является фасетным для Р*.п. Это завершает доказательство леммы 6.2. 

Теорема 6.1. Пусть F = К U R — граф Эдмондса, 2 <$ к < \VK\ < 
п — к. Тогда 

rt{F) = рщч 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно убедиться в опорности неравенства 

k\VK\ + \R\ 
x(EF) <: (6.3) 

относительно многогранника P fcn. Для к — 2 этот факт установлен в [1]. 
Пусть к ^ 3. 

Для произвольного ~х G ткуП имеем 

2x(EF) = 2\E(xC\F)\ = ^ <W(t*) 
ueVF 

p 

uev/r t = i 

где {̂ {̂ £ | 1 ^ г ^ p) — Д, t̂- G VK, v,- ^ У if, 1 ^ г ^ р. Разделив обе 
части неравенства 2x(EF) ^ fc|Viif | + р на 2 и округлив правую часть до 
целого, получаем неравенство (6.3). Теперь нужно показать существо
вание такого х е т;ь>п, при котором (6.3) обращается в равенство. 

СЛУЧАЙ 1. k\VK\ = \R\ (mod 2). Так как к < \VK\ и к <n-\VK\, 
то согласно лемме 3.1 можно построить связные графы Hi и Н2 с мно
жествами вершин VK и V \ VK такие, которые реализуют степенные 
последовательности dHl = {(1Н1(щ)} и d#2 = {^я2(^)}, где 

(1Н1(щ) = к - 1 тори г = 1 , . . . , р и ^ я Д ^ ^ & п р и ^ £ V/iT \ {^ь . . . ,ир}; 

dHAvi) = fc - 1 при г = 1 , . . . ,р и йя2(^.) = * 
при ViZ{V\VK)\{vu...,vp}. 

Правильность этих последовательностей легко проверяется непосред
ственными вычислениями. Полагая х = Нг U H2 U Д, видим, что ж £ г^п 
и 

№ n F ) | = ^ ( Е ^nF(ti) + Erf=hH^)) = 

СЛУЧАЙ 2. fc|V7if| ^ |Д| (mod 2). Если р < \VK\y то выберем 
произвольную вершину u0 £ VK \ {uu... ,up} и, пользуясь леммой 3.1, 



104 Р. Ю. Симанчёв 

построим на VK связную реализацию Нг последовательности йНх{щ) = 
к — 1, О ^ г ^ р , и dHl(u) = /: при u G VAT \ {ti0 , t i i , . . . ,гг2}. Легко 
видеть, что эта реализация привильная. Если же р = |V\fif |, то А; четно 
и ^ нечетно, и в качестве Нг возьмем связную реализацию правильной 
последоватедьности йнх{и%) = к — 1 при г = 2 , 3 , . . . ,р, a dHl(ui) = к — 2. 
При этом положим г*о = ^1 . 

Рассматривая случаи р < п- \VK\ и р = гг- |V7if| и вновь пользуясь 
леммой 3.1, на множестве V\VK построим связный граф Н2 с той лишь 
разницей, что при р = n — |Vlif| в качестве г70 возьмем вершину v2> 

Предположим, что х = # i U Я2 U R U {г*о*>о}- Тогда х Е г^|П и 

|#(ж П *01 = ̂  ( £ <W(*0 + J N . H F M 
Vuev/c »=i 

= \{k - 1 + *(|Vtf| - l) + p) = ±(*|Vff| +P-.1). 

Существование x' G т м такого, что \E{x' Г\ F)\ < [{k\VK\ + \R\)/2\, 
очевидно. Теорема 6.1 доказана. 

Л е м м а 6.3. Если неравенство Эдмондса x{EF) ^ rk(F) порождает 
фасету многогранника Pkn, то k\VK\ ф \R\ (mod 2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как x(EF) ^ rk(F) фасетно, то k < \VK\ < 
n-к. Следовательно, гk{F) удовлетворяет теореме 6.1. Пусть некоторый 
граф я £ тк^п не содержит ребро ЩУХ. Тогда d^np{vi) = 0. Поэтому 

2x(EF) = 2\Е(хП F)\ = ( ] Г d¥nF(u) + £ < W ( « < ) 
\ueVK *=2 

^k\VK\+p-l, 

т .е . x{EF) <С k\VK\/2+(p-l)/2. Поэтому при к \ V К \ =р (mod 2) имеем 
x{EF) < k\VK\/2 + {р- l ) /2 ^ rk(F). Это означает, что если x{EF) = 
rk{F) при fc|VjRT| = р (mod 2), то R С Ex. Отсюда и из теоремы 3.1 
следует, что неравенство x(EF) ^ rk{F) не является фасетным для РкуП. 
Лемма 6.3 доказана. 

Л е м м а 6.4. Пусть неравенство Эдмондса x(EF) ^ rk{F) порождает 
фасету многогранника Pkn и F = К U R. Если к + 1 = \VK\ {или 
к + 1 = \V \ VK\), то \VK\ -\R\^l {или \V \ VK\ - \R\ ^ 1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При к = 2 и к = 3 утверждение очевидно. По
этому рассмотрим случай, когда к ^ 4. Предположим, что \VK\ - \R\ > 
1. Выберем произвольные вершины u',u" £ УК \ {иг,... ,гбр}, и пусть 
я € Tjbjn и w V ^ 1?ж. Покажем, что в этом случае x{EF) < rk{F). 

file:///ueVK
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Из условий леммы следует, что cfenf(u') ^ к — 1 и efenf(u") ^ k — 1. 
Далее имеем 

x ( £ F ) = |£(х П F) | = i(*(|VA-| - 2) + 2(k - 1) + p) 

fclVtfl p - 2 

Таким образом, если x(EF) = rfc(F), то t*V G 25ж. Чтобы восполь
зоваться теоремой 3.2, построим такой граф х £ rfcjn, что и'и" 6 2?ж 
и z ( £ F ) < r*(F). 

Пусть {ии... ,ик} = У А' \ {u"}, {v i , . . . , vt} = V\ VK. Каждую 
вершину щ, 1 ^ i ^ &, соединим ребрами с вершинами v ^ . i ^ . i j + i , . . . , 
^i(jb-i)? полагая tw+z = ty> где га = 0 ,1 ,2 , . . . и I = 1,2,... , t. Это воз
можно, так как к — 1 < t. В результате получим некоторый двудольный 
граф G со степенями 

^в{щ) — к — 1 при г = 1,2,... , fc, 
dcfa) = g при г = 1,2,... ,г, 
dcM = g - 1 при г = г + 1 , . . . , t, 

где g £ { 1 , . . . , к} и г £ { 1 , . . . , t — 1} — подходящие числа. При этом 
в силу двудольности графа G справедливо равенство 

к(к- 1) = t(q-l) + r, r < t. 

Теперь рассмотрим степенную последовательность dH — {^н{у%))\-\ 
такую, что 

к — q, если j = 1 , . . . , г, 
к — д + 1, если j = r + ! , . . . , £ . м«о = { 

Так как (к — q)r + (к — q + l)(t — г) — кп — 2к2 четно, то из леммы 3.1 
следует графичность этой последовательности. Пусть Н — ее реали
зация на множестве V \ VK, и пусть х = 6К(и") U G U Н. Поскольку 
и'и" Е Ех, остается вычислить x(EF). Так как к + 1 = |^^ |> то |Л| 
нечетно. Отсюда и из условия к ^ 4 следует, что 

x(EF)= \Е(хС)К)\ + \ЕхПЩ = k + \Exf)R\ ^ k+\R\ 

^2k + 1^2k + ]—±-— = v J -1 + i—!-— + 2fc - v ' ; 

^ ^ 2 2 2 2 

< M^) + щь1 = r,(F,. 
Лемма 6.4 доказана. 
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Утверждение 6.1. Пусть F = К U R — граф Эдмондса, 3 ^ к < 
\VK\ <п-ки k\VK\ ф \R\ (mod 2). Если u,u' eVK и v,v' eV \ VK, 
a uv 6 R, u'v' £ R, то А-цикл С = {u, u', v', v} является kF-допустимым. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно построить такой граф х е тк)П, что 
С чередуется относительно х, х = жЛС € т^п и x(EF) = x(EF) = rk(F). 

Так как глг; 6 Я, то без уменьшения общности будем считать, что 
и = ггь v = t;i. Пусть Ях — графическая реализация на множестве 
вершин VK степенной последовательности 

dHl(ui) = k; dHl{ui) = fc- 1 для г = 2 , 3 , . . . ,р; 

d#i(w) = & при всех w £ V̂JRf \ {г^, . . . ,ир}, 
сумма компонент которой равна А;|УАГ| — (р — 1), т. е. четна 
(см. лемму 3.1). При этом в силу леммы 3.1 будем считать, что чи
сло реберной связности графа Hi равно к — 1 ^ 2. На множестве вершин 
V \ VK построим аналогичный граф Я2 , т. е. граф, реализующий по
следовательность 

dH2(vi) = &; <1Н2(щ) = fc - 1 для г = 2 , 3 , . . . , р ; 

d>H2(w) — & П Р И в с е х w G (V \ VTiQ \ {v i , . . . , vp}. 
Число реберной связности графа Я2 также равно к — 1 ^ 2. Так как Я 
и Я — (V \ VK, (Е \ ЕК) \ S(VK)) — клики, то можно полагать, что 
щи' е EHi Rvxv'e ЕН2. 

Предположим, что х = Hi U H2 U (Я \ {^ I^ I} ) . Очевидно, что С 
чередуется относительно ~х и х = жЛС — связный fc-фактор, ибо графы 
Hi и Я2 остаются связными после удаления из них ребер щи' и Viv' 
соответственно. Поскольку ~x{EF) = x(EF), a 

x(EF)=^ Y, d*nK(u) + p-l 
uevK 

k\VK\-(p-l) 

то утверждение 6.1 доказано. 

Утверждение 6.2. Пусть F = К U R — граф Эдмондса, 3 ^ к < 
\VK\ < n-к и k\VK\ ф \R\ (mod 2), причем если к + 1 = \VK\, то 
\VK\ - \R\ ^ 1. Тогда если 4-цикл С = {и, и', и", г;} является таким, что 
u,u',u" £ VTif, v £ V \ VK и uv,u"v £ R, то С обладает следующими 
свойствами: 

а) если к + 1 < \VK\, то цикл С является kF-допустимым; 
б) если к + 1 = |УЯ| и u' e {ui,... ,ир}, то ЦИКЛ С является kF-

допустимым. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Пусть к + 1 < \VK\, и пусть Ях — связная 
реализация на множестве вершин VK степенной последовательности 

йнА™) - к -I при w е {^ь.. . ,ир} \ {и"), 
<1нх{™) = к при w e VK\ {^i,... ,ир,и"}, 

Лн^4") = к - 1 при и" £ {ии . . . ,ир}, 
ЛнЛ4") - к - 2 при и" G {ui,... ,?zp}, 

сумма компонент которой равна fc|V7if | — р — 1, т. е. четна. Так как 
к + 1 < |VAT|, то, пользуясь полнотой клики if, добьемся того, чтобы 
ии' е EHi и и'и" £ ЕНХ. (Заметим, что если к + 1 = |V\K"|, то при и' £ 
{^х,... ,пр} имеем dHl{u') = &, т. е. условие и'и" £ ЕНг невозможно.) 

Далее, пусть Я2 — связная реализация на V \ VK правильной по
следовательности 

d # 2 0 ) = к - 1 при w e { v b . . . ,vp}\{v}, 
<W™) = * при -ш G (V\VK)\{vu... ,vp,v}, 
d#2(?;) = Л ~ 1 при г; ̂  {vu... ,v p}, 
^я2(^) = fc ~ 2 при г; € {г ; ь . . . ,г;р}. 

Будем предполагать, что числа реберной связности графов Я г и Я2 
равны минимальным степеням этих графов (см. лемму 3.1). 

Положим х = HiUH2URU{u"v}. Очевидно, что 4-цикл С чередуется 
относительно х и для х = хАС имеет место соотношение 

x(EF) = x(EF) = \ЕНг\ + |Д| = k\VK\~ P ~ l
 +p = Tk{F). 

Покажем, что fc-фактор х связен. Если и" £ {щ,... , ^ р } , то число 
реберной связности графа Hi можно взять равным к — 1 ^ 2. В этом 
случае граф Hi \ {ии'} связен, а следовательно, связен и х. Пусть 
и" 6 {^х,... ,ир}. Предположим, что после удаления из Hi ребра ии' 
полученный граф разбивается на компоненты Нц и Я12 . Будем счи
тать, что и G УНц ж и' £ VHi2. Если и" Е ^ Я ц ч ТО, очевидно, 
граф {Hi \ {ии'}) U {и'и"} связен, а следовательно, связен и х. Если 
же и" 6 VH12, то вершина м" смежна (в графах ж и ж) с некоторой вер
шиной из Я2 , так как и" 6 {щ,... , ир} и R С 2£ж. Поскольку Я2 связен 
ж uv £ Ех, то в графе х между компонентами Я п и Я12 существует 
путь, проходящий через Я2 . Таким образом, и в этом случае гра,ф х 
связен. Утверждение а) доказано. 

б) Пусть к + 1 = |V\fif|. В этом случае либо р = \VK\, либо р = к. 
Кроме того, из отношения fc|V7iT| ф р (mod 2) следует, что р нечетно. 
Значит, р — \VK\ при четном к ж р — к при нечетном к. Если к четно, 
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то и' 6 {иг,... , Up} и доказательство кF-допустимости цикла С полно
стью совпадает с доказательством из а). 

Пусть к нечетно и VK — {щ . . . ,ир,ир+1}. По условию и' ф ир+1. 
Будем считать, что если {и, и"} П {up+i} ф 0, то и" — ир+х. На множе
стве VK построим связный граф # ь реализующий одну из следующих 
правильных последовательностей: 

— если и" — Up+i, то (1Н1(щ) = к — 1 при г = 1 , . . . , р + 1; 
— если и" ф ?zp+i, то dHl(u") - к - 2, dHl(up+1) = к и dHl(w) = 

fc — 1 при го G {^х,... , up} \ {u/7}. При этом можно потребовать, чтобы 
ии' e ЕНг и t*V £ ЕНг. 

На множестве вершин У \ VK возьмем граф Я2 , рассмотренный 
в случае а). Положим х = Hi U H2 U R U {u;//y}. Цикл С чередуется 
относительно ж. Повторив рассуждения из а), легко доказать, что граф 
х = жЛС связен. Наконец, имеем 

HEF) = ^ ) = tt±iXbil + , -_ ШЯ _ t l = r4(f,. 
Утверждение 6.2 доказано. 

Пользуясь утверждением 6.2, а также леммами 6.1 и 6.4, легко убе
диться в справедливости следующего утверждения, которым мы вос
пользуемся при доказательстве критерия фасетности неравенства Эд-
мондса. 

Следствие 6.1. Пусть F = К U R — граф Эдмондса, 3 ^ к < 
\VK\ < n-k, k\VK\ ф \R\ (mod 2), причем если к + 1 = \V \ VK\, то 
\V \ VK\ - \R\ ̂  1. Тогда если 4-цикл С — {u,v,v',v"} является таким, 
что и £ VK, v, v1', v" G V \ VK, uv, uv" £ R, то С обладает следующими 
свойствами: 

а) если к + 1 < \V \ VK\, то цикл С является кF-допустимым] 
б) если к + 1 = \V \ VK\ и v' £ {^i,... ,vp}, то цикл С является 

к F-допустимым. 

Теорема 6.2. Пусть F = К U Л, тогда неравенство Эдмондса 
x(EF) ^ rk(F) порождает фасету многогранника Pkn тогда и только то
гда, когда k\VK\ ф \R\ (mod 2) и к < \VK\ < n-k, причем если к +1 = 
\VK\ (или к + 1 = \V \ УК\), то \VK\ - \R\ ^ 1 (или \V \ VK\ - \R\ <: 1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При к = 2 эта теорема доказана в [1]. 
Необходимость условий при к ^ 3 следует из лемм 6.2-6.4. 
Для доказательства достаточности при к ^ 3 воспользуемся теоре

мой 3.4., утверждениями 6.1 и 6.2, а также следствием 6.1. Для вершин 
графа Кп будем использовать следующие обозначения: VK = VKU = 
{uuu2,... ,up,up+u... ,ut},V\VK = {vuv2,... ,vp ,Vp+ 1 , . . . ,vq},t + q = 
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п, 1 ^ i ^ р. В качестве Е возьмем следующее множество ребер: 

Ё = 6K(UI)US^{V1)[J{U1VUU2U3JV2V3}, 

где К — клика на множестве вершин V \ VK. Нужно показать, что 
каждое ребро графа Кп является концом некоторой kF-допустимой Е-
последовательности и что det.D(F, E) ф 0. Выпишем порядок построения 
ребер графа Кп. 

Каждое ребро ищ, i ^ 2 и j ^ 2, не лежащее в R = {и^ | 1 ^ i ^ р}, 
принадлежит kF-допустимому 4-циклу {uiVj^UiUi^UiVi^ViVj} (см. утвер
ждение 6.1). Далее, как и при доказательстве теоремы 5.2, выпишем 
таблицу, в левой колонке которой указаны ребра, а в правой — содер
жащие их /^-допустимые 4-циклы: 

uxv2 - {uiv2, иги2, u2u3j u3v2} (утв. 6.2); 
ttitJ,-, j ^ 3, - {u1vj,u1u3,u3u2,u2vj} (утв. 6.2); 

V\u2 - {viU2yV1V2,V2V3,v3u2} (следствие 6.1); 
ViUj, j ^ 3, - {viUj,ViV3,v3v2, v2Uj} (следствие 6.1); 

щщ, 2 ^ i < j ^ t, - {uiuj,uiu1,u1V2,V2Uj} (утв. 6.2); 
vtVj, 2 ^ i < j ^ g, - {viVj,ViVUViU2,u2Vj} (следствие 6.1); 

u2v2 - {u2V2,u2uuuxv3,v3V2} (утв. 6.1); 
^ , • ^ , 3 ^ i ^P,~ {uivi,uiU2,u2vuv1vi} (утв. 6.1). 

Нетрудно проследить, что при использовании 4-циклов из утвержде
ния 6.2 достаточное условие их кF-допустимости в случаях к + 1 = |VК\ 
или к + 1 = \V \ VK\ соблюдалось. 

Столбцы матрицы D(F, E), соответствующие вершинам, отличным 
от их, и^ и3, г;1? v2 и г>3, содержат по одной единице. Раскрывая 
detD(F, E) по этим столбцам, получаем, что по абсолютной величине 
он равен 2. Таким образом, матрица D(F,E) имеет полный ранг. Тео
рема 6.2 доказана. 
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