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О. В. Бородин 

Статья представляет собой обзор результатов автора по указан­
ной тематике с 1984 по 1993 г. Большая часть излагаемого матери­
ала касается локального строения и раскрасок плоских графов. По­
дробно описывается строение окрестности ребра и грани в плоских 
графах и прослеживаются связи этих результатов с задачами совмест­
ной, цикловой и предписанной раскрасок. Приводится ряд результа­
тов о представлениях и раскрасках графов на поверхностях. Библио­
графия не претендует на полноту. 

В в е д е н и е 

Проблема строения плоских графов привлекает внимание матема­
тиков с открытия Л. Эйлером знаменитой формулы В — Р + Г= 2 для 
многогранников. Согласно теореме Штейница [86] эйлеровы (т . е. конеч­
ные выпуклые в Rn) многогранники взаимно-однозначно соответствуют 
3-связным плоским графам. Уже А. Лежандру было известно (см. [72, 
с. 27]) о существовании в любом многограннике вершины степени не 
более 5 и грани ранга не более 5, т . е. грани не более чем с пятью сторо­
нами, а также либо вершины степени 3, либо грани ранга 3. В изучении 
строения плоских графов общего вида важную роль сыграла теория эй­
леровых вкладов, предложенная А. Лебегом [72]. При всей универсально­
сти и простоте этот подход не обеспечивает достаточной разрешающей 
способности. С помощью этого метода нетрудно получить приближен­
ные оценки, но, как правило, не удается извлечь точной информации 
о структуре графа. Например, более тонкие соображения были исполь­
зованы А. Коцигом [67] при доказательстве теоремы о том, что в лю­
бом многограннике имеется ребро веса не более 13 (оценка точна; вес 
ребра есть сумма степеней его концевых вершин). Вместе с тем дли­
тельное время многие естественные вопросы о строении плоских графов, 
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поставленные А. Лебегом [72], А. Коцигом [67], Е. Юцовичем [63], 
Б. Грюнбаумом [51] и др., оставались открытыми. Лишь в последние 
годы удалось значительно продвинуться в изучении строения плоских 
графов общего вида. 

Ниже мы приведем результаты о строении окрестности ребра и гра­
ни, отметив лишь, что важным мотивом в этом исследовании были об­
наруженные связи с задачами раскраски (смешанной и цикловой), что 
позволило подойти с единых позиций к решению названных задач. 

Большое число работ было посвящено изучению плоских графов спе­
циального вида, именно класса Г5 плоских триангуляции с минимальной 
степенью 5. Такие графы являются объектом исследования в извест­
ной задаче о четырех красках. Полученное К. Аппелем и У. Хакеном 
в 1976 г. (см. [20]) решение состояло в построении так называемой не­
избежной системы из почти полутора тысяч сводимых конфигураций. 
Другими словами, был установлен такой набор структурных фрагмен­
тов, что в любой триангуляции встречается хотя бы один из них и в то 
же время ни один из этих фрагментов не может содержаться в мини­
мальном контрпримере к теореме о четырех красках. Важным проме­
жуточным этапом в этих исследованиях стала теорема Лебега, описы­
вающая в Г5 строение окрестностей вершин степени 5. В этом описании 
связь с 4-раскраской была еще слабой, многие конфигурации не явля­
лись сводимыми. Позднее X. Хееш [55] предложил методику погруже­
ния имеющейся системы конфигураций в более мощные системы путем 
последовательной замены конфигураций, оказавшихся несводимыми, на 
серии объемлющих конфигураций, имеющих большие шансы оказаться 
сводимыми. В итоге программа X. Хееша была реализована К. Аппелем 
и У. Хакеном в результате больших вычислений вручную и широкого 
применения ЭВМ. 

Таким образом, структурные результаты применялись и ранее в за­
дачах о раскраске. Приводимые ниже результаты возникли вследствие 
естественного развития структурной теории плоских графов. 

§ 1. Строение плоских графов 

1.1. Инцидентность младших вершин и младших граней. 
Карту на поверхности будем называть нормальной, если ранги всех гра­
ней и степени всех вершин не меньше трех, а под рангом грани понима­
ется число инцидентных ей граней. Вершину степени к и грань ранга 
к часто называют к-вершиной и к-гранью. Степень вершины v обозна­
чают через s(v). 
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А. Лебег [72] показал, что любая плоская нормальная карта содер­
жит либо 3-вершину, либо 4-вершину, инцидентную 3-грани (треуголь­
нику), либо 5-вершину, инцидентную четырем 3-граням. Более общий 
факт устанавливает следующая симметричная по отношению к вершин-
но-граневой двойственности 

Теорема 1.1 [10]. В плоской нормальной карте имеется по крайней 
мере одна из следующих конфигураций: 

— 5-вершина, инцидентная четырем 3-граням; 
— 4-вершина, инцидентная 3-гранщ 
— 3-вершина, инцидентная 3- или 4-гранщ 
— 5-грань, инцидентная четырем 3-вершинам. 
1.2. Теоремы о строении окрестности ребра. А. Коциг [67] до­

казал, что в любом многограннике имеется ребро веса не более 13. Эта 
оценка достижима, например, в графе, полученном с применением опе­
рации подразбиения грани к икосаэдру. Некоторое время оставался от­
крытым вопрос П. Эрдеша о возможности распространения этого утвер­
ждения на все плоские графы G с минимальной степенью 6(G) не меньше 
трех. Утвердительный ответ был получен автором [27]. 

Приведем верхние оценки минимального веса ребра в плоских гра­
фах из некоторых классов. 

Пример полного двудольного графа К2,п показывает, что в классе 
графов минимальной степени 2 минимальный вес ребра не ограничен 
сверху. Укажем два случая (теоремы 1.2 и 1.3), в которых верхняя 
оценка такого веса существует, несмотря на присутствие 2-вершин. 

• k-Пучком называется подграф на к + 2 вершинах, в котором вы­
делены две вершины, а остальные вершины смежны только с выделен­
ными. 

Минимальный вес ребра в графе G обозначим через w(G). 

Теорема 1.2 [4]. Если в плоском графе G с 6(G) ^ 2 нет k-пучков, 
к ^ 2, то w(G) ^ Ьк + 7, причем оценка достижима. 

• Цикл [vi,t>2 • • -V2k] называется t-чередующимся, если степени вер­
шин Vi, 173,... , v2k~i одинаковы и равны t. 

Ясно, что 2-пучок есть частный случай 2-чередующегося цикла. 

Теорема 1.3 [27]. Если в плоском графе G с 6(G) ^ 2 нет 
2-чередующихся циклов, то w(G) ^ 15, причем оценка достижима. 

А. Коциг [67] доказал, что если 6(G) ^ 4 для плоского графа G, то 
w(G) ^ 11 и существует такой граф С , что w(G') = 11. Оказывается, 
что это утверждение остается справедливым и в более широком классе 
графов, как показывает следующая 
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Теорема 1.4 [27]. Если в плоском графе G 6(G) ^ 3 нет 3-чередую-
щихся 4-циклов, то w(G) ^ 1 1 . 

В следующих теоремах оценивается минимальный вес таких ребер 
в плоских графах, которые инцидентны малой грани (т. е. грани ранга 
не более 5), что имеет принципиальное значение для задач раскраски 
(см. §2). 

• Ребро называется полуутопленным или утопленным, если оно ин­
цидентно хотя бы одной или двум малым граням соответственно. 

• Вершина называется полуутопленной или утопленной, если тако­
выми являются все инцидентные ей ребра. 

Дальнейшим обобщением теоремы 1.4 является 

Теорема 1.5 [42]. Пусть в плоском графе G с 6(G) ^ 2 отсутствуют 
— утопленные 2-вершины; 
— полуутопленные 2-вершины, инцидентные 6-граням; 
— 2-вершины, смежные с младшими вершинами; 
— А-цикл [viv2v3v^]1 в котором каждая из вершин vx и v3 является 

либо утопленной 2-вершиной, либо полуутопленной 3-вершиной. 
Тогда в графе G есть полуутопленное ребро веса не более 11. 

А. Лебег [72] уточнил тот известный факт, что в плоском графе G 
с 6(G) ^ 3 есть малая грань, т. е. в графе G имеется грань одного из 
следующих типов: 

— 3-грань, инцидентная ребру, степени концевых вершин которого 
мажорируются одной из пар (3,ос), (4,11) и (5,7); 

— 4-грань, инцидентная ребру типа (3,5); 
— 5-грань, инцидентная (3,3)-ребру. 
(Запись (3,оо) означает, что степень одной концевой вершины ребра 

равна трем, а степень другой концевой вершины этого же ребра может 
быть сколь угодно большой.) 

Заметим, что из приведенного утверждения не следует ограничен­
ности w, доказанной А. Коцигом в [67]. 

Принципиальная возможность объединения результатов Лебега 
и Коцига доказана автором в [25]. В этом направлении нами доказана 
следующая 

Теорема 1.6 [8]. В любом плоском графе G с 6(G) ^ 3 имеется по 
крайней мере одна из следующих граней: 

— 3-грань, инцидентная ребру, мажорируемому одной из пар (3,10), 
(4,7) я (5,6); 

— 4-граяь, инцидентная (3,5)-ребру; 
— 5-грань, инцидентная (3,3)-ребру. 
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Все пять мажорирующих пар достижимы, причем независимо друг от 
друга. 

«Достижимость» означает, что в теореме 1.6 ни один из числовых 
параметров не допускает уменьшения (в силу имеющихся экстремаль­
ных графов). Под «независимой достижимостью» понимаем следующее: 
для любой из перечисленных пяти пар чисел найдется такой плоский 
граф, в котором никакое ребро не мажорируется остальными четырьмя 
парами либо не инцидентно соответствующей младшей грани. 

• Ребро в графе G называется слабым (полуслабым), если оно инци­
дентно двум (хотя бы одной) 3-граням. 

Минимальный вес слабых (полуслабых) ребер в графе G обознача­
ется через w**(G) (w*(G)). 

Следующий факт был известен еще А. Лебегу (см. [72]): при 6(G) ^ 3 
из условия w*(G) = со следует достижимая оценка w(G) ^ 8. В [44] нами 
доказано следующее усиление теоремы Коцига [67]. Пусть G — плоский 
граф такой, что 6(G) ^ 3. Тогда справедливо по крайней мере одно из 
следующих неравенств: 

w**(G) < 13, w*(G) <c 12, w(G) <: 11. 

Более точный результат в этом направлении доставляет 

Теорема 1.7 [35]. Для любой плоской нормальной карты G спра­
ведливо по крайней мере одно из неравенств 

w**(G) <: 13, w*(G) ^ 10, w(G) ^ 8, 

причем все границы достижимы на различных графах. 
Граф G с параметрами w(G) = w*(G) = w**(G) = 13 и граф Gf 

с параметрами w(G) = 8, w*(G) = w**(G) = сю были известны еще 
А. Коцигу [67]. Эти графы являются полуправильными многогранни­
ками. Граф G с параметрами w**(G) = 14, w*(G) — 10 и w(G) — 9 
предложен в [35]. 

В сформулированных теоремах 1.8-1.10 результаты являются не-
улучшаемыми. Заметим, что верхние оценки для веса w*(G) полу слабых 
ребер в G зависят от ограничений на окрестности слабых ребер. 

Теорема 1.8 [13]. Пусть G — плоская нормальная карта такая, 
что w**(G) = оо, т. е. в G нет слабых ребер. Тогда имеет место по 
крайней мере одно из неравенств 

w*(G) <$ 9, w(G) <; 8. 

Для доказательства достижимости первой оценки построен граф G 
с параметрами w**(G) = оо и w*(G) = w(G) = 9, а достижимость второй 
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оценки следует из приведенного выше графа G с параметрами w**(G) — 
w*(G) — оо и w(G) — 8. Легко видеть, что оценки могут достигаться на 
различных графах. 

Теорема 1.9 [40]. Если в плоской нормальной карте G границы 
3-гра,ней попарно не пересекаются, то w(G) ^ 8. 

Оценка из теоремы 1.9 неулучшаема ввиду построенного в [40] графа 
с параметрами w**(G) = оо и w*(G) = w(G) = 9, в котором границы 
любых двух 3-граней имеют не более одной общей вершины. 

Оценку w(G) ^ 11 доказали П. Вернике [88] для графа G с 6(G) = 5, 
а А. Коциг [67] — для графа G с 8(G) ^ 4. О. Оре установил [73], 
что w**(G) ^ 12, если 8(G) — 5. Оказывается, что для графа G при 
8(G) = 5 имеет место более точная оценка w**(G) ^ 11, а при 8(G) ^ 4 
либо w**(G) ^ 1 1 , либо w*(G) ^ 9, причем все три выписанные оценки 
достижимы. Эти утверждения вытекают из теоремы 1.10 (см. ниже). 

• Ребро е — (ж, у), где s(x) ^ s(y), называется ребром типа (а, 6), 
если s(x) ^ а, s(y) ^ Ь. 

Теорема 1.10 [11]. В любой плоской нормальной карте имеется но 
крайней мере одно 

(К1) слабое ребро типа (3,10) или (4, 7), или (5,6); 
(К1) полуслабое ребро типа (3,8) или (4,5); 
(К4) ребро типа (3,5), инцидентное 4-граяи; 
(КЗ) ребро типа (3,3), инцидентное 5-грани. 

Каждый случай реализуется независимо от остальных с наибольшим 
значением параметра. 

Ввиду имеющихся в [11] примеров результат теоремы 1.10 неулуч­
шаем. Так, можно указать плоский граф, в котором каждое ребро 
инцидентно вершине степени 10, а значит, нет ребер типов (К2)-(К4). 

• 5-Вершина, инцидентная четырем 3-граням, называется мягкой. 
• 5-Грань, инцидентная четырем 3-вершинам, называется мягкой. 
Теорема 1.10 доказана в более сильной форме, именно утверждается, 

что слабое ребро типа (5,6) инцидентно мягкой вершине, и вместо (3,3)-
ребра, инцидентного 5-грани, имеется мягкая 5-грань. Понятия мягкой 
5-вершины и 5-грани неявно присутствуют в формулировке теоремы 1.1, 
обобщением которой являются теорема 1.10, а также последующие тео­
ремы 1.11 и 1.12. 

Из теоремы 1.10 можно получить характеризацию строения окрест­
ности ребра в эйлеровых многогранниках, поскольку последние явля­
ются частными случаями плоских нормальных карт, а графы, на кото­
рых достигаются границы из теоремы 1.10, представляют собой много­
гранники. 
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В следующей теореме описан класс плоских графов, устроенных по­
добно эйлеровым многогранникам. 

Теорема 1.11 [11]. Пусть в плоском графе G отсутствуют 
— вершины степени меньше двух; 
— 2-вершины, смежные с младшими вершинами; 
— 2-вершины, инцидентные 3- или 4-грани и смежные при этом 

с вершиной степени не больше 11; 
— к-грани (к — 5 или к — 6), инцидентные более чем к - 5 

2-вершинам, которым принадлежат грани ранга не более 4. 
Пусть, кроме того, каждая 2-вершина инцидентна грани ранга 

не менее 5. Тогда в G содержится одна из конфигураций (К1)-(К4) 
теоремы 1.10. При этом ни одно из перечисленных условий нельзя 
ослабить. 

Сформулирем еще одно уточнение теоремы 1.1, которое предста­
вляет самостоятельный интерес и используется при раскраске графов. 
В приводимом ниже результате акцент ставится на окрестность 5-вер-
шины, инцидентной ребру типа (5,6). 

Теорема 1.12 [13]. В плоской нормальной карте содержится по 
крайней мере одна из следующих конфигураций: 

— слабое ребро типа (5, 6), где Ъ-вершина является мягкой и инци­
дентна либо пяти 3-граням, либо 4-грани, либо такой 5-грани, которая 
смежна с пятью 3-гранями; 

— слабое ребро типа (4, 7); 
— полуслабое ребро типа (4,5); 
— ребро типа (3,5), инцидентное 4-грани; 
— 3-вершина, инцидентная 3- или 4-грани; 
— мягкая 5-грань, 

причем для каждой конфигурации имеется граф, в котором присутствует 
только эта конфигурация с наибольшими значениями параметров. 

В заключение настоящего пункта упомянем об одной нерешенной 
задаче, относящейся к строению окрестностей ребра в плоском графе. 
А. Лебег [72] предложил характеризовать каждое ребро при помощи на­
бора рангов инцидентных ему граней и степеней вершин, расположен­
ных по порядку неубывания. Он доказал, что в каждой нормальной 
карте имеется ребро, характеристика которого мажорируется одной из 
четверок 

(3,3,3, оо), (3,3,4,11), (3,3,5,7), (3,4,4,5). 

Ввиду теорем 1.8 и 1.10, можно предположить, что это утверждение 
допускает усиление, т. е. вместо выписанных четверок можно взять 
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следующие: 
(3,3,3,10), (3,3,4,7), (3,3,5,6), (3,4,4,5). 

Однако имеющиеся примеры графов показывают, что нельзя доказать 
результат лучше, чем следующий. 

Предположение. Каждая нормальная карта содержит ребро, ма­
жорируемое одной из четверок 

(3,3,3,оо), (3,3,4,8), (3,3,5,6), (3,4,4,5). 

Например, у n-пирамиды каждое ребро имеет вид (3,3,3,п). Есть 
нормальная карта, в которой каждое ребро имеет вид (3,3,5,8) либо 
(3,4,4,6), т. е. при данном предположении вторую четверку также 
нельзя улучшить. 

Заметим, что ребра вида (3,3,4,8) являются аналогом слабых ребер 
типа (4,8). В настоящий момент предположение подтверждено не для 
всех плоских графов. 

1.3. Отделимость цикла в плоском графе. Усиливая результат 
А. Лебега [72], А. Коциг [68] доказал, что в любой плоской триангуля­
ции G с 6(G) = 5 минимальный вес грани, обозначаемый через шА((3), 
не превосходит 18, и предположил, что среди таких триангуляции име­
ется триангуляция G' с wA(G/) = 17. С другой стороны, Б. Грюн-
баум [50] предположил, что циклическая связность (наименьшее число 
ребер, удаление которых приводит к появлению не менее двух компо­
нент, содержащих по крайней мере по одному циклу) плоского графа G 
с 6(G) — 5 не превосходит 11. Верхнюю оценку для циклической связ­
ности, равную 13, получил М. Пламмер [75]. Положительный ответ на 
гипотезы А. Коцига и Б. Грюнбаума вытекает из следующего утвержде­
ния. 

Теорема 1.13 [6]. В любой плоской нормальной карте G с A(G) = 5 
есть 3-грань веса не более 17. Среди таких карт есть карта, в которой 
присутствует 3-грань веса 17. 

Ясно, что граница 3-грани веса не более 17 отделяется от остальной 
части графа не более чем 11 ребрами. В то же время нетрудно показать, 
что в плоском графе G с A(G) = 5 имеется не менее 20 треугольников, 
тогда как к выбранному треугольнику примыкает не более 11 треуголь­
ников. 

Если на плоскости взять цикл длины п, внутри и снаружи цикла 
добавить по одной вершине и добавленные вершины соединить со всеми 
вершинами цикла, то получится плоский граф G с 6(G) < 5 такой, что 
wA(G) возрастает с ростом п. Вместе с тем оказывается, что в классе 
триангуляции G без 4-вер шин wA(G) является ограниченным. А. Коциг 
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[69] доказал, что если G — плоския триангуляция без петель и крат­
ных ребер такая, что в G нет 4-вершин, то wA(G) ^ 39, а если нет ни 
4-вершин, ни 5-вершин, то wA(G) < 34. Он предположил, что в обоих 
случаях wA(G) ^ 29. Отметим, что в отличие от теоремы 1.13 запрет 
на петли и кратные ребра необходим в силу тривиальных контрпри­
меров. Менее очевидные конструкции показывают, что при наличии 
нетреугольных граней и отсутствии петель, кратных ребер и 4-вершин 
минимальный вес грани может быть сколь угодно большим. Таким обра­
зом, посылку следующей теоремы нельзя ослабить, а ее заключение — 
усилить. 

Теорема 1.14 [9]. Если в плоской триангуляции без петель и крат­
ных ребер нет 4-вершин, то wA(G) ^ 29, причем для триангуляции G1, 
полученной из икосаэдра путем двукратного подразбиения граней, 

wA(G') = 3 + 2(3 + 2-5) = 29. 

Следующая теорема может быть использована при характеризации 
окрестностей грани в плоских графах. 

Теорема 1.15 [43]. В любой плоской триангуляции без петель, 
кратных ребер и 4-вершин имеется либо грань веса не более 29, ин­
цидентная 3-вершине, либо грань веса не более 17. 

При раскраске плоских графов важным является понятие цикловой 
степени c(v) вершины г?, определяемое как число вершин, инцидентных 
тем же граням, что и вершина v. Например, теорему 1.13 можно пере­
формулировать следующим образом. 

Теорема 1.13* [6]. Если в плоском графе G с A(G) ^ 3 нет 3-граней 
и 4-граней, то в G имеется 3-вершина v такая, что c(v) ^ 1 1 . 

Используя результат А. Лебега [71], М. Пламмер и Б. Тофт [76] дока­
зали, что в многограннике с максимальным рангом грани Р существует 
младшая вершина v с c(v) ^ Р + 9 при Р ^ 3 и даже с{у) ^ Р + 3 при 
Р ^ 42. Заметим, что в Р-призме каждая вершина v инцидентна Р-
грани и двум 4-граням, откуда с{у) = Р - 2 + 4 - 2 + 4 - 2 = Р + 2. Нами 
получено следующее усиление этого результата. 

Теорема 1.16 [13]. В любом эйлеровом многограннике имеется 
младшая вершина v такая, что c(v) ^ 20 при Р ^ 16; с(у) ^ Р + 4 
при 16 < Р <$ 19; c(v)^P + 3 при 19 < Р ^ 23 и c(v) <с Р + 2 яри Р ^ 24, 
причем оценка c(v) <С Р + 2 достижима при любом Р ^ 3. 

1.4. Нижние оценки для числа легких ребер и граней. Обо­
значим через eij(G) число ребер в графе G, каждое из которых соединяет 
г-вершину с j-вершиной. Далее, пусть fij,k(G) — число 3-граней в графе 
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G, каждой из которых инцидентна г-вершина, j-вершина и /г-вершина. 
Известно, что если в плоском графе G минимальный вес ребра или мини­
мальный вес треугольника ограничен сверху числом U, то в G имеется 
довольно много ребер или треугольников веса не более U (называемых 
далее легкими). Для многогранников G с A(G) = 5 П. Вернике [87] до­
казал, что e5^(G) + е5,б(£0 > 0, а Б. Грюнбаум [49] установил, что из 
условия e^^(G) = 0 следует неравенство e5j6(G) > 60, и предположил, 
что 2e5j5(G) + e5i6(G) ^ 60. Однако это предположение было опроверг­
нуто С. Фиском [52, с.131], для любого такого графа G в [52] установлена 
более слабая оценка 4e5?5(G)+e5j6(G) ^ 60. Автором доказана следующая 

Теорема 1.17 [33]. Для любой плоской нормальной карты G 
с A(G) = 5 выполняются неравенства 

(18/7)e5j5(G) + e 5 , 6(G)^60, 
2e5j5(G).+ e5)6 + (2/7)e5 j 7(G)^60, 

причем все коэффициенты, кроме, быть может, первого, в первом нера­
венстве являются достижимыми. 

Б. Грюнбаум [51] предположил, что оценка ]£ ^ij(G) > 0 из [66] 

для веса ребра в многограннике G допускает следующее усиление: 

] Г aiti{G)eitj{G) > 120. 
t-KKi3 

Автором установлена 

Теорема 1.18 [38]. Для любой плоской нормальной карты G спра­
ведлива оценка 

4063j3(G) + 25e3)4(G) + 16e3,5(G) + 10e3)6(G) + (20/3)e3,7(G) + 5e3,8(G) 
+ (5/2)e3)9(G) + 2e3>10(G) + (50/3)e4j4(G) + lle4 | 6(G) + 5e4)6(G) 

+ (5/3)e4j7(G) + (16/3)e5>5(G) + 2e5,6 ^ 120, 

причем каждый коэффициент является достижимым. 
Здесь «достижимость» понимается в том смысле, что если умень­

шить любой коэффициент в теореме 1.18 на сколь угодно малую вели­
чину, то можно указать граф, для которого так усиленное неравенство 
уже не выполняется. 

Для плоских триангуляции G с 6(G) — 5 К. Аппель и У. Хакен в [20] 
доказали оценку 

e5,5(G) + / 5 , 5 ) 6 (G)>0 , 



Раскраски и топологические представления графов 13 

а А. Лебег [71] установил следующую оценку: 

/5,5,5(G) + (2/3)/5i5,6(G) + (3/7)/5 ,5 ,(G) + (l/4)/5>5>8(G) 
+ (1/9)/5,5,9(С) + (l/3)/5,6,e(G) + (2/21)/5,6,7(G) ^ 20. 

Теорему 1.13 можно записать так: какова бы ни была плоская нор­
мальная карта G с Д(б?) = 5, имеет место неравенство 

/5.5.5(G) + /5.5.6(G) + /5.5.7(G) + /5 |б,б(б?) > 0. 

Приведенные в [33] конструкции показывают, что в последнем неравен­
стве ни один член не является лишним. В частности, триангуляция G 
с параметрами /5.5.5(G) = /5.5.6(G) = /5,6.6(G) = 0 показывает неулучша­
емость теоремы Франклина [48] о существовании 5-вершины, смежной 
по меньшей мере с двумя вершинами степени не более шести (в [89] 
теорема Франклина ошибочно приведена в усиленном виде: 

/б.6.б(<?) + /6.5.6(G) + /5.5.e(G) > 0, 

что противоречит только что упомянутой конструкции). 
Следующая теорема является итоговой в этом направлении. 

Теорема 1.19 [31]. Для любой плоской нормальной карты G 
с A(G) = 5 справедливо неравенство 

18/5)5.5(G) + 9/5|5.e(G) + 5/5>5,7(G) + 4/5j6>6(G) J> 144, 

причем каждый коэффициент, кроме, быть может, третьего, является 
наилучшим из возможных. 

1.5. Грани малого ранга при попарной несмежности тре­
угольников. Рассмотрим плоские нормальные карты, в которых ника­
кие две 3-грани не имеют общего граничного ребра. Оказывается, что 
в них существуют нетреугольные грани с ограниченным сверху рангом. 
Данное обстоятельство интересно также в связи с приложениями к за­
даче о трех красках (см. § 2). 

Автором получен следующий результат, включенный с доказатель­
ством в монографию [60]. 

Теорема 1.20 [60]. Если в плоской нормальной карте треуголь­
ники попарно несмежны, то найдется либо грань ранга от 4 до 9, либо 
10-грань, инцидентная лишь вершинам степени 3 и смежная с пятью 
треугольниками. 

Параметр 10 в теореме 1.20 неулучшаем. Этот факт вытекает из 
следующего примера. Возьмем додекаэдр (каждая вершина инцидентна 
трем 5-граням) как твердое тело и отсечем все его трехгранные углы. 
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В графе полученного многогранника каждая вершина инцидентна тре­
угольнику и двум 10-граням. 

В работе X. Абота и Б. Зу [19] при аналогичных предположениях 
доказано существование грани, ранг которой заключен между 4 и 11. 
Описание окрестности 10-грани в теореме 1.20 существенно использу­
ется в теореме 2.9 (см. § 2), дающей достаточное условие раскраски вер­
шин плоских графов в три цвета и частично подтверждающей гипотезу 
Стейнберга [87, проблема 1.7]. 

§2. Раскраски плоских графов 

Как уже отмечалось, при решении задач раскраски плоских графов 
ключевое значение имеет исследование соответствующих аспектов стро­
ения критических графов. Например, доказательство К. Аппеля и У. Ха-
кена [20] теоремы о четырех красках основано на изучении окрестностей 
5-вершин в триангуляциях с минимальной степенью 5. 

Ниже рассматриваются задачи цикловой, смешанной, предписанной, 
диагональной раскрасках и вершинной 3-раскраски. Все представленные 
результаты, кроме полученных для задачи о диагональной раскраске, 
базируются на результатах о строении плоских графов общего вида 
(см. §1). 

2.1. Теорема о шести красках. Центральное место в данном 
параграфе занимает теорема о шести красках, подтверждающая извест­
ную гипотезу Рингеля [79, 87, проблема 2.7]. Эта теорема может быть 
сформулирована в терминах 1-вложимости (см. §3) цикловых, а также 
смешанных раскрасок. Поэтому представленное в [1] решение задачи 
о шести красках дало толчок развитию исследований по всем указанным 
направлениям. Р. Бодендик, К. Вагнер и X. Шумахер [23] обратились 
к молодому поколению математиков с предложением заняться решением 
задачи о шести красках. Вскоре Р. Бодендик опубликовал сообщение 
[24] о том, что задача решена в [1]. 

• Граф G называется l-вложимым в поверхность, если его можно 
изобразить на поверхности так, чтобы каждое ребро графа G пересека­
лось во внутренних точках не более чем с одним другим ребром. 

• Граф G называется 1-планарным, если он 1-вложим в плоскость. 
Г. Рингель [79] доказал, что 1-планарные графы являются вершинно-

7-раскрашиваемыми, и предположил, что такие графы являются б-рас-
крашиваемыми. Поскольку полный граф Кб является 1-планарным, ме­
нее чем шестью красками не обойтись. Автором установлена следующая 

Теорема 2.1 [1]. Любой 1-ялаяаряый граф является 6-раскрашя-
ваемым. 
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Г. Рингель сформулировал [79] проблему в терминах совместной 
и цикловой раскрасок. Одна из формулировок выглядит так: можно 
ли раскрасить вершины и грани любого плоского графа в шесть цветов 
так, чтобы любые соседние элементы получали разные цвета? Утвер­
дительный ответ на этот вопрос дает следующая 

Теорема 2.1* [1]. Вершины и грани любого плоского графа явля­
ются совместно ^-раскрашиваемыми. 

Результат теоремы 2.1* неулучшаем, поскольку вершины и грани 
3-призмы не могут быть окрашены в пять цветов: в один цвет, как легко 
видеть, может быть окрашено не более двух элементов. Ранее совмест­
ная 6-раскрашиваемость была доказана Г. Рингелем для триангуляции 
[79] и Д. Аркдиконом для другого частного случая — плоских графов 
без треугольников [21]. Как отмечено в [21], использованная в [9] идея 
решения не подходит для общего случая. 

Приведем еще одну формулировку теоремы о шести красках. 
Теорема 2.1** [1]. Вершины любого плоского графа, в котором 

грани имеют ранг не более 4, можно раскрасить в шесть цветов так, 
что вершины на границе каждой грани окажутся окрашенными разными 
цветами. 

Тот же пример 3-призмы подтверждает, что и в теореме 2.1** менее 
чем шестью цветами не обойтись. Первая и третья формулировки тео­
ремы о шести красках (теоремы 2.1* и 2.1**) легко сводятся друг к другу, 
а вторая (теорема 2.1*) следует из них. Автору не известно, существует 
ли простой вывод теорем 2.1* и 2.1** из теоремы 2.1*. 

2.2. Цикловые раскраски. Рассмотрим обобщение обычной пра­
вильной раскраски вершин плоского графа, введенное О. Оре и М. Плам-
мером [74] и неявно присутствующее уже у Г. Рингеля в [79]. 

• Раскраска вершин графа G называется k-цикловощ если в G вер­
шины каждой грани ранга не более к окрашены в разные цвета (см. [87, 
проблема 1.3]). 

Нетрудно видеть, что цикловая 3-раскраска соответствует обычной 
раскраске, а цикловая 4-раскраска — раскраске 1-вложимых графов. 
Наименьшее число цветов, требуемое для /^-цикловой раскраски графа 
G, обозначается через Xk(G). В [72] доказано, что Xk(G) ^ 2к для лю­
бого графа G при к ^ 3. Этот результат не является окончательным. 
Например, для любого плоского графа G из теоремы о четырех красках 
[20] следует оценка Xk(G) ^ 4, а из теоремы 2.1** — XA{G) ^ 6. При 
остальных к справедлива следующая 

Теорема 2.2 [39]. Если G — плоский граф, то 
Xs{G) ^ 9, Xe(G) ^ 10, Xr(G) ^ 12, Xk(G) ^ 2к - 3 при к ^ 8. 
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Для многогранников оценка О. Оре и М. Пламмера существенно 
улучшена М. Пламмером и Б. Тофтом в [68], где было доказано, что для 
любого многогранника G справедлива оценка Xk(G) ^ fc + 9 (в классе всех 
плоских графов данная оценка неверна). Точнее, в [74] установлены сле­
дующие неравенства: 

Xk(G) <: к + 7 при к ^ 15, Xk(G) < к + 6 при к ^ 18, 
Xk(G) <: к + 5 при к ^ 24, Xk(G) <: к + 4 при к J> 42. 

С использованием теоремы 1.16 автором доказана следующая 

Теорема 2.3 [13]. Для любого многогранника имеют место оценки 

Xk(G) ^ 21 при к ^ 16, Xk(G) ^к + 5 при 16 < к ^ 19, 
Xk(G) <С к + 4 при 19 < к ^ 23, Xk(G) ^ к+ 3 при к ^24. 

2.3. Совместные раскраски вершин, ребер и граней. Пред­
писанная раскраска ребер. При совместной раскраске вершин V(G), 
ребер E(G) и граней F(G) плоского графа G требуется, чтобы любые 
два смежных или инцидентных элемента множества V(G) U E(G) U F(G) 
были окрашены в разные цвета. Задача о совместной раскраске элемен­
тов плоского графа минимальным числом цветов была сформулирована 
Г. Рингелем [79], а затем В. Г. Визингом [15], М. Бехзадом и др. (см. [20]). 
Если в набор окрашиваемых элементов не входят ребра, то согласно те­
ореме 2.1* для любого плоского графа G справедлива оценка Xvj(G) ^ 6. 
В остальных случаях, т. е. для хроматических чисел Xv,ej(G), Xv,e(G) 
и Xe,/(G), а также для хроматического индекса графа G в верхнюю 
оценку входит максимальная степень A(G), так как при вершине сте­
пени A(G) все ребра должны быть окрашены в разные цвета. 

Гипотеза (М., Бехзада [22] и В. Г. Визинга [15] о тотальной рас­
краске). Для любого графа G справедлива оценка Xv,e(G) ^ A(G) + 2. 

К настоящему времени эта гипотеза подтверждена лишь при 
A(G) ^ 5 в [66]. 

Заметим, что для любого графа выполняется тривиальная оценка 
Xv,e(G) ^ A(G) + 1. Задача вычисления точного значения Xv,e(G) Для 
произвольного графа G является NP-трудной [56]. Для плоских графов 
имеет место следующая 

Теорема 2.4 [27]. Если степень плоского графа G равна А, то 

Х.ДС) ^ Д + 2 яри Д £ {6,7,8}, 

Xv,c(G) = А + 1 при ^ 14. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО основано на теоремах 1.3 и 1.4 о минимальном 
весе ребра. 
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М. Нойбергер [57] и X. Кронк, Дж. Митчем [70] в предположении 
справедливости гипотезы о четырех красках, а затем X. Кронк 
и Дж. Митчем [71] без этого предположения доказали, что вершины, реб­
ра и грани любого плоского графа G с максимальной степенью A(G) ^ 3 
совместно раскрашиваются в семь цветов. В [71] также установлено, 
что полученная оценка неулучшаема, поскольку вершины, ребра и грани 
полного графа К4 нельзя совместно раскрасить шестью красками. В [71] 
высказано предположение о том, что если A(G) ^ 3, то Xv,ej(G) ^ 
A(G) + 4. Довольно длительное время не было продвижения по реше­
нию этой задачи (см. [87, проблема 1.10]) за исключением следующего 
результата: теорема 2.1* в сочетании с теоремой Визинга [15] о том, что 
Xe(G) = A(G) для любого плоского графа G с Д(б?) ^ 8, дает оценку 
Xv,ej(G) ^ A(G) + 6 при A(G) ^ 8. Наконец, в [4] гипотеза Кронка — 
Митчема была подтверждена для всех плоских графов G с A(G) ^ 12, 
а затем ограничение на A(G) было ослаблено (см. [5, 10]) за счет при­
влечения мощных структурных лемм из п. 1.2. Последний результат 
этого цикла, опирающийся на теорему 1.12, представляет следующая 

Теорема 2.5 [13]. Если максимальная степень плоского графа G 
равна А, А ^ 7, то Xvef(G) ^ А + 4. 

Таким образом, гипотеза Кронка — Митчема остается недоказанной 
лишь для графов G с Д(6?) = 4,5,6. Отметим, что для графов G с до­
статочно большими A(G) установлена точная верхняя оценка Xvef(G) ^ 
A(G) + 2. Ограничение на А для этой оценки неоднократно ослаблялось. 
Наилучший результат, вытекающий из теоремы 1.11, представляет сле­
дующая 

Теорема 2.6 [11]. Если плоский граф G имеет A(G) ^ 12, то 
Xvef(G) ^ A(G) + 2, причем оценка A(G) + 2 неулучшаема. 

Для звезды К1}П имеем Xvef(K±,n) = n + 2, так как центральная 
вершина, все п ребер и единственная бесконечная грань суть п + 2 по­
парно соседних элемента. Таким образом, гипотеза Кронка — Митчема 
[71] о совместной раскраске вершин, ребер и граней трансформирова­
лась в задачу отыскания точной верхней оценки для Xvef при нескольких 
малых А. 

Для реберно-граневых раскрасок Л. С. Мельников [77, с. 543] пред­
положил (по аналогии с оценками Xve(G) ^ A(G) + 2 и Xvej(G) ^ A(G) + 
4), что Xej(G) ^ A(G) + 3 для любого графа G. Автором доказана 
следующая 

Теорема 2.7 [42]. Если плоский граф G имеет A(G) ^ 10, то спра­
ведлива неулучшаемая оценка Xej(G) ^ А + 1. 
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Оценки в теоремах 2.6 и 2.7 достигаются не только на звездах, но 
и на многих других плоских графах. 

В отличие от обычной раскраски, в предписанной раскраске (поня­
тие введено В. Г. Визингом [17], а также П. Эрдешем и др. [47]) мно­
жество допустимых цветов, т. е. предписание, для каждого окрашивае­
мого элемента графа G задается заранее. Требуется доказать, что если 
число цветов в предписании у каждого элемента достаточно велико, то 
из этого предписания можно выбрать цвет так, чтобы и цвета на любых 
соседних окрашенных элементах оказались различными. 

Обобщение в виде Xe(G) ^ А + 1 теоремы Визинга [14] о раскраске 
ребер графа G на предписанный случай пока получено лишь для гра­
фов G с A(G) ^ 3 (см. [17]). В случае плоских графов установлена 
следующая 

Теорема 2.8 [7]. Пусть G — плоский граф. Тогда если A(G) ^ 9, 
то Xe(G) ^ A(G) + 1, а есля A(G) ^ 14, то * e(G) = A(G). 

Таким образом, на основе пп. 2.1-2.3 можно сделать следующее 
заключение. Во-первых, имеется связь между цикловой и вершинно-
граневой раскрасками плоских графов с такими структурными харак­
теристиками графов, как вес треугольника и циклическая связность. Во-
вторых, имеется возможность получать верхние оценки для хроматичес­
ких чисел в задачах о совместной раскраске с участием ребер, опираясь 
на изучение строения окрестностей ребер в плоских графах, в частности 
на верхние оценки минимального веса ребра плоских графов из некото­
рых классов. 

2.4. Задача о раскраске вершин плоских графов в три цве­
та. Известно, что задача вершинной 3-раскрашиваемости плоских гра­
фов является NP-трудной, в отличие от 2- и 4-раскрашиваемости, пер­
вая из которых тривиальна, а полиномиальная разрешимость для второй 
следует из теоремы Аппеля и Хакена [20]. Поэтому представляют ин­
терес достаточные условия 3-раскрашиваемости. В этом направлении 
имеются следующие результаты. 

В 1959 г. X. Грецщ доказал (см. [87, проблема 1.7]), что если в плос­
ком графе G нет циклов длины 3, то граф G является 3-раскрашивае-
мым. С другой стороны, позднее Б. Грюнбаум и И. Хавел указали при­
меры не раскрашиваемых в три цвета плоских графов, которые не со­
держат циклов длины 4 и циклов длины 5 соответственно. Р. Стейн-
берг [87, проблема 1.7] предположил, что отсутствие в плоском графе 
4- и 5-циклов гарантирует его 3-раскрашиваемость. Ввиду указанных 
выше примеров в гипотезе Стейнберга нельзя отбросить ни одну из по­
сылок. П. Эрдеш в связи с гипотезой Стейнберга сформулировал сле­
дующий вопрос: существует ли k ^ 4 такое, что отсутствие в плоском 
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графе G циклов длиной от 4 до к гарантирует 3-раскрашиваемость? 
X. Абот и Б. Зу [19] доказали следующий ослабленный вариант гипотезы 
Стейнберга: если в плоском графе G нет циклов длины от 4 до 11, то 
граф G является 3-раскрашиваемым. Усилением этого результата явля­
ется вытекающая из теоремы 1.19 следующая 

Теорема 2.9 [45]. Если в плоском графе G нет циклов длины от 4 
до 9, то граф G является 3-раскрашиваемым. 

2.5. Сопряженная раскраска вершин плоского графа. На­
помним, что в триангуляции вершины а, Ь называются сопряженными, 
если в ней существуют грани [аху] и [Ьху]. Раскраска вершин называ­
ется сопряженной (см. [87, проблема 1.11]), если при этой раскраске 
не только смежные, но и любые сопряженные вершины имеют разные 
цвета. 

А. Буше, Л. Фуке, Дж.-Л. Жоливе и М. Ривьер [46] построили плос­
кую триангуляцию, для сопряженной раскраски вершин которой требу­
ется не менее девяти цветов, и доказали, что для сопряженной раскраски 
плоской триангуляции требуется не более двенадцати цветов. Усиле­
нием этого результата яиляется следующая 

Теорема 2.10 [30]. Для сопряженной раскраски любой плоской 
триангуляции достаточно использовать одиннадцать цветов. 

§ 3. Представления графов на поверхностях 
3.1. Сохранение 3-связности плоских графов при стягива­

нии ребер. В последние годы опубликовано немало работ, посвященных 
преобразованию одних многогранников в другие в результате стягива­
ния и удаления ребер. Такие приемы используются и при доказательстве 
теоремы 2.3. 

• Ребро в многограннике (плоском 3-связном графе) называется стя­
гиваемым, если после стягивания этого ребра сохраняется 3-связность. 

• Вершина плоского графа называется симплициалънощ если она 
инцидентна лишь 3-граням. 

Теорема ЗЛ. Если вершина v многогранника G симплициальна, 
a \V\ > s(v) + 1, то v инцидентна не менее чем 6 — s(v) стягиваемым 
ребрам в G. 

В силу имеющихся примеров относительно возможности усиления 
теоремы ЗЛ остается открытым лишь следующий частный вопрос: вся­
кая ли симплициальная 6-вершина в достаточно большом многограннике 
инцидентна хотя бы одному стягиваемому ребру? 

3.2. Раскраски графов, которые 1-вложимы в поверхности. 
Г. Рингель [83] получил верхнюю оценку хроматического числа графов, 
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которые являются 1-вложимыми в любую поверхность, отличную от 
плоскости. Для тора, бутылки Клейна и ориентируемых поверхностей 
рода 41 и 83 его оценка оказалась точной, а для проективной плоскости 
была улучшена X. Шумахером до 7 (см. [85]). 

Напомним, что псевдоплоскость S^ получается из плоскости попар­
ным отождествлением 2р различных точек. Известны три типа вложе­
ний графа в псевдоплоскость: 

(а) ребра не проходят через особые точки, 
(б) вершины не располагаются в особых точках, 
(в) ограничений нет. 
По аналогии с классической задачей Хивуда — Рингеля [54, 78] о рас­

краске карт на произвольных поверхностях, отличных от плоскости, воз­
никают задачи о нахождении максимума хроматического числа графов, 
вложимых и 1-вложимых в псевдоплоскость в смысле (а)-(в). 

Сформулируем обобщение теоремы 2.1 о шести красках на случай 
1-вложимости в псевдоплоскость в смысле (б). 

Теорема 3.2 [3]. Наименьшее число цветов, необходимое для рас­
краски любого графа, который является 1-вложимым в S^ без располо-
жения вершин в особых точках, равно 8 при р — 4 и [(9 + у/П + 16р)/2] 
при остальных р > 0. 

Аналогичные вопросы о 1-вложимости в S^ в смысле (а) и (в) оста­
ются открытыми. 

3.3. Сопряженная раскраска поверхностей. Пусть Sn ~~~ зам­
кнутая поверхность с эйлеровой характеристикой N, a xc(SN) — наи­
меньшее число цветов, достаточное для сопряженной раскраски любой 
триангуляции на SN, т. е. такой раскраски вершин, что для любых 
граней [abx] и [aby] вершины а, 6, х и у получают разные цвета. 

В [46] доказано, что хс(SN) ^ 6 + л/49 - 24iV при всех N <$ 0, т. е. 
для SN, отличных от плоскости и проективной плоскости. 

В следующей теореме приведена асимптотически в у/2 раз лучшая 
оценка, которая, по-видимому, достижима для всех поверхностей, кроме, 
быть может, плоскости (N = 2). 

Теорема 3.3 [34]. Если SN отлична от плоскости, то 

Xе(SN) < [(13 + V169 - 48iV)/2j • 
Напомним, что в случае плоскости по теореме 2Л0 достаточно один­

надцати цветов, тогда как формула в теореме 3.3 при подстановке N = 2 
лает десять, а в [46] предполагается, что достаточно девяти цветов [87, 
проблема 1.11]. 

3.4. Задача об империях. Эта задача поставлена П. Хивудом [54] 
более ста лет назад и состоит в определении для заданной поверхности 
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S и целого га максимального хроматического числа графов, которые мо­
гут быть получены из некоторого графа, вложенного в S посредством 
отождествления, при котором в одну вершину склеивается не более m 
вершин. Как известно, задачи такого рода часто сводятся к установле­
нию вложимости максимальных полных графов, допускаемых верхней 
оценкой. 

К настоящему времени задача Хивуда решена для 25 % поверхностей 
[87, проблема 2.1]. Для поверхностей малого рода (близких к плоскости) 
к 1985 г. оставался открытым [53, 87] лишь вопрос о возможности пред­
ставления Kls в виде 2-империи на бутылке Клейна (неориентируемая 
поверхность рода 2 с N — 0). Г. Рингель, Б. Джексон и Н. Хартсфилд 
[53] полагали, что такого представления не существует. Однако имеет 
место 

Теорема 3.4 [26]. Полный граф К^ представим в виде 2-империи 
на бутылке Клейна. 

3.5. Задача о лунных колониях. Данная задача поставлена 
Г. Рингелем в [78] и состоит в установлении верхней оценки хроматичес­
кого числа таких графов, которые разложимы на суграфы, вложимые 
в наперед заданный набор поверхностей. Наиболее известный вариант 
проблемы Рингеля — оценка хроматического числа графа сверху через 
его толщину, т. е. наименьшее число плоских суграфов в разложении 
данного графа. Доказано [87, проблема 1.2], что максимум хроматичес­
кого числа t-планарных графов при t = 2 заключен между 9 и 12, а при 
t ^ 3 — между 6t — 2 и 6t. 

Теорема 3.4 [36]. Граф Кгз представим в виде объединения торо­
идального графа и клейнова графа. 

3.6. Диагональные преобразования триангуляции. Диаго­
нальное преобразование триангуляции состоит в замене общего ребра 
(а,Ь) в произвольных гранях [abx] и [aby] на ребро (ж, у). В 1936 г. 
К. Вагнер доказал (см. [73]), что любые две плоские триангуляции на 
одном и том же множестве вершин переводимы друг в друга серией 
диагональных преобразований. А. Дьюдни, С. Негами и С. Ватанабе 
получили (см., например, [32]) аналоги теоремы Вагнера для тора и про­
ективной плоскости. Как в исходных, так и в промежуточных триангу-
ляциях не допускались петли и кратные ребра. Это ограничение снято 
в следующей теореме. 

Теорема 3.5 [32]. Триангуляции любой ориентированной поверх­
ности на одном и том же множестве вершин переводимы друг в друга 
посредством диагонального преобразования. 
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При доказательстве теоремы Вагнера (см. [73]) каждая триангуля­
ция переводилась в промежуточную триангуляцию специального вида, 
названную впоследствии нормальной формой Вагнера, которая содержит 
две всесмежные вершины, две вершины степени 3, а остальные вершины 
имеют степень 4. 

Любопытным фактом из топологической теории графов является 
существование одновершинной триангуляции любой ориентируемой 
поверхности, отличной от плоскости. 

В теореме 3.5 для поверхностей положительного рода промежуточ­
ной формой служит результат вставки нормальной формы Вагнера 
в одну из граней одновершинной триангуляции. 

Из теоремы Рингеля — Юнгса [78, 80], подтверждающей известную 
гипотезу Хивуда о раскраске карт, порядок наибольшего полного графа, 
вложимого в ориентируемую поверхность рода g ^ 0, равен числу Хи­
вуда Н(д) — |_(7 + л / 1 + 48#) /2 j . Из теоремы Рингеля — Юнгермана [90] 
следует, что порядок наименьшей триангуляции без петель и кратных 
ребер равен [(7 + л/1 + 48#)/2] при д ф 2 и меньше 10 при д — 2. Оба 
этих результата получены (см. [78,90]) прямым построением с разви­
тием сложной специальной техники. 

В [32] высказывается предположение, что вложения указанных гра­
фов могут быть получены применением операции диагонального пре­
образования к произвольной триангуляции поверхности рода д > 0. 

Автор благодарен А. Д. Коршунову за многочисленные замечания 
при чтении рукописи. 
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