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ИНВЕРСИЕЙ СИМВОЛОВ 

А. М. Романов 

Предлагается метод построения совершенных нелинейных двоич
ных кодов с исправлением одной ошибки, который заключается в ин
вертировании символов в словах кода Хэмминга и обобщает конструк
цию Ю. Л. Васильева [1]. 

В множестве слов совершенного кода выделяются подмножества, ко
торые называются инвертируемыми. В результате инверсии символов 
в некотором разряде в словах из инвертируемого подмножества получа
ется совершенный код, отличный от исходного. В терминах инвертиру
емых подмножеств конструкцию из [1] можно представить как разбиение 
множества кодовых слов на попарно непересекающиеся инвертируемые 
подмножества, в каждом из которых допускаются инверсии символов 
в одном и том же фиксированном разряде. Ниже предлагается конструк
ция, в которой множество слов кода Хэмминга Ж2п+1 длины 2п + 1 раз
бивается на попарно непересекающиеся инвертируемые подмножества, 
отличные от подмножеств из [1]. В кодовых словах фиксируются раз
ряды с номерами i и j . Инвертируемые подмножества из Л?2п+1 разде
ляются на две совокупности. В словах одной совокупности допускаются 
инверсии символов в г-м разряде, а в словах другой совокупности — 
в j-u разряде. Вопрос об эквивалентности предлагаемых кодов и кодов, 
построенных другими методами в [1, 3-8]), остается открытым. 

Все неопределяемые в работе понятия можно найти, например, в [2]. 
Через Еп обозначается n-мерное векторное пространство над полем 
GF{2). Векторы в этом пространстве называются словами. Далее бу
дем считать, что п = 2Р — 1, р ~ 2 , 3 , . . . , поскольку лишь при таких п 
существуют совершенные (п, 3)-коды. 

Пусть ^ п — некоторый совершенный (п, 3)-код. Кодовое слово с' = 
(с7

1?... , с'п) £ ^п назовем соседним с кодовым словом с = ( с ь . . . , сп) £ 
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^ п по г-му разряду, если 

<*(« , . . . ,<- , . . . ,с'п), ( с ь . . . ,с г-, . . . ,сп)) = 2, 

где d — расстояние Хэмминга, сг- = 0 при ct = 1 и сг- = 1 при сг- = 0. 
Подмножество I,- слов из ̂ п назовем инвертируемым по г-му раз

ряду, если для каждого слова с 6 Л* множеству Jt- принадлежат все слова 
из ^ п , соседние со словом с по г-му разряду. 

Положим 

1% = { ( s i , . . . , ^ i , . . . ,&n) I ( ж ь . . . ,ж £ , . . . , s n ) G / J . 

Утверждение! . . Пусть подмножества /, и Ij слов из ^ п являются 
инвертируемыми по г-му и j-му разрядам соответственно и такими, что 
J- п Ij = 0 . Тогда каждое множество 

/,-и/,-и(^п\(Л-и/,-)), 
/,-и/;-и(П№и^)), 
/,-и/ ;и(П(/ ;и/у)) 

является совершенным {п^З)-кодом. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем утверждение для первого множества, 

которое обозначим через ^х
п. Для остальных множеств утверждение 

доказывается более просто. Мощность множества ^ n равна мощности 
совершенного кода сё>п. Покажем, что расстояние между любыми двумя 
словами из ^ п не менее 3. Пусть с е h, с' £ Ij, с" е (^П\(Л- U Ij)). До
пустим, что d(c, с') = 2. Тогда в силу совершенности кода ^ п найдется 
х е ^ п такое, что rf(x,c) = 2 и d(x,c') = 2. Следовательно, /г П Ij ф 0 . 
Противоречие. Таким образом, d(c,c') ^ 3. Неравенство d(c,c") ^ 3 
(аналогично d(c',c") ^ 3) справедливо, поскольку в противном случае 
с" € Ii. Утверждение доказано. 

Через 5TS , (Jf n ) обозначим систему троек Штейнера, образованную 
словами веса 3 кода Хэмминга Жп. 

Для любых г и j , 1 ^ i ^ п + 1, 1 ^ j ^ n + 1, положим 

Г & при {i,j,k} e STS(Jfn), 
„n + l I * npHJ = n + l, 

j j при г = n + 1, 
{ n + 1 при i — j . 

Для любого г, l ^ i ^ n + 1, определим перестановку 7r"+1 координат 
в Еп+г: 

~п + 1 _ / п + 1 ' п + 1 п+1 \ 
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Через 7Tt-(u) обозначим слово, которое получается из слова u = (щ^щ, 
. . . , ип+г) £ 2?n+1 после применения к буквам слова и перестановки 7ГП+1. 
Пусть и = (ггх,... , щ_1,щ, щ+i,... , wn+1) Е i? n + 1 , символ © обозначает 
сложение по mod 2. Тогда положим 

|и| = щ ф . . . © u n + 1 

LuJ« = fab-" , t i t - . b t i i + i , . . . , n n + 1 ) . 
Через J?/1 обозначим /-и смежный класс кода Жп, / = 0 , 1 , . . . , п. Поло
жим 

я,п+1 = {(у,М)|уея,»}. 
Лемма 1. При любых г и I, 1 ^ г $ п + 1, 0 ^ / ^ п, множество слов 

П^+1 инвариантно относительно перестановки 7г"+1, Т. е. перестановка 
7гп+1 переводит множество в себя. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно [1] имеем 

Жп = { (u , |u | ,u© v) | u 6 £ ( n - 1 ) / 2 , v e jfC*-1)/2}. (1) 

Отсюда следует, что система троек Штейнера STS{Jfn) состоит из 
троек двух видов: 

/ • • (п+1)/2 . П + 1 \ П+1 П+1 
y>J,*ij И +—^— | при г <? - у - , j ^ - у - ; (2) 

{* + ^ , i + ^ , * + ^ } при {,\j,*} G 5Г5(^-) / 2) . 

Далее непосредственно из (2), (3) и определения перестановки 7rf+1 сле
дует, что 

п + 1 ( (п+1)/2 , ^ + 1 (п+1)/2\ П + 1 , 
*.• = (^; + — 2 ~ ^ i ) при « ^ —^—, (4) 

Рп + 1 __ / ^(n+l)/2 (п + 1)/2 . П + 1 \ _ П + 1 

где 

т Г l = хГч", *Г" + - ^ г 1 при t > ^ , (5) 

_(п + 1)/2 , " + 1 _ Л_(п + 1)/2 П + 1 _(« + 1)/2 , П+1 
ni 2 ~ V •'•1 2 ' " ' ' *>(п+1)/2 2 

Из (1) следует, что для любых / = 0 ,1 , ...,п и х G Я " + 1 справедливо 
равенство 

x = (v ,w) , (6) 
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где v е Я^п + 1)/2 , w e Я^п+1)/2 , 0 ^ р ^ ^ , 0 $ С д ^ ^ . Кроме того, 
из (1) следует, что 

{(v, w) | v € Я ^ > 6 Я^п+1>/2} € Я,п+1 . (7) 

Очевидно, что лемма справедлива при га = 3. Предположим, что лемма 
справедлива при (га + 1)/2. Тогда из (4)-(7) следует, что лемма спра
ведлива при п + 1. Лемма 1 доказана. 

Для любого г , 1 ^ г ^ г а + 1 , определим перестановку ofn+1 координат 
в E2n+1. Положим 

^ 2 п + 1 - К п + 1 , г г + 2 , . . . , 2 п + 1 ) . 

Лемма 2. Яря любом г, 1 ^ г ^ га + 1, код Ж2п+1 инвариантен 
относительно перестановки <т2п+1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно [1] имеем 

Ж2п+г = {(u,\u\,u®v) \ и е En,v е Жп}. (8) 

По определению перестановка <7?n+1 переводит слово (u ;, |u ' | ,u ' 0 v') £ 
j^>2n+i в с л о в о (x t(u', |u' |), и' ф v'). Поскольку подмножества Я " + 1 , . . . , 
Я"4*1 образуют разбиение множества всех слов из Еп+г с четным весом, 
при некотором / £ { 1 , . . . , га} справедливо включение 

(u' , |u ' | ) € Я , " + \ (9) 

из которого получаем 
( и ' ф у ' ) € # Г . (10) 

Из (9) и леммы 1 следует, что 

тг,(и' , |и ' | )€Я,"+ 1 . ( И ) 

Учитывая (8), (10) и (11), имеем 

Or,-(uMu'|),u'ev')e ж2п+1. 
Лемма 2 доказана. 

Обозначим через Е"+1 множество слов из En+1 с четным весом. 

Лемма 3. Если l ^ i ^ n + 1 n v G Жп, то множество 

Л,- = {(и,[7г1 . (и)]п + 1) |и€£0
п + 1} 

является подмножеством кода Ж2п+1
7 инвертируемым по г-му разряду. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ [1] следует, что множество слов 

Rn+1 = {(u,[u\n+1)\ueE^} 

является подмножеством кода Jf2n+1, инвертируемым по (п + 1)-му 
разряду. 

В силу леммы 2 код Jf2n+1 инвариантен относительно перестановки 
<7?п+1, которая переводит (п + 1)-ю координату в г-ю координату. Следо
вательно, перестановка crfn+l переводит подмножество i?n+i кода j^ ? 2 n + 1 

в подмножество Дг. А так как подмножество Rn+i может быть предста
влено в виде 

Д„+ 1 = {(*,-(u), ki(u)Jn+ i ) I u 6 £0
n+1} 

и перестановка 7гг
п+1 такова, что 7rt-(7rt-(u)) = и, то 

^ = {u,[7r t-(u)J„+1)|uG£;0"+1}. 

Лемма 3 доказана. 
При любых i и j , 1 ̂  г ̂  п + 1, 1 ̂  j ^ п + 1, для каждой пары (г, j) 

определим подмножества А" • и В^- из ^ п . 
При г < п + 1 , j < ri + 1 и г\ф j положим 

A?J = {v|vejr»,|LvJ* 
2^ = { v | v e j r \ | L v j * 

где к определяется из условия, что { i , j , к} € 
При г — п + 1 и j < п + 1 положим 

^ { v I v e J T M L v J , 

^ ^ { v I v G J ^ M L v J , -

При i < n + l H j = r c + l положим 

i4k = {v|v€JfMLvJ,-
^ . = { v | v e ^ M [ v j t -

= 0}, 
= 1}, 

STS(JTn). 

= 0}, 
= 1}. 

= 0}, 
= !}• 

При г = j в качестве А" • и 2?". берутся произвольные подмножества 
из Жп, образующие его разбиение. 

Поскольку код J^ 2 n + 1 представим в виде 

Jf : •2п + 1 { ( u , | u | , u © v ) | u € £ n , v e J T 1 } , 

то Ж2п+Х содержит слова вида (0, v). Подмножество Ri ф (О, v) обозна
чим через J?t- v-
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Лемма 4. При любых г и j таких, что 1 ^ г < га + 1, l ^ j ^ n + 1, 
я любых v € Л" •, w G 5 " • справедливо соотношение 

Д г > П # i j W = 0 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим только такие пары (г, j), когда г < 
п + 1, j < n + I, i ф j . (Пары, когда имеет место по крайней мере одно 
из равенств г — га + 1, j = га + 1, рассматриваются аналогично.) Из 
определения инвертируемого подмножества и леммы 3 следует, что 

Д г > - {(U, |*i(u)Jn + 1)} © (О, V) = {(U, |tfi(u)Jn+l) 0 V)}, 
•fy.w - {(и, 1ъ(и)\п+1)} © (0, w) = {(и, |*i(u)Jn+i) © w)} . 

Допустим, что Rirv П Дгм, ^ 0. Тогда для некоторого u £ J5n+* справед
ливо равенство 

[7Г;(и)_|п + 1 ® V = I j i M J n + l Ф W. 
Следовательно, 

w = |fl"i(u)Jn+i © [7rj(u)Jn+i Ф v. 
Поскольку v G Ajj , имеем ||_V_UI — 0. По определению перестановок 7гг"+1 

и 7Г^+г для всех u G JS"+1 справедливо равенство 

^ ( и ) ] п + 1 ф ! Л ( и ) ] п + 1 = 0 . 

Следовательно, 

ILWJ*I = ||Mu)Jn+i® L^i(u)Jn+i®v о. 
Таким образом, w G A"j. Получили противоречие. Лемма 4 доказана. 

Пусть A(V)(/LA(W)) — произвольная булева функция, определенная на 
множестве A"J(B?J). Положим 

при A(v) — 1, 
при A(v) — 0. 

Аналогичное обозначение Rj,^) введем для функции /x(w). Положим 

RiMv)={ii 
S2"+1=( (J J*.-,A(v))u( (J RMw)). 

vEAV v/EBV 

Теорема 1. Для любых булевых функций А и /J, ОТ га переменных 
множество 5 2 n + 1 является совершенным (2га + 1,3)-кодом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что jRtjA(Vl) П #I,A(V2) = 0 ПРИ v i Ф 
v2 и i2J>/2(Wl) П Rjin(w2) = & при Wi ф w2 . Из леммы 4 следует, что 
Ri,\(v) П Rjtp(4r) = 0- Следовательно, в силу утверждения 1 множество 
слов 5 2 n + 1 является совершенным (2га + 1,3)-кодом. Теорема 1 доказана. 
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