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О СРЕДНЕМ ВРЕМЕНИ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ЗНАЧЕНИЙ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ*) 

А. В. Чашкин 

Рассматривается задача о среднем времени вычисления булевых 
функций неветвящимися программами с условной остановкой, состо­
ящими из операторов двух типов. Каждый оператор первого типа 
вычисляет значение некоторой двуместной булевой функции, аргумен­
тами которой могут быть либо величины, вычисленные предыдущими 
операторами, либо значения входных переменных. Каждый оператор 
второго типа либо прерывает работу программы, либо дает указание 
выполнять очередной оператор. Мерой сложности таких программ 
является среднее время работы относительно всех наборов значений 
входных переменных. Доказано, что сложность реализации почти всех 
всюду определенных и почти всех частично определенных булевых 
функций такими программами по порядку совпадает со сложностью 
обычных схем из функциональных элементов, а для почти всех п-
местных булевых функций, принимающих значение 1 на пс наборах, 
эти сложности с точностью до порядка различаются в п раз. Уста­
новлено существование булевых функций от п переменных, среднее 
время вычисления которых по порядку в (2п /п) 1 / 2 раз меньше вре­
мени, необходимого для вычисления обычными неветвящимися про­
граммами. 

В в е д е н и е 

В настоящей статье изучается сложность реализации булевых функ­
ций неветвящимися программами с условной остановкой. Исследуемые 
программы являются последовательностями операторов двух типов. 
К а ж д ы й оператор первого типа вычисляет значения некоторой двумест­
ной булевой функции. Аргументами этой функции могут быть либо 
величины, вычисленные предыдущими операторами, либо значения 
входных переменных. Операторы второго типа могут прекращать вы­
полнение программы. Результат работы оператора второго типа опре­
деляется значениями, вычисленными программой на некоторых двух 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01068). 

© 1997 Чашкин А. В. 



О среднем времени вычисления 61 

предыдущих шагах. Для каждого конкретного оператора номера этих 
шагов фиксированы и могут быть различными для различных опе­
раторов. 

Если на первый вход выполняемого оператора второго типа посту­
пает единица, то выполнение программы прекращается и значение пере­
менной, которая поступает на второй вход оператора, объявляется зна­
чением булевой функции на вычисляемом наборе переменных. В против­
ном случае выполняется следующий оператор. Если последним операто­
ром какой-либо программы является оператор первого типа и выполне­
ние этой программы на предыдущих шагах не было прервано, то резуль­
татом работы программы считается величина, вычисленная последним 
оператором. В отличие от обычных неветвящихся программ (схем), за­
трачивающих одинаковое число шагов для вычисления функции на раз­
личных аргументах, время работы рассматриваемых программ для раз­
ных аргументов может быть различным. Поэтому естественной мерой 
сложности таких программ является среднее время работы, взятое по 
всем возможным аргументам. 

В статье для этой меры сложности установлены с точностью до 
порядка формулы для функции Шеннона в классе всех булевых функ­
ций, функций с полиномиальным числом единичных значений, а также 
частичных функций. Оказалось (теорема 1), что среднее время вычисле­
ния рассматриваемыми программами почти каждой булевой функции 
только в фиксированное число раз меньше времени, необходимого для 
вычисления обычными неветвящимися программами, т. е. возможность 
досрочной остановки вычислений позволяет уменьшить время работы 
в среднем не более чем в постоянное число раз. Аналогичный результат 
получен в теореме 5 для почти всех частичных функций. С другой сто­
роны, установлено (теорема 2) существование функций от п переменных, 
среднее время вычисления которых по порядку в (2n/n)1^2 раз меньше 
времени, необходимого для вычисления обычными неветвящимися про­
граммами. Наконец, показано (теорема 4), что среди всех функций от 
п переменных, принимающих значение 1 на пс наборах, среднее время 
вычисления почти всех функций почти в п раз меньше максимального 
времени. 

1. Основные определения 

Пусть В1 — {/ : {О, I} 2 -» {0,1}} — множество всех одноместных 
и двуместных булевых функций, 7г :{0 ,1} 2 -»{0 ,1} 2 — тождественный 
двуместный булев оператор, X = { ж ь . . . , ж п } — множество булевых 
переменных и J5 = В' U тт. Нееетеящейся программой с условной оста­
новкой назовем последовательность Р — р\р2 •••?*, элементами которой 
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являются операторы р{ - fi(Pi,uPi,2), где f{ б -В, р м = pfc, pi>2 = Рь 
Л? / / € В' U X ж k,l < г. Оператор р4- назовем оператором первого 
типа, или функциональным оператором, если fa Е В'. Оператор р{ 
назовем оператором второго типа, или оператором остановки, если 
fi — 7Г. Слоэ/сностъю L(P) программы Р назовем число операторов, 
входящих в Р. Положим n{pi) = г, т. е. п{р) является номером опе­
ратора р в программе Р . Для функциональных операторов программы 
Р индуктивно определим их значения на произвольном наборе ж. Для 
первого оператора положим р\(х) — / i (#) , а при любом г > 1 положим 
Pi{x) = fi(piil(x)Jpit2(x)). Пусть программа Р содержит ровно к опе­
раторов второго типа. Через дг- обозначим г-й оператор второго типа 
программы Р , а через gt-jl? gtj2 — первый и второй аргументы этого опе­
ратора, т. е. операторы pn(gt-),i и Рп(д^,2- Результат работы программы 
Р на входном наборе х обозначим через Р{х) и определим следующим 
образом: 

Л » = gi,i(^)glj2(^) V qhl(x)(q2^(x)q2}2(x) V . . . 

V ?*-i д^Х^мООвмС*) V qkti(*)PHP)(x)) • • • )• 

Пусть программа Р работает на входном наборе х. Временем ТР(х) 
работы Р на х назовем минимальное n(qj), для которого g^i = 1. Легко 
видеть, что Р(х) не зависит от операторов с номерами, большими n(g/). 
Поэтому можно говорить, что после вычисления n(qj) программа Р пре­
кращает работу и Тр(х) равно числу операторов, выполненных до оста­
новки программы. Средним временем работы программы Р назовем 
величину Р (Р ) = 2~ п ^Тр(ж) , где суммирование осуществляется по 
всем двоичным наборам длины п. Если для некоторой булевой функ­
ции / и произвольного набора переменных х справедливо равенство 
Р(х) = /(ж), то будем говорить, что программа Р реализует (или вы­
числяет) функцию / . Сложностью L(f) функции / назовем сложность 
самой простой программы, реализующей / . Средним временем реали­
зации (или вычисления) функции / назовем величину Г ( / ) = min Т(Р) , 
где минимум берется по всем программам, реализующим функцию / . 
Пусть А — некоторое подмножество множества булевых функций. Ве­
личину ТА(п) = т а х Т ( / ) , где максимум берется по всем функциям из А, 
зависящим от п переменных, назовем функцией Шеннона на множестве 
А. Если А — множество всех булевых функций, то индекс А будем опус­
кать. 

Легко показать, что программы, состоящие только из операторов 
первого типа, изоморфны схемам из функциональных элементов. По­
этому все результаты, полученные для верхних оценок сложности схем 
из функциональных элементов, справедливы и для рассматриваемых 
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программ. Более того, используя указанный изоморфизм в качестве от­
правной точки, легко получить ряд результатов, не являющихся прямым 
следствием этого изоморфизма. 

Ниже предполагается, что число переменных рассматриваемых бу­
левых функций достаточно велико. Через с и сг, г — 1,2,.. . , обознача­
ются подходящие константы, a log обозначает логарифм по основанию 2. 

2- Произвольные булевы функции 

Обозначим через N(Li, L2, п) число различных программ, реализую­
щих булевы функции от в переменных, в каждой из которых содержится 
не более Ьг операторов первого типа и не более L2 операторов второго 
типа. Далее, пусть N(L, n) обозначает число различных схем из функци­
ональных элементов, каждая из которых содержит не более L элементов, 
реализует булеву функцию от п переменных и построена над базисом, 
состоящим из всех двуместных функций. 

Л е м м а 1. При любых L\, L2 и п справедливо неравенство 

i V ( i 1 , i 2 , n ) ^ i V ( X 1 + 3 i 2 , n ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Для доказательства леммы достаточно промоде­
лировать программу схемой из функциональных элементов. Покажем, 
что это можно сделать так, что каждому оператору первого типа будет 
соответствовать один элемент, а каждому оператору второго типа — 
три элемента схемы. 

Пусть Р = ( р ! , . . . , р т ) — программа, вычисляющая булеву функ­
цию / ( ж ь . . . , ж п ) . Эту программу разобьем на г подпрограмм Д = 
СР/;_!+Ъ • • ->Ри)-> I ^ i ^ г-> т а к ? ч т о последняя подпрограмма Рг будет со­
держать операторы только первого типа, а все остальные подпрограммы 
будут содержать ровно по одному оператору второго типа, причем этим 
оператором будет оператор pl{ — q{ — последний оператор каждой под­
программы. Пусть работу операторов первого типа подпрограммы Рг 
моделирует схема 5,-. При любом г , 1 ^ г ^ г — 1, схема 5г- имеет два 
выхода — выходы элементов, соответствующих операторам qifl и gtj2, 
а схема Sr содержит один выход — выход элемента, соответствующего 
оператору plr — PL(P)- Построение схем 5,- не представляет трудности 
вследствие упомянутого выше изоморфизма между программами, состо­
ящими из операторов только первого типа, и схемами из функциональ­
ных элементов. Пусть 5 r + i — схема, реализующая функцию 

h = хгуг V уг(х2у2 V ...{хг-гУг-х V уг_ххг)...). 

Присоединяя к входам схемы 5 г + 1 выходы схем 5», 1 ^ г ^ г, получим 
схему, реализующую функцию / ( ж ь . . . , я п ) . Очевидно, что в базисе из 
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всех двуместных булевых функций сложность схемы 5P+i не превосходит 
3(г — 1). Таким образом, описано моделирование программы Р схемой 
из функциональных элементов, когда каждому оператору первого типа 
соответствует один элемент, а каждому оператору второго типа — три 
элемента схемы. Лемма 1 доказана. 

Л е м м а 2 [2]. При любых L и п справедливо неравенство 

N(L,n)^{Cl{L + n))L+n+\ 

Из лемм 1 и 2 следует 

Лемма 3. При любых Ьг, L2 и п справедливо неравенство 
N{LuL„n) < (c^L, + 3L2 + п))^+зх,2+„+2 

Пусть / — произвольная булева функция от п переменных, Р — 
программа, реализующая функцию / . Каждому булеву набору х длины 
п, рассматриваемому как двоичная запись натурального числа, поста­
вим в соответствие его номер NP(x) такой, что 1 ^ NP(x) ^ 2n; NP(x) < 
NP(y), если ТР{х) < Тр(у)' NP(x) < NP(y), если ТР(х) = ТР{у) жх< у. 

Теорема 1, Существуют константы с2 и с3 такие, что 
2П 2П 

с2— ^ Т{п) <; сз—. 
п п 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Верхняя оценка для Т(п) следует из верхней 
оценки для схем из функциональных элементов [2]. Нижнюю оценку до­
кажем методом от противного. Пусть / — произвольная булева функция 
от п переменных. Тогда по предположению справедливо неравенство 

г(Л * ^ , (1) 
где с4 — достаточно малая константа, которая будет указана позднее. 
Пусть Р — программа, которая вычисляет / и для которой справед­
ливо (1). Пусть х0 такой, что NP(x0) = 2 n _ 1 . Очевидно, что 

ТР(х0) < ^ — , (2) 
п 

так как иначе 

Теперь оценим сверху число функций, для которых справедливо (1). 
Для этого покажем, как, используя программу Р , однозначно опреде­
лить любую такую функцию / . Пусть Р' — начальная подпрограмма 
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программы Р , достаточная для вычисления значений / на наборах с но­
мерами, не превосходящими 2 n _ 1 . Очевидно, что Р' определяет значения 
функции / на всех таких наборах. Так как остальные наборы однозначно 
определяются по Р' и к тому же перенумерованы, то для окончательного 
определения / достаточно указать двоичный вектор длины 2П~1, состо­
ящий из значений функции / на этих наборах. Оценим сверху величину 
М, равную числу различных подпрограмм Р'. Так как, начиная с неко­
торого п, справедливо неравенство ТР(х0) > п + 2, то в силу леммы 3 
и (2) имеем 

М ^ (4с1ГР(Жо))4Тр(хо) ^ (4с1с4гг^12п+1)4с4П~12П+1 <: 2С*С*2\ 

Поэтому общее число функций, для которых справедливо неравен­
ство (1), не превосходит величины 2С4Сб2П22П~ . Взяв с4 < 1/(2с5), по­
лучаем 2С4С52Л22П < 22~. Это означает, что существует функция / , для 
которой не выполняется (1). Теорема 1 доказана. 

Выясним, насколько сильно могут различаться среднее время вычис­
ления конкретной булевой функции и ее сложность, т. е. время вычис­
ления обычной неветвящейся программой. Пусть 

m(n) = m a x ( I ( / ) / T ( / ) ) , 

где максимум берется по всем булевым функциям от п переменных. 

Теорема 2. Существуют константы с6 и с7 такие, что 

с6(2п/п)1'2 ^ m{n) <c с7(2п/п)1/2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть к = \(п + logn)/2] и g — самая слож­
ная булева функция от к переменных, т. е. L(g) = 0(2 n /n) 1 / 2 . Рас­
смотрим функцию f(xu.. .,жп) = хк+1&с- • •&хп&д(х1,.. .,хк). Нетрудно 
видеть, что L(f) — 0(2 n / n ) 1 / 2 и T(f) = 0(1). Следовательно, m(n) ^ 
с6(2п/пу/\ 

Теперь покажем, что тп(п) ^ с7(2п/п)а/2 . Пусть / — произвольная 
булева функция от п переменных, Р — программа, которая вычисляет 
/ , и среднее время ее работы минимально. 

Положим к = [(п + logn)/2j . Рассмотрим набор х такой, что 
Np(x) = 2П — 2к. Легко видеть, что 

2к~пТР(х) < Т ( / ) . (3) 

Далее, пусть / — частичная булева функция, определенная на всех 
таких наборах yt-, что NP(yi) > Np(x), и совпадающая на этих наборах 
с / . Так как 2к = 0(2пп)1 /2 , то из [1, 3] следует существование схемы 5, 
реализующей / и такой, что 

\S\ = 0(2п/п)1/2. (4) 
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Теперь опишем программу Р ' , вычисляющую функцию / . Сначала 
воспользуемся программой Р , которая за минимальное среднее время 
вычисляет / . С ее помощью будем вычислять значения функции / на 
наборах у таких, что NP(y) ^ NP(x). Так как 2п~к — 0 (2 п /п) 1 / 2 , то 
из (3) следует, что для вычисления функции / на этих наборах потре­
буется привлекать не более Hi операторов, где 

Пг = 0 (2" /п) 1 / 2 Т( / ) . (5) 

Для вычисления функции / на оставшихся наборах воспользуемся схе­
мой, реализующей функцию / . Очевидно, что программа, моделирую­
щая схему 5 , содержит не более Н2 операторов, где 

Я2 = 0{2n/n)lf\ (6) 

что следует из (4). 
Таким образом, из (5) и (6) следует, что сложность L(P') программы 

Р ' по порядку не превосходит величины 

(2n/n)1/2T(f) + (2n/n)1/2 <J 2(2п/те)1/2Г(/). 

Так как L(f) ^ L(P')y то найдется константа с7 такая, что 

L(f)/T(f) <: с7(2"/п)1/2. 
Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Для любой булевой функции f найдется вычисляющая 
ее программа Р такая, что 

csT(f)L(f) ^ Т(РЩР) <: с 9Г(/)Х(/) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р — программа, вычисляющая функцию 
/ за минимальное среднее время. Пусть х — набор с минимальным но­
мером такой, что Тр(х) ^ 2L(f) (если такого набора нет, то утверждение 
теоремы тривиально, так как тогда Т ( / ) — Т(Р) ^ L(P) ^ 2L(f)). Ясно, 
что Тр(х) ^ 3i/( /) , поскольку невыполнение этого неравенства влечет 
существование в программе Р расположенных друг за другом L(f) + 1 
операторов первого типа, что противоречит минимальности программы 
Р . Среднее время работы программы Р можно представить следующим 
образом: 

Г(Р) = 2-»( £ ТИ2/)+ Е Т^У)) 
Np{y)<NP{x) Np(y)^NP(x) 

= Тг +Т2^Т1 + 2L(f)(2n - NP(x) + l )2" n . 

Преобразуем программу Р , заменив операторы с номерами большими 
Тр(х) программой, моделирующей минимальную схему. Для сложности 
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и среднего времени работы новой программы Р' справедливы следующие 
неравенства: 

L{P') < ТР(х) + L(f) < ALU), 

Т{Р')<2-\ J2 ТР,(у)+ J2 ГР(У)) 
NP(y)<Np(x) NP(y)>Np(x) 

= Т[ + T U T[ + AL(f)(2n - NP(x) + 1)2"" 
<с 2Г; + AL(f)(2n - NP(x) + 1)2-". 

Так как Т{ = Ти то Т(Р') ^ 2Т(Р). Теорема 3 доказана. 

3. Функции с малым числом единиц 

Далее рассматриваются булевы функции от п переменных, прини­
мающие значения 1 не более чем на пс наборах, где с ^ 3. Пусть 

Тс(п) = max Г ( / ) , 

где максимум берется по всем булевым функциям от п переменных, 
каждая из которых принимает значения 1 ровно на пс наборах (пола­
гаем, что пс целое). При реализации таких функций схемами из функ­
циональных элементов функция Шеннона Lc{n) согласно [2] удовлетво­
ряет соотношению 

«->=*(£=)• (7) 

В доказанной ниже теореме 4 устанавливается порядок функции Тс(п). 
Сравнение (7) и теоремы 4 показывает, что при вычислении значений 
некоторых функций из рассматриваемого класса среднее и максимальное 
время могут различаться по порядку в п раз. 

Лемма 4. Пусть D± С D2 С {0,1}п и m = [log|X>2| + 2J. Тогда 
существует линейный оператор F : D2 —> {0 ,1} т такой, что 

\{(х,у)\х eDuy€D2\ DuF(x) = F(y)} < 1^1/2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через F(n, m) множество всех линей­
ных операторов F : {0,1}" -> {0 ,1} т . Очевидно, что F(n, m) = 2 n m . Не­
трудно видеть, что для любых различных наборов ж, у из {0,1}п имеется 
2П~1 линейных функций / таких, что f(x) — f(y). Поэтому в F(n,m) 
имеется 2nm~"m различных операторов F таких, что F(x) = F(y). Из 
этого факта следует, что величина 

2-nm ^ 2nm-m = 2~m |Di| |D2 \ Dx\ 
x£DllyeD2\D1 
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является средним значением для числа таких пар (ж, у), на которых зна­
чения оператора из F{n, m) одинаковы. Следовательно, в F(n, m) име­
ется оператор F такой, что F(x) — F(y) не более чем на 

2 - m | A | | i ) 2 \Dr\< ^\Dx\\D2 \Dt\< i | A | 

парах (ж, у), x £ Di, у G D2\ Dlt Лемма 4 доказана. 
Весом w(/) функции / : D —> {0,1} назовем число наборов в J9, на 

которых / равна 1. 

Лемма 5. Пусть с ^ 2, D С {0,1}п , |D| ^ 10тгс, а функция f : 
.D —• {0,1} такова, что пс ^ ги(/) ^ ^1^1- Тогда существует функция 
g : D —• {0,1} такая, что 

О) # ^ /; 
(Ъ) Ц</) < | Ц / ) ; 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ D2 = -D и Dx = {х е D2 \ f(x) = 
1}. Пусть F — линейный оператор из леммы 4. Введем функцию д' : 
{ 0 , 1 } т —• {0,1} такую, что «/'(ж) = max/(у) , где максимум берется по 
всем у £ D2, для которых х — F(y), и функцию д : D —• {0,1} такую, 
что ^(ж) = max/ (у) , где максимум берется по всем у € D2 таким, что 
F(x) = F(t/). Очевидно, что д(х) — g\F(x)) и j ^ / , т. е. справедливы 
(а) и (Ь). Поэтому Х(^) ^ Д# ' ) + L(F). В силу известного результата 
О. Б. Лупанова [2] о сложности реализации функций с малым числом 
единиц схемами из функциональных элементов имеем 

и, кроме того, L(F) ^ О ( " t g ' n 2 ' ) ' 0 т с К ) Д а следует, что если пс ^ 
w(f) ^ Yo|Х>|, где с ^ 2, то справедливо (с). 

Из определения функции # следует, что 

-(*) = Е ,де(„ НУ) = Е /(-) + Е п ^ у ) л») 
<: w(f) + \{(x,y)\x eDuyeD2\ DuF(x) = F(y)}| < \\DX\. 

Лемма 5 доказана. 
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Л е м м а 6, Пусть с ^ 3 и D ^ 10?гс. Тогда для любой функции 
f : D —» {О,1} такой, что пс ̂  w(/ ) < |.D|/10, справедливо неравенство 

Ш)^} Г р ( й ? \ (1 + 0(1))-
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть /х — функция из леммы 5. Тогда имеем 

«(/i) * §*(/), (8) 
/г £ / , (9) 

log ( ц щ ) 

bgbg(u ;} / l
l
)) 

Из (8) и (9)следует, что 

4 / © / i ) ^ 4 / ) - (и) 
Если w(f ф / i ) > п с - 1 , то, применяя к функции / © / i лемму 5, получим 
новую функцию /2 такую, что 

/ г ^ / e / i , (12) 

Ц / з Х ^ М / ф Л ) , (13) 
Ьг (4|/>|) 

адк 1 Д]ди (1+0(1))- ("J 

Из (12), (13) и (11) следует, что 

w(f Ф л Ф /2) ^ | ц / е Л) < ^w(f). 
Используя (13) и (11), получаем 

4 / 2 ) < ^ ( / © / l ) ^ 4 f ) -

Повторим эту процедуру s раз. В результате получим последова­
тельность функций /г-, 2 ^ i ̂  5, такую, что 

Л£/©(ф/Л. (15) 

»ш<|*(/е(ф/Л), (16) 
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а при w(fi) > nc * 

bg log Цл'}) 
Из (15) и (16) имеем 

Используя (18) и (16), индукцией по г легко получаем следующие нера­
венства: 

Ч/.) < | 4 / е (фл)) ^ |^(/)- (19) 
Параметр s выбирается таким, чтобы / , оказалась первой функцией, для 
которой выполняется неравенство 

™(/©(ф/.П ^ ц/у™-
Пользуясь (19), имеем s < logn + 2. 

Убедимся в том, что 

4/el§/7J*i^)(I + °0>)- <20) 
Действительно, в силу упомянутого выше результата О. Б. Лупанова 
справедливо неравенство 

I У£[ / / lo«iofsWv..j) 
Так как w(f) ^ пс, где с ^ 3, то 

(К/)/»]) * ( ^МЯГ^" < 2-У). (22) 
Подставляя (22) в (21), получаем (20). Вместе с тем при w(f) < JQ\D\ < 
2п справедливо неравенство 

ж ( / , < 1 о е С т ) - (23) 
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Положим 

/«(©/.) = /'• 
Тогда имеем 

/ = /'© ф л 
\ г = 1 

И 

Поскольку w(/ ' ) ^ w(f)/n, то согласно [2] получаем 

М Л < l0g ( W/) /nj) / b S l O S (l«.(/)/»j)(1 + ° ( 1 ) ) * (СМ' Р 1 ) ) 

< га*1+«»<<»• <м» < * (T/l)/ loglog (»(/!)(i+°% 
Пользуясь (19), возрастанием функции <р(х) = х/logx при ж > е, 

а также тем, что г ^ 5 ^ log n + 2 и 

H / ^ d + o d W l o g ^ / l o g l o g Q ) , 

получаем 

ЗД) « (i + «О»** (,3.2
4Ifj ( / )J)/>og.°g ( l 3 .2

4]fJ(/)J) 
(1 + о(1))1оё(4|£|27<ш(/))3-2-^') 

loglog(4|D|/w(/))3-2-^(/) 
(1 + o(l))3 • 2-'«;(/)log(4|I?|2V«,(/)) 

log(2-*«;(/)) 
Из (26) следует, что 

(26) 

t = l 1 = 1 
log(2--«;(/)) 

~3(1 + 0 ( 1 ) H / ) \ f e bg(2-4/)) +felog(2-4/))J 
= 3(l + o(l)M/)log(4|13|/u>(/)) 

logto(/) 

^( ' -m)bsQ/b g b g Q. w 
Подставляя (25) и (27) в (24), убеждаемся в справедливости леммы 6. 
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Теорема 4. Пусть с > 3 и п достаточно велико. Тогда существуют 
константы с10 и сп такие, что 

71е 71е 

Сю: ^ Тс(п) ^ СЦ . 
log п log п 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нижняя ОЦЕНКА. Предположим, что нижняя 
оценка теоремы неверна, т. е. при с > 3 

/ п
с 

Это означает, что для любой булевой функции f от п переменных, при­
нимающей значение 1 на пс наборах, при достаточно малой константе 
с12 справедливо неравенство 

T(f) < c12-^-. (28) 
logn 

Пусть Р — программа, которая вычисляет функцию / и для ко­
торой справедлива оценка (28). Пусть Р' — начальная подпрограмма 
программы Р , достаточная для вычисления значений функции / на всех 
наборах с номерами, не превосходящими 2 n _ 1 . Из леммы 3 и (28) следует, 
что число различных подпрограмм Р' не больше чем 2Cl2Cl3nC. Поэтому 
число рассматриваемых функций не превосходит величины 

п° / 2 п - 1 \ / 2 П ~ 1 \ / 2 П 

f^o V % ) \ пс J \ п с 

Так как число булевых функций, которые принимают значение 1 на пс 

наборах, равно (^с), то должно выполняться неравенство 2Cl2Cl4nC"nC ^ 1. 
Однако при с12 < 27~~ последнее неравенство нарушается. Противоречие. 
Следовательно, Тс (п) > с10пс/ log п. 

ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА. Пусть / — произвольная булева функция от п 
переменных, принимающая значение 1 на пс наборах, с ^ 3, и D — 
область, состоящая из наборов, на которых / равна единице. В {0,1}п 

рассмотрим множество всех областей 

M1 = {Wi\DcWu\Wi\ = 2b\D\) 

и частичные булевы функции /t- : И7, -> {0,1} такие, что /.-(ж) = f(x) 
при х е Wj, т. е. fi(x) - 1 при х е D я f{(x) — 0 при х G W\D. 

В силу леммы б имеем 

Ш ' Н logics ( Д ^ ) ( 1 Т ° ( 1 ) ) < ^ Ь 8 п - <2 9 ' 
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Из леммы 2 и (29) следует, что имеется множество, состоящее не 

более чем из ( ^ ( j ^ j ) = W l / 2 j ) с х е м сложности не бо­
лее 4log (|зт|/^|)(1 + °0))> и в этом множестве для каждой функции f{ 
найдется схема, реализующая эту функцию. Так как число различных 
функций fi равно (2

24ц^')> то существует схема 5Х, одновременно реа-
/2 П - |£Ч\ / / 100Ш1 \ 4 ( 1 + ° ( 1 ) ) , ~ г 

лизующая не менее ( 24|Ь| )М|з|Я|/2|) различных функции /,-, т. е. 
функция fei, реализуемая схемой 5\, совпадает с / по крайней мере на 
(22мт^)/(\3\D\/2\) областях из Mi. Совокупность наборов, при­
надлежащих объединению этих областей и не входящих в D, обозначим 
через U\ и положим q{ — \U\\. Ясно, что hx(x) = 0 при любом х € U\. 
гп тт (2n-\D\\ i( lOOlDI \ 4 ( 1 + 0 ( 1 ) ) 
1ак как в U\ содержится не менее [ 24mi ) /1 | зт /2|/ подмножеств 
мощности 24|£)|, то должно выполняться неравенство 

2n-\D\\ if 100|X>| \4(1+°W> / ? 1 \ 
24|D| )l V[3|^|/2jy ^ V24|#L/' 

т. e. 
(2n-\D\\ 
v 2 4 ^ 1 ; < i (30) 

V|_3|r>|/2j/ V24|£>|/ 

Убедимся в том, что неравенство (30) может выполняться только 
при qi > 2П~2. Действительно, при любом q ^ 2П~2 имеем 

(2n-\D\\ (2n-\D\\ 
V 24\D\ ) \ 2A\D\ ) 

( 100|D| И С 1 * 0 ^ ) ) / 9 l \ / ioo[D| ИО+оС 1 ) ) /^"- 2 ^ 
V[3|Z>|/2J/ V24|i?|/ V|3|0|/2J/ \24|£>|/ 

424|D| ^ W L3PI/2J! У(1+°(1)) 

4 24 |D | 

I 100|D| ч 4(1+0(1)) -^ V (100[Z?i)L3!JD|/2j 
МЗ|Г>|/2|^ 

> ( и б о г ! > ( - ) ) > — 5 i 5 R r R I 5 J > l , 

что противоречит неравенству (30). Следовательно, qx > 2n~2. 
Обозначим через Rx множество наборов из {0,1}П \ £), на которых 

функция hi равна 1. Рассмотрим множество областей 

М2 = {Wi С (Ri UD)\DC Wh \Wi\ = 25|Д|} 

и частичные булевы функции f{ : W{ -> {0,1} такие, что f{{x) = /(ж) при 
ж G W,-. Как и в предыдущем случае, убеждаемся в том, что найдется 
схема 52 , реализующая булеву функцию /i2, такая, что 
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(a) S2 одновременно реализует не менее (24Ш|/М|з|1> /2j) Р а 

личных функций /,-; 

(b) совокупность наборов, которые принадлежат объединению этих 
областей, но не входят в D, не меньше | | i? i | ; 

(c) L{h2) < 45nc/clogn. 

Далее, множество наборов х £ Ri таких, что h2(x) = 1, обозначим 
через R2. Если \R2\ > 2n /n, то рассматривается множество областей 

M3 = {WiC(R2UD)\DcWi,\Wi\ = 25\D\} 

и частичные функции /t- : W{ —» {0,1} такие, что fi(x) = f(x) при 
х £ И7,-. Как и в первом случае, убеждаемся в существовании множества 
R3 и функции Д3, обладающих свойствами (а)-(с). 

Порождение областей Ri,R2,... таких, что Rx Э R2 D . . . и |Л?,-| 
^ | |jR t_i|, продолжается до тех пор, пока впервые не возникнет такая 
область ДЛ, что \RS\ < 2п/п. В результате появится последовательность 
функций /&!, h2j... , /i,-i таких, что при любом г, 1 ^ г ^ 5 — 1, справед­
ливо неравенство 

i(M < - ^ 1 . (31) 

Теперь опишем программу Р, вычисляющую значение функции / на 
произвольном наборе у. Эта программа строится на основе схем из функ­
циональных элементов, реализующих функции / и /it-, и работает следу­
ющим образом. Сначала вычисляется значение hi(y). Если hx{y) = 0, то 
программа останавливается и полагается, что f(y) = 0. Если /h(y) = 1, 
то вычисляется значение h2(y). Если h2(y) — 0, то программа остана­
вливается и полагается, что f(y) = 0. Если h2(y) — 1, то вычисляется 
значение h3(y) и т. д. Если h8„i(y) = 1, то / (у) вычисляется програм­
мой, которая ставится в соответствие схеме из [1], предназначенной для 
реализации функции / с заданным числом единиц. 

Оценим сверху среднее время работы программы Р. Используя (31), 
получаем 

ПР) < £ ( | mV (|)"' + ад*-»-) < о ( £ ) • 

Теорема 4 доказана. 
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4. Частичные булевы функции 

Ниже рассматриваются частичные булевы функции от п перемен­
ных, определенные в областях фиксированной мощности. Среднее время 
вычисления таких функций определяется так же, как и для полностью 
определенных булевых функций — осреднением по всем 2П наборам. 

Пусть Т(п, d) = maxT( / ) , где максимум берется по всем частичным 
булевым функциям от п переменных, определенных в областях мощно­
сти d. 

Т е о р е м а 5 . Если d > nlogn, то 

Сгъ] 1 < T(n,d) ^ с1б-5 log d ^ ^ log d' 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Верхняя оценка следует из соответствующих 

результатов для схем из функциональных элементов [1, 3]. Докажем 
нижнюю оценку. Рассмотрим два случая: 

l)d^2n'1; 

2) d< 2n~\ 

СЛУЧАЙ 1. Обозначим через D множество всех наборов (ж1 ? . . . , жп) 
из {0,1}П, в которых хг — 1. Пусть /(х2,... ,хп) такая полностью опре­
деленная функция, что 

Г ( / ) = Г ( п - 1 ) . 
В D рассмотрим функцию / = / . Для частичной функции / и любой 
программы Р, вычисляющей эту функцию, справедливы неравенства 

Т(Р) = 2"" ( £ Тр{х) + £ ТР(х)) * ^2-^-1) £ ТР{х) 

z \т{]) = \т{п - i). 
Утверждение теоремы следует из теоремы 1. 

СЛУЧАЙ 2. Докажем теорему методом от противного. Пусть / — 
произвольная частичная булева функция от п переменных, определенная 
в области мощности d. Тогда должно выполняться неравенство 

П Л < ^ . (32) 
где с17 — достаточно малая константа. Пусть Р — программа, которая 
вычисляет функцию / и для которой справедлива оценка (32). Пусть 
Р' — начальная подпрограмма программы Р , достаточная для вычис­
ления значений / на всех наборах с номерами, не превосходящими 2П~~1. 
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Из леммы 3 и (32) следует, что число таких подпрограмм Р' не пре­
восходит 2Cl7Cl*d. Теперь, используя Р ' , оценим число булевых функций 
от п переменных, определенных в областях мощности d, для которых 
справедлива оценка (32). Нетрудно видеть, что число R таких функций 
удовлетворяет неравенству 

«^—(Е(Г' , ) ( 2 Т>') -
Так как 

( » - - у 2"-M(2"-Q!2' • ^ 2 " - 1 - j _ fi 2" - 2j 
(2;) ( 2 - х - г)!2»! П 2" - i H 2» - j ^ *' 

ТО 
o n - l \ / o n 

Поэтому 

£(г,)(Г)*<£(г;)(тит 
Следовательно, 

d )• (33) 
Далее, число рассматриваемых частичных булевых функций равно 

2d(2J). Положим 

и убедимся в том, что при любом <f, 1 < d ^ 2" - 1 , справедливо неравен­
ство 

V ( M ) < ( p ) • (34) 

Действительно, пользуясь формулой Стирлинга, получаем 
(3 -2 n ~ 1 ) ! (2" -d ) ! з3-2П"123^-1)2П"1(2п - dfn~d 

^ П ' ' ~ (3 • 2 я - 1 - d)\2n\2d < (3 • 2"-1 - d ) 3 2 " - 1 - ^ 2 ^ 
3 3 . 2 - 1

2 3 ( n - i ) 2 - 1
2 n ( 2 - - d ) ( ! _ JL) 2

n - d 

33-2»- i -d2( n - 1 X 3 - 2 w " 1 - d )2 n 2 n 2 d h _ d \ 
\L 3-2»- 1 / 

3-2n~1-d 

o \ ^ / т \ 2n — d / j \ 3-2n — d 
n ' i - ^ /Л -> n - l 4У V 2 я / / V 3 - 2 

n —1 / / \ On I I \ \ On I / \ Q . O n - 1 2" У / IV 2" I I V 3 - 2 
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Ясно, что в интервале [l,2n _ 1] выражение (3 - ^~г) / (4 - | £ ) , как 
функция от d, возрастает и не превосходит 1, а выражение (l — -—) / 
(l - 3.2n-i) убывает. Поэтому справедливы следующие неравенства: 

(a) если de [1,3 • 2П~2], то 

^)<((з-^)/(4-|))' 

<((»-^)/0-1^))'<Ш'' 
(b) если d е [3 • 2П-3 ,2П"1], то 

*')<(Н)/(>-^)}' 
<(o-^)/('-^)T*d)J 

Таким образом, при любом d, I ^ d ̂  2П~1, справедливо неравен­
ство (33). 

Из (33) и (34) следует, что 

R / nc12Cl7d f 25Л 
2"(2;) < V 2 ? ; • 

Поэтому при достаточно малом с12 справедливо неравенство 

т. е. величина R меньше числа всех частичных булевых функций от п 
переменных, определенных в областях мощности d. Это означает, что 
сделанное предположение неверно. Теорема 5 доказана. 

Автор выражает искреннюю благодарность О. Б. Лупанову 
и Ю. В. Таранникову, прочитавшим первоначальный вариант статьи 
и сделавшим ряд полезных замечаний. 
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